Electrocinétique | Chapitre 3 | Cours

E3 - Circuits du second ordre : oscillateurs électriques

| - Circuit LC : oscillateur harmonique

|.1 - Circuit

On considére le circuit suivant. A t = 0, on bascule I'interrupteur dans la position 2.

D 3

-
-

Ent = 07, on suppose qu’un régime stationnaire est atteint. Ainsi,

o Condensateur = circuit ouvert : |i(07) = 0
o Bobine =fil électrique : |u,(07) =0

o Loides mailles :

[
0
Grandeursent = 0":
o Latension aux bornes d’un condensateur est toujours continue : |uc( t=0") =uc(t=07)= 0|
o Lintensité a travers une bobine est toujours continue lit=0") =i(t=07) = 0]
o Loides mailles : E=u +u = |UL(t=0_)=—E|

En t = 400, on suppose qu’un régime stationnaire est atteint de nouveau atteint (remarque : on verra dans la suite
gu’en réalité il ne I'est pas). Ainsi,

o Condensateur = circuit ouvert : |i(+0) = 0
o Bobine =fil électrique :|u,(+9) = 0

o Loides mailles :
E=u.+u, = |uc(+o)=E
Nt

0

|.2 - Mise en équation

Equation différentielle vérifiée par uc(t) ? Loi des mailles :

di dzuC dzuC 2 2
E=uL+uc=La+uc=CLF+uc = TS +wguc =wg E
Avec|wg = \/% la pulsation propre du systéme.

Unité : rad - s~ 1. Dimension : [we] = T~ 1.

Il s’agit une EDL du deuxiéme ordre a coefficients constants et sans second membre.



Forme générale d’'une ED d’oscillateur harmonique :

FO+ wf f(©) = 0 fo
|.3 - Résolution de 'ED

a) Solution générale

On sait que la solution s’écrit : ug() = U spp (t) + ucsp(t).

On admet que (démonstration en cours de maths) la SEH s’écrit :

|uC,SEH (t) = Acos(wyt) + B sin(u)ot)| avec (A, B) deux constantes

ou

|uc'5EH (t) = Uy, cos(wpt + c|))| avec (Up,, ¢) deux constantes
Uy >0 et ¢ €]—mmr]

Vérification :

o Premiercas:
2

du u
_dtc = —Awg sin(wyt) + Bwg cos(wet) = dtzc = —Aw% cos(wot) — Bw% sin(wet) = _(0(2) uc(t)
o Deuxieme cas:
du d?u
—dtc = —Upwosin(wet + ) = dtzc = — — Upwg cos(wot + ¢) = —wg uc(t)

Dans les deux cas, on retrouve bien :

dzuc
dt?

+ wiuc =0

b) Equivalence des deux formes

Montrons que les deux formes sont rigoureusement équivalentes.

Rappel :
cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

Ainsi,
u.(t) = Uy, cos(wot + ¢) = Uy [cos(wgt) cos(p) — sin(wgt) sin(p)] = A cos(wgt) + Bsin(wgt)

Avec:

{A = Uy, cos(¢)
B = —U,, sin(¢)

Réciproquement,

A% + B? = U2 [cos?(¢p) + sin?(d)] = U3, Uy, = \/m
_E_sin(cl))_t @) = B
e —cos(cl)) = tan(¢ ¢ = arctan (— K)

Les deux formes ont leur avantage :
o Acos(wgt) + Bsin(wyt) permet de déterminer plus facilement les constantes (A, B) a I'aide des Cl.

o uc(t) = Uy cos(wot + ¢) permet une représentation graphique plus facile.

c) Détermination des constantes d’intégration

Solution générale :
u.(t) = Acos(wgt) + Bsin(wyt) + E



Onavuque:

du
u(t=0")=0 et d—f(t: 0+)

_i(t=0+)_
=——0—=

u(t=0")=0=A+E = A=-E

Ainsi,
Et,
duc
dt
Finalement :

du
= —Aw, sin(wyt) + Bwg cos(wet) = d—tc(t =0t)=0=Bw, =

|uc(t) =FE[1- cos(wot)]|

On en déduit les autres grandeurs :

. du,
i=C 0t

) Cc
= CEwgsin(wgt) = E T

sin(wgt)

Le régime permanant est un régime sinusoidal.

Remarque :

o Régime stationnaire : régime ou les grandeurs sont constantes

et

|uL =E—-u.(t) = Ecos(wot)|

o Régime permanent : régime qui s’établi au bout d’un temps tres long.

|.4 - Représentation graphique

Représentation de la fonction : uc(t) = Ueq + Uy, cos(wot + )

A

x(t)

Xm

Xm

Il s’agit d’une fonction cosinus :

o elle oscille doncentre Ugq — U, et Ueg + Upy, ;

. . . . T . T
o elle atteint son maximum (celui le plus proche de I'origine, entre — S et E) lorsque :

(1)0t0+(|)=0 =

Définitions :
o Uy, — I'amplitude des oscillations ;

o Ueq — valeur moyenne des oscillations ;

o wot+ ¢ — la phase du signal a I'instant t (en radians) ;

o ¢ — la phase al'origine (sous-entendu a I’origine des temps, i.e. lorsque t = 0) en radians ;



0 wq — la pulsation propre des oscillations.

o Fréquence du signal :

_2m

1
Période du signal : T==2=
° 8 f o

1.5 - Bilan énergétique

a) Bilans

Bilan de puissance :

. . . d dem 1
E=u,+u = f)'l =uLL+& = E(ECuC)=E(§Ll +§Cuc)
g PL Pc

La puissance fournie par le générateur F; et recue par la bobine P, et le condensateur 7.

Remarque : F, = Ei(t) peut étre positive ou négative.

On en déduit :
1 P2 1 2
ECu, = zLi* + zCu; +cte avec: cte=0
_— 2 2
fg £ €
L c

L’énergie fournie par le générateur £, entre 0 et t est égale a I'énergie stockeée dans la bobine &, et dans le
condensateurE.. Normal car il n’y a pas de source de dissipation d’énergie (pas de résistance).

Représentation graphique :

2CE?

b) Valeur moyenne
Définition :

On appelle valeur moyenne d’un signal s(t) de période T :

T

(s(t)) =% fs(t) dt

0

Propriétés :

o {a) = a avec a constante

o (axf)=ax(f)

o (f+g)=(f)r+(g)

o (fxg)Y#(f)x(g)
Exemples a connaitre :

o {cos(wt)) = (sin(wt)) =0

o {(cos?(wt)) = (sin®(wt)) = 1/2




Exercice : démontrer que (cos(wt)) = 0 et {cos?(wt)) = 1/2

On rappelle que :

2 1 + cos(28)

{COS(ZG) = cos?(0) —sin?(®) _ ) °° 0) =————

oSO+ (0) =1 sin2(9) = L= C0520)
2

Application :
1 1 1
&L = ELL’Z = ECEZ sin?(wet) = (&)= ZCEZ
€ = CEu, = CE* [1 —cos(wot)] = (&)= CE?

3
gg =£L+£C = <£C)=<gg)_<£L)=ZCE2

Il - Circuit RLC : oscillateur amorti

I1.1 - Circuit

On s’intéresse au circuit RLC série suivant

—e
1
E
7 ) |
— | u¢
Ent = 07, on suppose qu’un régime stationnaire est atteint. Ainsi,
o Condensateur = circuit ouvert : |i(0™) = 0|donc|ug(07) =0
o Bobine =fil électrique : |u,(07) =0
o Loi des mailles :
O=u.+u = |u(07)=0

)

0
Grandeursent = 07 :
o Latension aux bornes d’un condensateur est toujours continue : |uc( t=0") =uc(t=07) = 0|
o Lintensité a travers une bobine est toujours continue |i( t=0")=i(t=07)= 0|
o Loides mailles : E=u,+uc = |u(t=07)=—E|

En t = 400, on suppose qu’un régime stationnaire est atteint de nouveau atteint. Ainsi,

o Condensateur = circuit ouvert : |i(+00) = OldoncluR (+00) = O|

o Bobine =fil électrique :|u,(+9) = 0
o Loi des mailles :
E=u.4+u, = |uc(+x)=E
—

0

[1.2 - Mise en équation

Equation différentielle vérifiée par uc(t) ? Loi des mailles :



La loi des mailles donne :
E= uy + u + uc
) di
= Ri + La + Uc
RCu¢ + LCii¢c + uc

Ainsi,

R 1 E

ﬁc+fflc+L—CuC=E

Cette équation est une équation différentielle linéaire du second ordre (EDL2) a coefficients constants et avec second
membre.

On définit la forme canonique :

Wy 2
uc+6uc+w0uc =wg E
Avec :
1
0 wqy = — la pulsation propre du systéme.
0o =P prop Yy
.z N , . . . Lwg 1 |L

o Q@ le facteur de qualité du systéme. C’'est un nombre sans dimension. Ici : [Q = = = rAlcl

Remarque :si Q = +00 & R — 0, on retrouve bien I'ED de Ioscillateur harmonique (cela revient a négliger les pertes
par effet Joule).

1.3 - Equation caractéristique de I'EDH

Equation homogéne (EH) :
Wo
Q

On cherche des solutions de la forme e”t, avec r a déterminer.

e +— 1, + wi u(t) =0

L’équation homogene devient :

Wo
rZe™ + —re™ + wie™ =0

Q
On appelle équation caractéristique (EC) associée a I'ED : r? + %r +wi=0
2

. L )2 . P . _ (@o)" _ 2 2 i _
Le discriminant de I’équation caractéristique vaut : A= (Q ) 4wy = 4wg (4Q2 1)
La valeur de r et donc la fore des solutions dépend du signe de A.
o A0 & (0>1/2 régime pseudo-périodique
o A>0 © 0<1/2 régime apériodique
o A=0 © 0=1/2 régime critique
Pour la suite, on pose : 1=2%0 et Q=w, |L2 — 1|

2Q 4Q

[1.4 - Solution en régime pseudo-périodique
Casou : A<0 & (Q>1/2

: EC - — (@ =1+
Solutions de I'EC : T —2( Qi] IAI)— AtjQ

Solution de I'EH (au choix) :



uc,SEH(t) = Ce™+t £ Dett =M (C e 4 p e_jgt)

— oAt ;
= e~ (Acos(02t) + B sin(Q2t)) « La plus utile pour déterminer les Cl
Fp, e~ cos(0t + ¢) « La plus utile pour tracer la fonction

Remarque :
Démonstration du passage entre les deux premiéres formes.
C el + De 1 = C[cos(2t) + jsin(2t)] + D [cos(2t) — j sin(2t)]
= (C + D) cos(2t) + j(C — D) sin(22t)
On pose donc :

[A=C+DeR|] et |B=j(C-D)ER]

Graphe :
4 fsaspp
- T=2n/Q
) e
N s
AN e .

o ’f’—' " '\ —e_lt

Définitions :

Q) < wg est la pseudo-pulsation, toujours inférieure a la pulsation propre.
2 ‘.
T= Eﬂ est la pseudo-période.
A est le facteur d’amortissement : il dicte la rapidité de la décroissance exponentielle.

Déterminons le temps caractéristique 7 du régime transitoire.

On cherche I’enveloppe sous la forme :

u(t) ~e t’t = Tpp ==

Remarques :
o DanslecasouQ » 1/2,0na: Q- wyett — 4.

Le régime transitoire devient infiniment long et le systéme oscille a la pulsation propre.
Conclusion : on tend vers le comportement de I'OH.
o Le facteur de qualité donne une bonne approximation du nombre d’oscillations visibles.

Exemple : surle schéma, Q ~ 5 — 6.

Pour notre circuit d’étude :

uc(t) = e (A cos(Qt) + Bsin(2t)) + E
Avecles Cl :

u (0N =4+E=0 =

Et,



u:(t) = =1 e (Acos(2t) + Bsin(2t)) + Q e * (=Asin(2t) + Bcos(t)) = u.(0")=-AA+0QB=0

B 1A £ A
= = — = —H —

Q Q
Bilan :

—At A .
u.(t)=—-Ee (cos([)t) + asm(ﬂt)) +E
Graphe.
I1.5 - Solution en régime apériodique
Casou: A>0 © Q<1/2
i EC - —1(_% - _
Solutions de I'EC : r_—z( Qi\/Z)— AE£Q
Solution de I'EH (au choix) :
Ucspr(t) = Ce™t +De™t = e (C e + D e™?)
= e * (Ach(Qt) + B sh(Q1)) « La plus utile

i fSGS,ap

\ 4

Remarque : ici, £ je joue plus le réle de « pulsation ».
Déterminons le temps caractéristique 7 du régime transitoire.
fSEH(t) =C e—(l—.(z)t +D e—(1+.(2)t

On voit apparaitre deux temps caractéristiques :

1 t !
nN=3"an % “T711on

On cherche le plus grand des deux temps.

Ainsi,

On se place dans la limite ou Q < 1/2.
Ainsi,
J1—40Q2 =1 —2Q?

Dong,



1 wg )
—=—X20° = |Tgp=—F=
T

2Q

Pour notre circuit d’étude :

uc(t) = e * (Ach(2t) + Bsh(2t)) + E

Avecles Cl :
u (0N =4+E=0 =
Et,
() = =2 e * (Ach(Qt) + Bsh(2t)) + Qe * (Ash(2t) + Bch(2t)) = 1. (0Y) =-2A+QB=0
= B = A—A = —E&
Q Q
Bilan :
u(t) = —E e M (ch([)t) + %sh(!)t)) +E
Graphe.

1.6 - Solution en régime critique

Cas ou : A=0 © Q=1/2
Solution de I'EC : r= —;’—Q" = —wy
Solution de I'EH : |uC'SEH(t) =e"(A+ Bt) = e @t (A + Bt)l
Graphe :
[ses.erit

A 4

C’est I'exponentielle qui dicte la décroissance.

Terit =

Pour notre circuit d’étude :

u(t) =e @' (A+Bt)+ E
Avecles Cl :
u (0N =4+E=0 =
Et,

U (t) = —wg e @' (A+Bt) + Be @' = 7.(0")=—-Awy+B=0
= B == A(A)O == _E(l)o



Bilan :

[uc(t) = —E 7“0t (1 + wt) + E|

Graphe.

I1.7 - Aspect énergétique

Bilan de puissance :

E +uc + Ei i + uci + Ri? d(EC ) d(lL'2+1C 2)+R'2
= = = = —_ = — - —
up, + uc + ug i uLl + uci i I U, 72 i > us i
Py PL Pc Pr
Bilan d’énergie
o Energie fournie par le générateur :

+o00
d
gg(t) = f a(EC uc) dt = [EC uc]bl—oo = CE?
0

o Energie regue (stockée sous forme électrostatique) par le condensateur.

+00 +oo

d /1 1 1
Ect) = —(—C 2) dt=[—C 2] =-CE*
c®) fdtZuC 2], T2
0
o Energie recue (stockée sous forme magnétique) par la bobine.

+0oo +oo

E.(®) :f %(%Liz) dt = [%Liz]o =0

0

o &g :I'énergie recue (dissipée par effet Joule) par la résistance.
1
Er(t) = —Ec(6) — €.(8) = &(6) = 5 CE?

La moitié de I'énergie fournie par le générateur est stockée par le condensateur, I'autre moitié est perdue par effet
Joule.

Il - Bilan : oscillateurs soumis a une excitation constante

Oscillateur harmonique :

f@®) +wd f(0) = 0§ foq = f) = foq + Acos(wot) + Bsin(wyt)

Avec:

O wq la pulsation propre

O feq la solution en régime permanant (« position d’équilibre »). Le systéme va osciller a l'infini autour de cette
position d’équilibre (car (f(¢)) = foq)-

Oscillateur amorti :

fo) + %f(t) FR fO) = fog = [ = fog + fozn(®)



Le systéme va toujours converger vers la position d’équilibre (car fsgy (+00) = 0 pour tous les régimes). Le facteur de
qualité Q est un parametre crucial du systeme. Il dicte :

o Laforme de la solution.

o Le temps du régime transitoire.

Régime critique
fSEH(t) == e_it(At + B)

l - A
Régime apériodique Régime pseudo-périodique
fopn(t) = e (A ch(Qt) + B sh(Qt)) fsen(8) = e~ (Acos(Qt) + B sin(Qr)
| > ¢
1 1 _ 20

" = 000 Ferie = g = Gy

1

Temps minimum

Avec :

A=— et Q= w,




