Electrocinétique | Chapitre 2 | Cours

E2 - Circuits du premier ordre

| - Circuit RC soumis a un échelon de tension

.1 - Description du circuit

Un échelon de tension correspond a un signal de la forme suivante : Ay
{u(t) =0 sit<O0 E
u®) =E sit>0

On consideére le circuit RC suivant.
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|.2 - Conditions initiales

On suppose qu’ent = 07, le circuit est dans un état stationnaire.

C’est-a-dire que I'on a attendu suffisamment longtemps pour que toutes les grandeurs soient indépendantes du temps.

On aalors:
o . duc .
o Relation i/u, du condensateur : i = CF = |i(t=07)=0
o Loid’Ohm: ug =Ri = [ug(t=0")=0]
o Loides mailles : O=ug+uc = [uc(t=0")=0]

Que valent ces grandeursent = 0" ?

o Latension aux bornes d’un condensateur est toujours ue(t=07) = uc(t=0%) = |uc(t —07) = 0|

continue :
o Loides mailles : E=ur+u = |UR(t =0") = E|
. . . + _E
o Loid’Ohm: ug =Ri = l(t=0)=ﬁ

I.3 - Prévision de |’état final

Que se passe-t-il lorsque t - +o ?

L’excitation étant constante, on va atteindre un nouveau régime stationnaire. Ainsi,
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du

o Relation i/u. du condensateur : i= Cd_tc = |i(t - +00) = 0|
o Loi d’Ohm: ug =Ri = [ug(t— +w)=0|
o Loides mailles : E=up+uc = [uc(t— +o)=E|
Circuit équivalent en 4o : ug

2 —
En régime stationnaire, le condensateur ne laisse passer aucun N R
courant. 1

Un condensateur en régime stationnaire est équivalent a un

E
. . F 3
circuit ouvert. ()

.4 - Mise en équation

Cherchons I'équation différentielle vérifiée par u.(t) pourt > 0.
E=ug+u = E=Ri+ug

Or,
duC
i=C—
dt
Donc,
duc duc Uc E
= RC— —_—t—=—
ac e dt TRCRC
Ainsi,

duC Uc E

+—=; avec:

dt T

Il s’agit d’'une équation différentielle d’ordre 1 (ED1) a coefficients constants et avec second membre constant.

[t] = T est homogéne a un temps. C'est la constante de temps u systéme.

|.5 - Résolution analytique

On rappelle que la solution de I'ED s’écrit :
uc(t) = ucseu(t) +ucsp(
Solution de I’équation homogeéne (SEH)

Equation homogéne :
duc Uc

—— 4+ ==0
dt+1'

On admet que (démonstration en cours de maths) :

t
Ucsgs(t) = ug exp (— ;) avec u, une constante

Vérification :

duc uc U ( t) U ( t)
—_— t—=—-— — )+ — ——]=0
dt T T exp T T exp T

Solution particuliére (SP)

On cherche uc sp(t) sous la forme d’une constante. On remarque que : [ucsp(t) = E|convient.



Bilan

Solution générale de I'ED :
t
u.(t) = ug exp (——) +E
T

On détermine la constante a I'aide des conditions initiales :
u(t=0")=0=uy+E = u,=-E

u.(t) =E <1 — exp (—%))

Conclusion :

|.6 - Représentation graphique

Allure de la courbe :
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0,63 E
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On retrouve bien les valeurs limitesent = 0% et t = 4oo0.

Méthode : détermination graphique de 7.
Deux méthodes :
o Lorsquet =Tt,0na:
u(t) =E(1— e 1)~ 0,63E
o Calculons la pente de la dérivéeent = 0% :
duc E p( t) R ﬂ
dt

—_ ex
dt =
La tangente a I'origine intersecte la valeur finaleent = 7.

E
(t=0+)=;

On montre de plus que :

o u.(3t)y=E(1— e3)=095E

o u.(51t) =E(1- e®)=099E.

Par convention, on dit que le régime transitoire est terminé lorsque .

|.7 - Etude de l'intensité

Pour trouver l'intensité, il y a deux méthodes.
o Détermination de I'équation différentielle vérifiée par i(t)
duc Uc E i duc

—+ - et 1=0—+
dt T T dt

On dérive la loi des mailles :



dzuc_l_lduc_ 1di+1i_ - di i,
dtz Tt dt cdt Ct dt  ©
Résolution de I'ED :
N t 0 N t
i(t) =igexp (— ;) + a:>vec — i(t) =—=exp (—;)

o Utilisation de I’expression de uc(t)

[ = (1~ exn(-))
u () =E(1 exp( 1') N i:CT—Eexp<—£)_EeXp<_%>

du R
i=C—t
dt
Représentation graphique :
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1.8 - Bilan énergétique

Méthode :

o Ecrire la loi des mailles.

o Multiplier par i pour avoir un bilan de puissance.

o Intégrer pour avoir un bilan d’énergie.

E=ug+ucs = Ei=ugi+ugi

hugd —~ —
g PR Pc

Avec:

o P;:lapuissance fournie par le générateur.
o Pg:la puissance recue par la résistance — puissance dissipée par effet Joule.

o Pc :lapuissance regue par le condensateur — puissance stockée sous forme électrostatique.

On rappelle que : P = Z_‘i o £= f0+oo? it
+00 +00 oo
Ainsi, Jy TPpdt = [T7Prdt + [T Pedt
€e = Er + &
Avec:

o &g :I'énergie fournie par le générateur.
o &g :I'énergie regue (dissipée par effet Joule) par la résistance.

o &¢ :I'énergie recue (stockée sous forme électrostatique) par le condensateur.



+ oo

+co

gg= [ mia= [ Zewp(-Y) ar=" e ()] = cr

g = Ldt = Rexp < =R T exp I, =
0 0

+00 +00
c _f Ri2 dt—f E? ( 2t> dt—EZ[ T ( 2t>]+"°_CE2
R= ) RG] REPUTT) TR 2P, T2
0 0
+ 00 + 00 +00 +oo o0
) duc d /1 2 1 ) 1 2 1 )
8C :f uCl dt:f CUCth=f a(zcuc> dt=f d(ECuC) = [EC UC]O :ECE
0 0 0 0
Remarque :

o On a bien conservation de I'énergie.

o Onretrouve que I'énergie stockée par le condensateur vaut :

1 2
Ec = 2 Cug(+)

Ainsi, la moitié de I’énergie est stockée dans le condensateur, I’autre moitié est dissipée par effet Joule dans la résistance.

Il - Circuit RL soumis a un échelon de tension

I.1 - Description du circuit
On consideére le circuit RL suivant.

ug ug

N
N

I1.2 - Conditions initiales et état final

On suppose qu’ent = 07, le circuit est dans un état stationnaire. Ainsi,

di
o Relation i/u; de la bobine : up, = L& = |UL(t =07) = 0|
o Loides mailles : O=ug+u, = |ug(t=0")=0]

o Loid’Ohm: ug=Ri = [i(t=07)=0

Que valent ces grandeursent = 0" ?

oL mtgnsne a travers une bobine est toujours i(t=0")=i(t=0%) = [i(t=0")=0
continue :

o Loid’Ohm: ug =Ri = [ug(t=0%)=0]

o Loides mailles : E=ugr+u, = |UL(t=0+)=E|

Que se passe-t-il lorsque t - +o ?

L’excitation étant constante, on va atteindre un nouveau régime stationnaire. Ainsi,

di
o Relation i/u; de la bobine : up, = La = |UL(t - +0) = 0|




o Loi des mailles :

E=ug+uy, = |uR(t—>+00)=E|

o Loid’Ohm: ug =Ri = [i(t- +x)=E/R]

En régime stationnaire, il n’y a aucune tension aux bornes de la
bobine.

Une bobine en régime stationnaire est équivalente a un fil E
électrique.

1.3 - Mise en équation

Cherchons I'équation différentielle vérifiée par i(t) pourt > 0.

di
E=ug+uy, = E=Ri+L—

dt
Donc,
di R, E
ETRET
Finalement,
di i E L
a+;=z avec r=§

Avec T la constante de temps du systéeme.

Il s’agit d’une équation différentielle d’ordre 1 (ED1) a coefficient constante et avec second membre constant.

I.4 - Résolution analytique

La solution générale de I'ED est :

i(t) =ipexp (— %) +

SEH

%{wl tr

Avec les Cl :

0 =0=ig+o = |i)=—(1 ( -
i =0=i+p i =z exp -

Représentation graphique :
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[1.5 - Etude de la tension aux bornes de la bobine

Utilisons directement :

di t
uL:La = uL=Eexp<—;)
Graphique :
F 3 UL

E

0,37 E
0,01E
\m_____.___ » t_;

0 T 2t 3t 4t 5t

1.6 - Bilan énergétique

Méme méthode que pour le circuit RC.
Loi des mailles :
E=ug+u, = Ei=ugi+uyl
ead ) [
Py Pr  PL
Avec :

o P :la puissance recue par la bobine — stockée sous forme magnétique.

[ O Pt = [[PPpdt + [Pt

gg = ER + SL

Ainsi,

Avec :

o &, :I'énergie regue (stockée sous forme magnétique) par la bobine.

+00 +00
£ fE'dt sz 1 ( t) dt Ez[t+ ( t)]m +
= = _ —_ —_—— = — —_— == o
" i R exp (—= = Texp| - .
0 0
+ o0 +00 +o +oo
o= [wiae= [ LiSa= [ (i) a= [ a(bue)=[re] = 2o ()
LT W= e T ) w2t ) T 2t )7 12" ], T20\R
0 0 0 0

8R=£g_£L=+°°

Interprétation :
La bobine stocke une énergie: & = %Li2 (4+0)

Une fois le régime permanant atteint, toute I'énergie fournie par le générateur est dissipée par effet Joule.

[l - Résolution numérique d’une ED du premier ordre

Objectif : Résoudre numériquement une ED du premier ordre a I'aide de la méthode d’Euler.

Exemple : charge d’un condensateur.

du, N u.(t) _ E
dt T T



Interprétation :
o u.(t) valeur de u, alinstantt;

o dt variation finitésimale de t. Mathématiquement : dt — 0.

o du, = u.(t + dt) — u.(t) variation finitésimale de u. entre les instants t et t + dt

Ajouter schéma illustrant ces grandeurs.

L’ED peut donc se réécrire de la maniere suivante :
uc(t+dt) —u.(t) wu.(t) E
+ =—
dt T

dt E
= u(t+dt) —u.(t) +u(t) = ;dt

= |u(t+dt) =u(t) +

E—u.(t
c()dt
T

Conclusion :

Connaissant u.(t), on peut calculer u.(t + dt). Ainsi, connaissant u.(0), on peut calculer u.(dt), puis u.(2dt), etc,
puisu.(n-dt) vn € N,
Mathématiquement : dt — 0. Numériquement, il faut choisir dt petit pour que la solution numérique soit proche de

la solution réelle, mais dt pas trop petit pour que le calcul numérique ne soit pas trop long. En pratique, il faut choisir
dt K 7.

Code Python :

import numpy as np

1

2

3 # Parametres
4 E=5

5 R=1e3

6 C=1e-5

7

8 # Méthode d'Euler
9 N=10000

10 t_max=8*R*C

11 t=np.linspace(0, t_max, N) # Array de taille N allant de 0 a t_max
12 dt=t[1] —t[0]

13

14 uc=np.zeros(N) # Création d'un array vide (rempli de 0) de taille N
15 uc[0]=0 # Condition initiale

16

17 foriin range(N-1):
18 uc[i+1] = uc]i] + (E-uc[i]) * dt/t



