Vibrations d’une corde verticale

Une corde, infiniment souple, de masse linéique p, de longueur L est suspendue au
point A dans le champ de pesanteur d’intensité g. Lorsque la corde est au repos, son
extrémité inférieure coincide avec le point O. Son point d’accrochage Aeffectue des
oscillations horizontales :

yA(t) = a cos(wt)

d’amplitude a < L. L'extrémité inférieure de la corde ne subit aucune contrainte. Le
déplacement (quasi-horizontal) d’un point P () de la corde par rapport a sa position
d’équilibre est noté y(x, y).

Dans toute la suite, on suppose que y, 9y /0x et 9%y /Ox? sont des infiniments petits
d’ordre 1 et que le déplacement de la corde ne se produit que dans la direction y.

1) Montrer que la tension de la corde dépend de = et déterminer I'expression de
T(z).
2) En déduire que I'équation de propagation des ondes le long de la corde est :

Py _ (%,
o2~ I\ T 02

On cherche une solution de I'équation ci-dessus sous la forme :
y(z,y) = ax) cos(wt) + B(z) sin(wt)

3) Montrer que a(x) et f(x) vérifient la méme équation différentielle.
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Correction

1) J'oriente le schéma de la méme maniére que dans le cours pour plus de confort !

T(x + dx, t)

alx + dx, t)

v
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On suppose que les oscillations sont purement horizontales, donc :

_ _ Py
=5, o @=20,

PFD sur la corde :
Py Plosde) - T de
T g Uy = (x +dw) = T'(x) — pg dv Uy

Ainsi,
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a at2
De plus, en projetant latension de la corde sur les deux axes et en faisant un développe-
ment limité a 'ordre 1 en « :

T (2,t) = T(x, 1) [cos(a(x, 1)) @y + sin(a(z, 1)) 74 ~ T, 1) [7 +a(z, ) 7y]
On projette le PFD sur I'axe (Ox) :

%[?(w,t)-ﬁx]—,ug:o = %:“9 = T(z)

Or, en z = 0, 'extrémité de la corde est libre donc la tension est nulle. On en déduit

T(x) = pgx

= pugx + cte
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2) On projette le PFD sur 'axe (Oy).

oy _ Oza _ L0
Mo =195 =R\ T% 5

Or, toujours a l'ordre 1 :

Oy
tan(a) ~ a = Iz
On obtient donc :
0%y B <8y Ly 32y)
Ot? ox Oz

3) On injecte la solution dans I'équation différentielle :

_u;2 {a cos(wt) + 8 sin(wt)}

= [o/ cos(wt) + [’ sin(wt)} + :c[o/’ cos(wt) + 3" sin(wt)}

Soit, sous forme matricielle :
w
rd'+ad +—« cos(wt) 0

o =

d sin(wt) 0

'+ +—0
g

L'équation doit étre vraie pour tout ¢, donc en particulier pour wt = 0 et wt = 7/2,
ce qui assure que :

w? w?
za'+ad +—a=0 et '+ +—p5=0
g g
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