Trajectoire des planetes

Dans cet exercice, nous allons étudier les trajectoires possibles en mécanique céleste,
lorsque deux corps sont en interaction gravitationnelle, I'un étant beaucoup plus mas-
sif que le deuxieéme.

On admet que la trajectoire est plane. Le corps le plus massif est supposé immobile a
I'origine O du repére. Le corps le moins massif, noté M, est repéré par ses coordon-
nées cartésiennes (x, y) ou polaires (r, 6). Les deux corps sont supposés ponctuels.

On admet que les lois de la mécanique permettent de montrer que :
70

"7 + e cos(0)

avec 79 > 0 une constante et e > 0 un parameétre appelé excentricité de la trajec-
toire.

1) Déterminer I'expression du vecteur vitesse o dans la base polaire.

2) En admettant que I'accélération est purement radiale, montrer que la quantité r2w
est une constante du mouvement (avec w = 0).

3) On se place dans le cas ol e = 0. Déterminer la nature de la trajectoire et la
représenter.

On se place dans le cas ou 0 < e < 1. On admet qu la trajectoire est une ellipse de
demi grand axe noté a.

4) Tracer l'allure de la trajectoire (prendre le cas ol e = 0.5).

5) Déterminer I'expression de a en fonction de r et e.

6) Déterminer les points de l'orbite ol le vecteur vitesse est orthogonal au vecteur
position.

7) Rappeler les expressions de x et y en fonction de r et 6.

8) En déduire que la trajectoire est une parabole d’équation z(y) que 'on détermin-
era.

9) Tracer I'allure de la trajectoire.

10) On se place dans le cas ol e > 1. Déterminer le domaine radial accessible par
M, c’est-a-dire 'ensemble des valeurs que peut prendre 8 au cours de la trajectoire.
Tracer alors l'allure de la trajectoire dans le cas ol e = 3.
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1)Ona:

-

. _ rpewsin(0) row
T = Tl ey = (I+e coS(G))2 it 1 + e cos(0) K

o

2) U'accélération vaut :
qd = (i — Tw2) Uy + (27w + 160) Uy o

Puisque l'accélération radiale est nulle, on a :

21w + ’I“(l) = 0 =3 -2 -1 o 1 2 3
or, d 5) Par définition du grand-axe :
— (r2w> =r(2fw+rw) =0
dt 9 To + To 2?“0 N o
a = = a = -
La quantité r2w est bien constante. l+e 1—e (14+e)(1—e) 1—e?

3) Lorsque e = 0, r = ry. Le rayon est constant, il s'agit donc d’'un mouvement

circulaire. Ce mouvement est uniforme d’aprés la question précédente (w = cte). 6) D'apres la question 1), il s'agit du cas ot sin(¢) = 0, donc pour § = O et 7.

7)Ona:
w—_—————————— ‘.%:TCOS(G)‘ et ‘yzrsin(@)‘
15} : 8)Ona:
Ll | rzﬁgs(e) = r+rcos(d)=rg
osl ] = Vr2+y2+z=r

= \/m =To—T

"l = 224+9?= 7“3 + 2% - 2ryx
e = |z = —2‘7120 + %0
e ] 9) Graphe :
el i

4) Graphe :
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10) Par définition d’une distance, on a nécessairement e > 0. Ainsi,
70
r =
1+ e cos(0)
On introduit :

1
>0 = 1l4ecos(d)>0 = cos(6)>—g

1 T
0, = arccos(—g> € } 5,77[
Alors : |0 € [—6y; 6]

Poure = 3,onaf, = 109 °. On en déduit le graphe ci-dessous, ol les asymptotes
font des angles de 46, avec I’horizontale.
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