Etude d’un oscillateur amorti [v3]

Dans le circuit ci-dessous, on suppose qu’un régime permanent est atteint. On ferme
I'interrupteur en ¢t = 0. On veut étudier I'évolution de ua(t
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1) Déterminer I'expression de us et de sa dérivée ent = 0T. Déterminer 'expression
de us ent — 00, notée Uqg.
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On admet pour le moment que :

d2u2 du2 2 2
— + 3w + wj U2 = wj U
d? 0 qe 0T T 0 Tee
2) Que vaut le facteur de qualité ) ? Dans quel régime se trouve-t-on ?
On pose :
_ wo _ 2 2
)\ = @ et Q = ’)\ — (JJO‘

3) Résoudre I'équation différentielle pour donner I'expression de usy(t) pour ¢ > 0.
4) Tracer l'allure de usa(t).
5) Démontrer I'équation différentielle donnée plus haut.
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Correction

1) Cf. schéma ci-dessous pour les notations.
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Ent = 07, toutes les grandeurs sont nulles. En particulier :
Ul (07) = UQ(Oi) =0

Ces deux grandeurs continues en t = 0.

uz(0%) =0| et w(07) =0

Ent = 0T, les deux condensateurs se comportent donc comme des fils. La résistance
de la branche de droite est donc court-circuitée. Il vient :

ClUQ

E=Rig(07) et ig(07) =dr(0") avec: ix(0T)=C W(Oﬂ
Ainsi,

duz oy B2

E(O )= RC

Pour t — 00, un nouveau régime permanent est atteint. Les condensateurs sont
équivalents a des circuits ouverts. Donc ig(400) = 0. La loi des mailles donne :

E=Rigtu = ‘UQ(—FOO):UOO:E‘

2) 1l faut‘ Q=1/3<1/2 ‘donc régime apériodique.
3)Ona:

us(t) = oo + e [A ch(Qt) + B sh(m)}
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Avec les conditions initiales :

00 =0 et A =

Et,

duy, .. E £ \E
duzory— £ L yaiaB p=_ 2 AR
i 0" =7a + = RO 0

On en déduit :

un(t) = E+ e M [—E ch(Qt) + (RECQ - Ag) sh(Qt)]

Avec les expression de @, A et wyg = 1/RC (cf. Q5), on a en réalité :

ug(t) = E [1 +e M <—ch(Qt) — \}g sh(Qt)ﬂ

4) Graphe de ua(t).

A uz

5) On part de la loi des mailles :

E = Rig + uo

E = R (i1 +1i2) + ug — u=Rigp et ig=11+19

. dus .
E = —_— = _—
Ri1 + RC It + u9 — d9=C 7
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Il ne reste qu’a exprimer i1 en fonction de us pour avoir I'équation différentielle. Un pont diviseur de tension donne alors :

B 3 d’LLQ . il dil Zeq _
upg =u; + Ry = o C at @:7Z€q+R§ = §:(1+RXZ€q 1)@
Onadonc: . - C s
duy On remplace Z,, par son expression et on multiplie chaque membre de I'égalité par
E = Ri; + RC - + ug (1) 1+ jwRC.
et, - — (1+ jwRC)e = (1 + jwRC + jwRC + (jwRC)? + ijC’) us
U2 . 11
C—=i+RC— 2
dt ' dt @) Finalement, on repasse en réel.
Calculons :
d’LL2 2 d2U2
E = — —
1) . d(1) E . dus  us din L dPuy  dus uz + 3RC 57 + (RO 5
—+C—+ = =i +C —+ S +RC —+RC? —= +C —=
R dt R " dt R Hﬂ dt dt Donc, sous forme canonique :
E d d d? d
= E:C%+C%+%+RCQ$+C% d2uQ+i@+ u  E
N dt?2 " RC dt ' (RC)®>  (RC)?
L | Pw 3 dn w B
dt2 " RC dt ' (RC)® (RC)’
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= — t —
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On peut également passer par la notation complexe pour démontrer cette équation
différentielle (cf. chapitre E4). On pose I'impédance équivalente suivante :
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1 -t jwC !
lug = (jwC+ ) = (juo+ 2
‘ <]“C+R+1/ch> <J”C+1+gch)
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