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FAMILLES SOMMABLES

» Familles sommables numériques

1. (a) Ona:

Z|x\22n=—|—oo

zeQ neN

et donc la famille n’est pas sommable.

(by — Si|z|>1,ona:
DLl 2 >l = 4o
nez neN

et donc la famille n’est pas sommable.

Sl = 3 e = o

nez neN

— Sijz|<lona:

et donc c’est encore raté!

(¢) On a, par théoréme de Fubini pour les familles & termes positifs :

(p,q)EN? g=0 \p=0 g=0 \p=0 =0

ezqﬂ/?

24p!

6zq7'r/2

24p!

eiqﬂ/2
et donc la famille (
247

) est sommable. On peut lui appliquer le théoréme de
peEN

Fubini (version générale cette fois—ci) et obtenir :

iqm/2 0 X _igm/2 e <\ 9 2 .
> o=y (Z ki ) —>e(3) = Fe+i.

(p,q)EN? q=0 \p=0 q=0

2. Commengons par remarquer que si on pose I, = {p} x [1,p] et J, = [¢,o0] x {q}, pour
p;g>1,ona:

et donc par sommation par paquets on a, pour toute famille (uy 4)(p,q)er Sommable :

%) o P
S w=S (Y w :z(zum)
(p,q)el p=1 \(p,q)€I, p=1 \g¢=1

(p,g)el q=1 \p=¢q
(a) La famille est a termes positifs donc pas besoin de prendre de précaution :

P

> 53 (h)-Totmee

(pa)el g=1

(b) Soit z € C tel que |z| < 1; alors par sommation par paquets on a :

R oY | o IE A IS S RIPY L o S
2wl S () - R (S)

Or, par télescopage :

s 1
Zp(pﬂ):

p=q

Q| =
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et donc
qz4
p(p+1)

>

(p,q)el

1
= 1= < 00.
ZM 1- 7] o0

’ o0
q=1

Notre famille étant sommable, on peut la sommer par paquet sans module, pour. . .refaire
le méme calcul sans module! On obtient :

> i (L) “5 -

(p,q)el

3. (a) En développant (y/a — v/b)? > 0, on obtient a + b > 2v/ab. Pour la seconde inégalité,
étudier la fonction © — (14 2)* — (1 + z%).

(b) Soit a € RY.
— Cas 0 < o < 1. Par théoréme de Fubini :

(p,q§N*) prt e p=1 (Zp T4 > .

Or, par comparaison & une série de Riemann on a :
Z 1
o a
=P +q

et donc la famille étudiée n’est pas sommable.

— Cas1 < a < 2. Pour n € N*, on pose I, = {(p,q) € (N*)2|p+ q = n} de sorte a
avoir la partition :

|
8

s

N)?= || I

n=1

et donc, par sommation par paquets de famille positive :

> 1
Y v | X s

(p,q)€(N*)? n=1 \(p,q)€ln

De plus, d’aprés la question précédente, on a pour tous p,q > 1 :

o «
<1+p> >14 2
q q°

1 1
>
p*+q* — (p+q)*°

et donc

ce qui entraine

Y oomwr X

(p.9)€ln (p,9)EIn

Z 1 Card(1,,) '

q) (p.9)€ln

Remarquons ensuite que :
n={k,n—Fk|ke[l,n-1]}

et donc Card(I,) =n — 1. On en déduit que :

oo
>
2 I Z_:
(p,a)E(N*) n=1
n—1 1 . L , .
car —— ——» qui est le terme général d'une STP divergente car « —1 < 1. La

n
famille étudiée n’est donc pas sommable.
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— Cas a > 2. D’aprés la question précédente, on a :

1 1 1
% ’ > 17 < = .
p,q = P + 2 /paqa 2(pq)o¢/2

Or, les familles ( t </2> sont sommables par comparaison &
2(pg)*"? /

. . . 1
une série de Riemann convergente, la famille (

2(pQ)“/Q>(p,q)e<N*>2

1
par théoréme de Fubini. On en déduit que la famille v est som-
P+ A% (g ee)2

est sommable

mable par majoration de familles positives.

4. Par théoréme de Fubini pour les familles positives :
2
1 1
> (L) <=
(p.@)e(N*) p=1
5. Soit x € [0,e~![; on applique le théoréme de Fubini pour les familles positives :

w2 S (S0) S e

|
(p,q)EN? p q=1 g=1

6. On a :

Z\an\ —Zr‘”l —1—&—227"" < 00

neZ nez

donc la famille (a,)necz est sommable. Posons ensuite A = Net B ={n € Z|n < 0}; on
a alors Z = A U B. Alors, par sommation par paquets on a ’existence des sommes infra et
Iégalité :

Doan= nt ) an
nez neA neB
o0

_ n 177,9 n 7177,9
= e Z

n=0

1 re~
1 —ret? * 1—rei®
- 1—1r2
~ 1—2rcos(f) +r2°

7. (a) D’apres le théoréme de Fubini "positif", on a :

> = Y S ey = Y A

m,neN* mEN* neN* meN*

| |77L

W ~ |z|™ et donc, par théoréme sur les séries a termes
— |z

T m
positifs, comme la série Y |z|™ converge, on a la converge de la série Lm
(n>1) 11—z
et donc la sommabilité de la famille (™), nens.

Or, on a l’équivalent

(b) Comme la famille (™), nen+ est sommable, on a, d’aprés le théoréme de Fubini :

Sooam= Y Y@ =Y

m,neN* mEN* neN* meN*

qui est bien la somme d’une série numérique, dont la convergence absolue découle du
théoréme précité.
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i+ j
ity
(a) Remarquons que Card(I,) =n+1; on a donc :

i+ J n(n+1)
Z ai)j = Z 2’L+‘7 Card( )2 = T .

(i,9)€In (i,5) €I,

8. Pour 4,j € N on pose a;; =

(b) On vérifie (par exemple par critére de d’Alembert) que la série Z + ntl) ot convergente.

De plus, la famille (I,,),, partitionne N ergo, par sommation par paquets 'positive"

DREITED Bl ) Dk I Pl RIS

(i,)€(N*)? n=1 \(i,j)€ln n=1

et donc la famille (a; ;)i j)en2 est sommable.

» Applications aux séries numériques

9. (a) Notons que par permutation des termes d’une série absolument convergente, la série
> ﬁ converge. Puisque

0 < 1 < 1 /1 n 1
“no(n) — 2\ n?  o(n)?
on peut affirmer, par comparaison de séries a termes positifs, que la série étudiée
converge.

U,g’;) pourn >1.On a:

M=

(b) Posons S, =

k=1

Som— Sy 30 TS LSS gy Ly mtl ]

e k2 T 4n? TN = 2 - 8n 8’
k=n+1 k=n+1 k=1

et donc la série étudiée diverge (car si elle convergeait, on aurait So, — S, — 0).

(c) Pour n assez grand, n? > nlnn donc

et donc la série étudiée diverge.

10. Commencons par remarquer que 1’égalité
= | [{(2q+1)2"[q e N}
p=0

décrit une partition de N* (penser a la valuation 2-adique). De fait :

= i i 2 (20+1)2°

(27

(=)

p=0 q=0
oo P
>

- 1 _ $2P+1
p=0
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11. (a) Soit n > 1; puisque z g% est continue décroissante, on a par comparaison série—
intégrale :

donc, par encadrement :

X1 11
k*  a—1no-t
k=n+1
+oo 400
(b) D’aprés ce qui précéde et le critére de Riemann, Y. Y 7% a un sens si et seulement
n=0 k=n+1

sia > 2.
1

(c) Pour n,k >0, on pose ug,, = 7= si k> n et up, = 0 sinon. On a alors

+o0 +oo
E g |ugn| < 00
n=0 k=0
donc par Fubini :
+oo +o0 +oo +oo
DD =) Uk
n=0 k=0 k=0n=0

avec convergence des séries sous-jacentes. Or

+oo k—1

1 1
D ke = Fa T pa-1
n=0 n=0

donc
+oo  H4oo

1 X1
Z Z kj - Z ka—l :
n=0k=n+1 k=1

12. Remarquons que si a €]0,1[ et b € R on a, par produit de Cauchy de deux séries absolument

convergentes :

n=0 =0

Or, pour tout n € Non a :

()
. bk n—k n & a
DA Dy
k=0 k=0

et donc, en posant a = % et b = 2, on reconnait le terme générale de la suite (uy,)n. In fine,
on a donc convergence de Y u, et

o0

g Uy = 262

n=0

» Approfondissements

13. (a) Les I, sont clairement deux a deux distincts. De plus, tout couple (p,q) d’entiers ap-
partient & I’ensemble I, d’oit le résultat.

(b) Pour x €] — 1, 1], on peut écrire

a:k +oo

ke
— = E T
1—=z

=1

et donc
—+o0 k +o0 400 —+oo k
£ < ke _ 2|
DT Sl =)
k=1 k=1 ¢=1 k=1
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k 3
cette derniére somme étant finie car 1:’“ ~ |z|F. La famille (%)k est donc
— |z

sommable et, par sommation par paquets :

“+o00 .’Ek + o0 “+ o0

— ke _ n
D T2 2 @M=D Cad(Le”
k=1 n=1(k)el, n=1

Il suffit pour conclure de remarquer que :

Vn>1, I, = {(k%) ‘ k|n}
et donc que Card(l,) = .

14. (a) Puisque v € (Y(Z), v, - 0 et donc (vy,), est bornée par un certain M € Ry. On
n—r oo

a donc pour tout k € Z, |ugvn—k| < M |ug| donc la famille (ugv,—g)
par majoration.

wez st sommable

(b) Pour chaque k € Z, la famille (|ugvn—g|),c; est sommable avec

Z [urvn—k| = |ug| Z [Un—k| = |ul Z |vn|

neZ nez neZ

et la famille (|uk| Y ez |Un\) ez €St aussi sommable donc, par sommation par paquets :

S fuwvn-kl =D Y k] k| < +o0.

(n,k)ez? neZ ke

Puisque

§ Uk Un—k

kEZ

<Dl fonil

kEZ

on a u*v € {1(Z). De plus, par sommation par paquets

§ UkUn—k = § § UkUn—k = E E UkUn—k

(n,k)eZ? n€Z kEZ kEZneZ

ce qui donne

S =Y v =3 Y v

nez kEZ neZ kEZ LET

(c) On a, pour u,v,w € {*(Z) et n € Z,

(uxv), = Z upve = (Vxu)y

k+l=n
et
(uxv) *w), = Z URVpWr = (u* (V*xw))p .
k+f0+m=n

La loi x est donc commutative. associative.
Pour € € ¢1(Z) définie par €, = 0n,0,u %€ =u donc € est un élément neutre pour *.

Considérons ensuite la famille v définie par u,, = o, —d1,, pour n € Z. Si on suppose u
inversible et que ’on note v son inverse, la relation uxv = € donne v, —vp,—1 = €, = do.n

pour tout entier n. Par suite pour tout n € N,v, = vy et puisque v, *—+—+ 0,
n—-+0oo
pour tout n € N,v, = 0. De méme pour tout n < 0, v, = 0. Mais alors, pour

n = 0,v, —Vp—1 = 0p,n donne 0 = 1. L’élément u n’est pas inversible et donc (EI(Z),*)
n’est pas un groupe.

15. (a) La convergence découle directement du CSSA, et la divergence de ) |u,| du critére de
Riemann. Ainsi, la famille n’est pas sommable.
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(b)

Pour n € N, le terme général de la série produit de Cauchy de > u,, par elle-méme

vérifie
n

1
v, = (=1)" .
kzzo\/(kJrl)(nJrl—k)

1

Une bréve étude de la fonction = — nous permet ensuite d’établir

(z+D(n+1-2x)
que :

1 1 2
Vn € N, Vk € [0,n], - - > =
— n
VE+1)(n+1—k) (E+1> (n+1_ﬁ>
2 2

et donc

e 2n

T n42

et donc la série Y v,, diverge grossiérement.

La bijection o est bien définie sur une partition de N, et son image décrit une autre
partition de N de fagon injective : on a bien défini une bijection. Posons ensuite, pour
n>0:

Wn = Ug(3n) + Uqg(3n+1) + U (3n+2)

de sorte que, par calcul direct, il existe une constante C' < 0 telle que :

<
vn

et done Y w,, est divergente. Or, on a pour tout N >0 :

3N N
Dt = ) wn = —o
n=0 n=0

et donc (Uy(n))n n'est pas sommable.

Wy, ~
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