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FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

» Topologie de R?

1. Soit f : R? — R une fonction continue. On se donne un intervalle I de R et on pose
A= f=YI).
— Si I est ouvert : on se donne x € A; alors f(x) € I et par caractére ouvert il existe
e >0 tel que |f(z) —e, f(z) +¢[C I
Par continuité de f, il existe § > 0 tel que pour tout y € R? on ait :

2 —yll <0 = [f(x) = Fly)l <

| ™

et donc f(y) € I siy € D(x,6). De fait, on a D(x,6) C A, ce qui entraine que A est un
ouvert de R2.

— Si I est fermé, alors X = R\ I est ouvert et égal a la réunion de deux intervalles ouverts
I et I. De fait :

R2\ A= {ueR?| f(u) ¢ I} = f1(X) = f (L) U F (1),

la derniére égalité se vérifiant rapidement en revenant a la définition d’image réciproque.
Le complémentaire de A étant un ouvert par réunion finie d’ouverts (cas précédent), A
est fermé.

2. On va utiliser I'exercice précédent.
(a) A est 'image réciproque de l'intervalle |1, 3[ par la fonction polynomiale (donc continue)
(x,y) — 22 4+ y? : c’est un ouvert.
(b) B est 'image réciproque de I'intervalle [0, 1] par la fonction polynomiale (donc continue)
(z,y) — x : c’est un ferme.

(c) C est'image réciproque de l'intervalle |1, oo[ par la fonction continue (z, y) — |23 —4sin(y)| :
c’est un ouvert ;

(d) D n’est ni ouvert ni fermé car il ne contient aucune boule centrée en (1,0) et que son
complémentaire ne contient aucune boule centrée en (3,0).

3. Soit F un s—e.v de R Si F = {0} ou R?, il est trivialement fermé. Sinon, il existe un vecteur
u # 0 de R? tel que F = Vect(u) (les seuls s—e.v non triviaux de R? sont les droites).
Posons X = R?\ F et fixons z € X. On sait que la distance d(x, F) est atteinte en le point
y projeté orthogonal de x sur F'; posons donc

d=d(x, F) = |z -yl

de sorte que
VzeF, |z—yl>z—z.
On a donc D (:v, %) C X, donc X est ouvert. In fine, F est fermé.

4. Soit (z,y) € R?\ {(0,0)}. Alors, si 'on pose r = ||(x,y)]|, il existe § € R tel que z = r cos(f)
et y = rsin(). On a ensuite :

2 cos(f) sin ()
2

fla.y) = = 5 sin(20)

ce qui entraine que :
1.
|f($7y) - f(070)| = §| Sll’l(29)| .
Fixons o > 0; si 'on choisit 0 ¢ 7Z et r < o, on a :
[(2,y) = (0,0)[ =r <«
et pourtant

7(r,9) ~ (0,0)] = 3] sin(26)

1
ce qui contredit la définition de limite avec tout € < §| sin(26)].
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5. (a) Il s’agit d’un produit de composées de fonctions usuelles.

(b) Soit (z,y) € R%\ {(0,0)}. Alors, si Pon pose r = ||(z,y)]], il existe § € R tel que
x =rcos(f) et y = rsin(f). De fait :

|f($’y)|§|$+y2|§7"+7“2m0

et donc on peut bien poser f(0,0) = 0 pour prolonger f par continuité en l'origine.

» Calcul différentiel

6. (a) Pour tout (x,y) # (0,0) on a existence des dérivées partielles par usualité et :
of 2z of 2y

&fv(x’y):\/ﬁ et 3y(x’y):\/TTy?.

Cette fonction est de classe €' sur (R*)? par continuité de ses dérivées partielles. Elle
n’admet pas de dérivée partielle en (0,0) (les taux d’accroissements divergent).

(b) Pour tout (z,y) € R? on a existence des dérivées partielles par usualitude et :

0 , 0 ,.
%(m, y) = 2ay2e™ Y + sin(y®) et a—z(ac7 y) = y(ay + 2)6*2@’ + 3xy? cos(y?) .

Cette fonction est de classe €' sur R? par continuité de ses dérivées partielles.

(¢) Par usualisation, les dérivées partielles de h existent en tout point de son ensemble de
définition, & savoir de 'ouvert :

Q={(z,y) eR?|z #y°}

et pour tout (z,y) € Qon a:

@(sc )=— L e 1 et @(x )=— 2y e L
ox "V T Ty T ety A TR D VRN

Cette fonction est de classe €' sur R? par continuité de ses dérivées partielles.

7. (a) On procéde par analyse-synthése.
— Analyse. Soit f une fonction solution des équations définie sur R2. Alors en intégrant
a y € R fixé la premiére équation, on a l’existence d’une "constante" (a y fixé) C'(y)

telle que :
2,2

Ve eR, f(ny) = - +Cly).

Similairement, & x € R fixé, on a I'existence d’une "constante" D(x) telle que :

$2y2

2

YyeR, f(z,y) = + D(x).

On a donc par soustraction :
Vz,y €R, D(z)=C(y)

et donc nos "constantes" sont donc bien constantes, et égales. In fine, il existe une
constante (sans guillemets) C' € R telle que :

$2y2

2

— Synthese. Il est immédiat que la fonction définie supra est bien solution des équations
de I’énoncé.

(b) De la méme fagon, on trouve que f est définie sur (R*)? et qu’il existe C' € R tel que :

V(z,y) € R?,  f(z,y) = Va2 +y2+C.
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(c) Supposons trouvée f solution de Iéquation sur un ouvert 2. En fixant y € R et en
intégrant la premiére équation, on obtient I'existence d’une "constante" C(y) telle que
pour tout = € R tel que (z,y) € Qon a:

Fle.y) = 3 (e +7) + Ol

Mais alors, pour tout (z,y) € £ on a que C doit étre dérivable en y et que :

of

5y 0 = st W)

x? 4+ y?
et donc par soustraction par la seconde équation de ’énoncé :
—2y
C'(y) = —>
W= e
ce qui est incompatible avec le fait que C' ne dépend pas de z. Les équations proposées
n’ont donc pas de solution.
8. (a) Par calcul direct, la fonction est de classe € et pour tout (z,y) € R on a :
of of

ZJ _ _ 2 ZJ — _ 2
ax(m,y) 3z —y)" +6x et ay(ﬂc,y) 3(x —y)° + 6y.

Ainsi, les points critiques de f sont (0,0) et (3,—3).

Pour t € R, on a f(t,t2) = 6t3, qui est du signe de ¢. On n’a donc pas un extremum
local en (0,0).

Ensuite, pour t € R :

f<%+h,—%+k) —f<%,—%) = (14 (h—k)>+6

=1+ (h—-k)*+6

7 N N
N~ N~

3(h — k)® + 6hk + (h — k)3
=3(h*+ k%) + (h—k)*.

—~

Cette expression est positive pour h, k proches de 0 donc le point (3, —1) est un mini-
mum local pour la fonction f.

05

0.0

1.0

(b) Similairement, on trouve deux points critiques : (0,0), qui est un minimum local car
f(z,y) > 0 est positive au voisinage de (0,0), et (%,0) qui est un point selle car I'ex-

pression f (% + 1, t) —f (%, 0) change de signe avec t € R.
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0.0
0.0

(c) La fonction f est de classe ¢! sur R? car polynomiale. De plus, pour tout (x,y) € R? :

Viz,y) = (y° 32y%)

et donc les seuls points critiques de f sont les (¢,0), pour t € R, et f(#0) = 0. Si x et
y sont de méme signe, on a f(x,y) > 0; a Uinverse, si ils sont de signes opposés, on a
f(x,y) < 0. De fait, f n’admet aucun extremum local.

1.0

9. Les lignes de niveaux de f sont soit vides soient les cercles de R? centrés en 0. Pour la fonction
g, fixons a € R; alors pour tout (z,y) € R? on a :

g(x,y):a:}y:af—a

et donc les lignes de niveau de g sont les courbes représentatives des fonctions z — 22 — a
pour a € R.
10. — Meéthode 1 : pour tout t € R on F(t) = t5 + 372! + exp(t3 — e ) et donc, en dérivant
comme un animal :

F'(t) = 6t° +t*(3 — 2t)e 2" + (3t* + e " exp(t® —e7).

— Méthode 2 : on applique la régle de la chaine & F = f o avec ¢ : t — (t3,e7), ce qui

donne :
0 0
ek, P =305l (o) - T o)
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et, comme pour tous x,y € R on a

of Y of
= = —_ = 2 —
B ——(z,y) = 322 + 9% +e et By (z,9) Ty — €

=y

on trouve le méme résultat !
11. Vous le devinez, il va falloir enchainer (ah ah) les dérivations de composées. On en parle de
cet anglicisme ! horrible ? Pour gagner du temps, fixons (z,y) € R2.

(a) C’est parti!

0 g ,.0 o,.0 0

T w0) = 5 )G )+ 5 (@) o () = B 0.0)
et

dg1 of o, of . of

afy(x,y) 8y( )(%( x)—i-afy(x)afy(y,z)—%(y,x).

(b) Ici, c’est plus simple, il n’y a qu'une variable.

o) = @5 @)+ @G w0 = Lo+ P,

(c) Qu’est—ce qu’on s’amuse.

093 (. ) — of L9 of _ (91 of of
8 0r1) = e g Fe D) g (Fne) S 0 f o) = (G0 + S o)) o
et
O, 00 D @ _os
(d) A ce stade on a compris Iidée, je ne détaille pas. On trouve :
. f of of of
0h(@) = 5@ f@o) + (Gh ) + 5 @) ) (o f )
et c’est super.
12. On considére dans cet exercice une fonction f € €*(R?,R).
(a) Sion pose
u:(z,y)—z+y et v:(z,y)—x—y
on a:
V(z,y) €R?, f(a,y) = F(u(z,y),v(z,y))
et donc c’est parti pour une régle de la chaine! On trouve, pour (z,y) € R? :
af ou oF v oF
ax( 7y) 833( )au (u(a:,y),v(x,y))Jr%(m,y)%(u(m,y),v(x,y))
aF

oF
et, similairement :

o ) = G, vl - G () o).

(b) On raisonne par analyse-synthése.

1. L’expression "régle de la chaine" provient du vocabulaire anglais pour la dérivée de composée, en 'occurrence

chain rule.
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>

13.

14.

— Analyse. Supposons trouvée une solution f de notre EDP et posons F' :— f ( 5
Alors, d’aprés le calcul précédent, on a pour tout (u,v) € R?

a—F(u, v) = 2uw

ou

et donc il existe une "constante" A(v), nécessairement de classe ¢’ car F lest, telle
que :
F(u,v) = v*v + A(v).

En reformulant, on obtient que :
Yo,y R, flz,y) = (2 +y)* (@ —y) + Az —y).
— Synthése. On vérifie que toute fonction de la forme supra est bien solution de 'EDP
étudiée.
Approfondissements
L’application ¢ : (u,v) — (u + v,uv) est de classe €' de U vers R% Soit (s,p) € R? Si

(s,p) = ¢(u,v) alors u et v sont les deux racines de #2 — sz +p = 0 et donc A = 52 —4p > 0.
Les valeurs prises par ¢ appartiennent a

V={(s,p) ER?|s* —4p >0}

De plus, pour (s,p) € V, il existe un unique couple (u,v) tel que u < v et p(u,v) = (s,p),

c’est le couple formé des deux racines de I’équation 22 — sz +p =0
s— /82 —4dp ) s+ /82 —4dp
W= -6 = ——
2 2

Ainsi @ réalise une bijection de U sur V. On vérifie aisément que U et V sont des ouverts
(par image réciproque d’ouverts par des applications continues ad-hoc) et que ¢ ainsi que
! sont de classe €.

(a) Soient y; = f (1) et y2 = f (x2) appartenant & f(C'). On peut supposer y; < y et soit y
dans lintervalle [y1, y2]. On considére la fonction g : [0,1] — Rt +— f ((1 —t)x1 +taz). g
est bien définie car C' est convexe, g est continue, g(0) = f (z1) = y1,9(1) = f (z2) = yo.
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction d’une variable réelle
g, il existe t € [0, 1] avec g(t) = y. Posons x = (1 —t)z1 +tze € C. Alors f(z) = y. Ceci
prouve bien que f(C') est un intervalle.

(b) Posons C' = {(z,y) € I'|z >y} et g: (x,y) — f(x) — f(y) définie sur C. Alors C est
convexe (la vérification est triviale) et donc ¢g(C) est un intervalle d’aprés la question
précédente, et cet intervalle ne peut pas contenir 0 puisque f est injective. Ainsi, on a
ou bien g > 0 ou bien g < 0. Le premier cas dit que, si « > y, alors f(z) > f(y) et donc
que f est strictement croissante. Le second cas dit que f est strictement décroissante.
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