MPSI Corot Corrigé TD 26 2024-2025

ESPERANCE, VARIANCE

» Espérance

1. Un joueur lance trois dés discernables & 6 faces; on note X la variable aléatoire associant &
chaque issue la somme des chiffres obtenus.
(a) On associe & cette expérience 2 = [1,6]> et on a X(Q) = [3, 18].
(b) On a
21 25 46
. < < . frng — _—
P(712< X <97)=PX=8)+P(X =9) = 216+216 216

(c) Sionnote X, X5 et X3 les v.a correspondant au résultat de chaque dé, on a par linéarité
de ’espérance :

E(X) =E(X1)+ E(X2) + E(X3) = 10.5
car les X; sont de loi % ([1,6]).

2. Pour i € [1,n], on note X; la variable aléatoire renvoyant 0 si il n’y a pas rencontre au tirage

1
i et 1 sinon. On immédiatement X; ~ % () et donc le nombre moyen de rencontres est :
n

E(iX) Z]E Z;:L

=1

3. Par lemme de transfert :

]E(X?1+X):E<XX+1) ikkﬂ X =Fk)

(1-5i1)

4. D’aprés le lemme de transfert et I'indépendance de X et Y on a :

1 ) 1

— ] = ——P(X =kY =)
(X+Y+1 o R O]

:zn:zn:kJerrl( = kP =)

k=0 ¢=0

—~ 1 (”) (”) k+¢ 2n—k—1
=> 3 PP (1 —p)
k:0€20k+€+1 k) \/¢

Pour t € R, posons :

”) k+0 2n—k—0 k+6+1
E > p (1 -p) t :
— 0k+€+1< )<€

La fonction f est dérivable sur R et pour tout ¢t € R on a :

f(t) = zn:i <Z> <£> pFH(—p)*h i = <Zn: (:)p’“(l p)”ktk>2 = (pt+1-p)>"

k=0

Comme f(0) =0, on a donc pour tout ¢t € R,

= / f'(u) du = m (ot +1=p)*+t — (1= p)*+)
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et donc :

E(){.ﬂ'_l}/_i'_]_) =f(1) = m(l_(l_p)%ud) '

5. (a) On a Xjy,..., X, mutuellement indépendantes de loi Z(p) donc S,, ~ B(n,p).
(b) Par calcul direct :

E (S") “lpsy=p e Vv (‘q") _ Ly, =ri=p)

n2 n

(c) Soit € > 0, alors par inégalité de Bienaymé-Tchebychev on a :
S, 1-
P<np'26> _pp)
n ne
Une étude de fonction aussi triviale que classique démontre ensuite que p(1 —p) < L et

1
donc on a bien :
IP’(SVL—p’Zs> <

n ~ 4ne?’
(d) D’apres la question précédente, on a pour tout n >0 :

Sn Sh 1 100
P(|2n - 05)=1-P(|22 —p|>005)>1- —— -1 -2
( n p' <OO5) (’ n p‘ —OO5> = 4n(0.05)2 n

et donc cette quantité sera supérieure a 0.95 si n > 2000.

6. On commence par remarquer que :

E(e") =E (H etX"/”> .
k=1

tXl/TL tX»,,,/’n
yee.y €

Or, par lemme des coalitions, les variables e sont mutuellement indépen-

dantes, ergo :
n
E(etyﬂ,) — H E (eth/n>
k=1

(ep )

la derniére égalité étant obtenue par lemme de transfert.
7. Les v.a f(X1, X2) et f(X2, X1) sont toutes deux a valeurs dans F. Pour y € F on a ensuite :

P(f(X1,X2) =y) =E (Lpx, x)=y)

= Z 5y,f(m1,fc2)]P)(X1 =11,X0= 1’2)
(z1,x2)EE?

= Z 5y7f(ar1,xz)]P(X1 =x1)P (X3 = 22)

(z1,22)€E?

= D Sy flamanP (X1 = 21) P (Xz = 25)
(x1,22)EE?

= Z 5y’f($17w2)IP(X1 = xg) ]P) (X2 = xl)
(x2,z1)EE?

= Z 5y’f(m1,xz)P(X2 =1,X1 = 332)
(xz2,x1)EE?

=E (]lf(Xz,Xl):y)
=P(f(X2,X1) =y)

et donc f(X7,X>2) et f(Xo, X7) ont méme loi.
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» Variance, covariance

8. (a) Comme 1 =Px([1,n]) = kzzjl P(X = k), on trouve facilement \ = ﬁ
(b) Le calcul est direct :
Z 2n+1)
E — 2 _ (
(X) =) M? =
k=1
et )
. 1 2n + 1
VX) = BOr) - BOO? = 30w — By = M (Bl
= 2 3

9. Remarquons que pour m € Ron a :
p(m) =E(X —m)?) = E(X?) — 2mE(X) + m? = V(X) + (E(X) — m)?

et donc le minimum de ¢ est V(X), atteint en m = E(X).

10. Si ¢a ressemble & Cauchy—Schwarz, on doit pouvoir le démontrer pareil. Essayons, en partant
du principe que Y n’est pas nulle p.s (sinon c’est trivial). Pour A € R on a :

0 < Cov(X + )Y, X +)Y) = V(X) +2\Cov(X,Y) + N2V (Y).

Nous avons donc la un trindome du second degré en A de signe constant (positif) : son discri-
minant est donc négatif ou nul, i.e

4Cov(X,Y)? —4V(X)V(Y) <0

ce qui nous livre I'inégalité désirée!

11. Notons F' la variable aléatoire qui désigne le nombre de "face" obtenus avec n lancers. Alors

FN%’(TL,%). Posons ensuite X = %; alors on a :
F E(F 1
E(X)=E<>= ( >:f
n n 2
“ F\ V(F) 1
ViX)y=V|—)= = —
(X) (n) n? 4n

D’aprés I'inégalité de Tchebychev, on a pour tout € > 0 :

1
PX ~ 05> ) < -

ne
et donc 1
P(|X — 0.5 >1-
(X —05] <) 21— -
En prenant € = 0.05, on a donc
100
P(0.45 < X <0,55) > 1— .

En prenant n = 1000, on a alors
P(0.45 < X < 0.55) > 0.9,

ce qui répond a la question posée.

12. L’idée est de choisir € > 0 tel que
(Xn <k)C (|X,—np|l>e¢).

La valeur € = np — k convient et est strictement positive pour n assez grand. On a alors, par
Bienaymé—Tchebychev :
np(1 —p)

P(X, <k)<
K <K< Gy =2 v
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13. (a) La relation est évidente si a = b. Supposons maintenant que a + 1 < b; alors :
b n b
k k k+1 k b+1 a+1 b+1
Z (a> * ; (a> +k§r1 (a + 1) (a + 1) +(a + 1) (a + 1) <a + 1)

(b) Si on note € l'univers de ’expérience aléatoire, alors Card(Q2) = (JZ) X est a va-
leurs dans [n, N]. Soit donc k € [n,N]. Choisir n boules dont le plus grand nu-
méro est k revient a choisir n — 1 boules parmi celles numérotées de 1 & £ — 1. Ainsi

k—1
Card(X = k) = (kil) puis P(X = k) = %%3) Y est a valeurs dans [1,N —n + 1].

n—1
Soit donc k € [1, N — n + 1]. Choisir n boules dont le plus petit numéro est k revient a
choisir n — 1 boules parmi celles numérotées de k+ 1 a N. Ainsi card (Y = k) = (JZ:{C)
N—k
puis P(Y = k) = ((% (X,Y) est a valeurs dans {(i,) € [1,N]?,i—j > n—1}. Soit
donc (4, 7) dans cet ensemble. Choisir n boules dont le plus grand numéro est i et le plus

petit j revient & choisir n — 2 boules parmi celles numérotées de j+1 & 7 — 1. Ainsi card
L i—j—1
(X =dny=4])= (75" pus P(X =4,V = j) = ( ns ) Remarquons que X —Y

n—2 (n)
est a valeurs dans [n — 1, N — 1]. Soit k € [n — 1, N — 1]. Alors
N—k N—k k—1
P(X-Y =k =Y PX-Y=kY=j)= P(X:j+k,yzj):w_(lfv))(”2)
j=1 j=1 n
(¢c) On a:
< I T A I A ey R O
200 = w0 =0 = g k() = 2 (o) - T -

Pour le calcul de l'espérance de Y, on peut remarquer que P(Y = k) =P(X = N+1—k)
pour tout k € [1, N —n + 1]. Ainsi

N—n+1
EY)= Y kPY =k)
k=1

N—n+1
= Y KP(X=N+1-k)
k=1

k=n

N+1 N+1
:N+1_n( +1) N+

n+1 n+1

cpge.webgirand.eu 4/9



MPSI Corot Corrigé TD 26 2024-2025

Ensuite :

:n(?—l—l)Z(k’-i-l)_n(N—i—l)

n+1

_n(n+1) pss ko nN+1)
M k§_1<n+1> n+1
_n(n+1)<N+2)_n(N+1)
M) \n+2 n+1
_n(N+1)(N+2) n(N+1)

N n+2 o+l

_ (Nn+n+N)(N+1)n

(n+1)(n+2)

Enfin

V(X)=E(X?)-E(X)* = (

Nn+n+N)(N + 1)n_<n(N+1)>2 (N +1)(N —n)
(n+1)(n+2) n+1  (n+2)(n+1)2

En remarquant que P(Y = k) =P(X = N +1 — k) pour tout k € [1, N —n+ 1] et que
E(Y) =N +1-E(X)

V(Y)=E(Y —E(Y)?)
N—n+1

= Y (k—EY))’P(Y =k)

= > (k=(N+1)+EX)’P(X =N +1-k)

k=n
_ _(Nn+n+N)(N+1)n
=ViX)= (n+1)(n+2)
(d) Tout d’abord
N-1
E((X-Y)?) = E*P(X -Y =k)

k=n—1
= FW -k

Il Il
— ﬁ‘
32‘»—‘
/N -
=
TNE
ML
= 3z
NA S—
[\v]
N
S =
[
N =
~__

|
bl

Z

|

w
N
3 =
[
N
~_
~—
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Posons S,, = Zf::nl_l k™ (Z:;) On trouve successivement
N-1
k—1
S1 = k
PORIIY

N SR )
_,:Z k(k—i—l)(z:;)—ka k(i:;)
_(n—l)nk;n:l(k:;l)—sl
o ()0 (2)
:(n—1)n(ZZ:11)—(n_1)(Z:>

¢ enfin

wn
Il
\ =2
3
ML
-
En
w
N
S =
|
[N

)

—3<(n—1)n<];[j__11) —(n—1)<]1\:)) —2(n—1)<]7j)

)
=(n—Dn(n+ 1)k§§1 (n 1) —3(n— 1)?%(2[:11) +(n— 1)(:)
(

:(n—l)n(n—&-l)(i\ji;) 3 n—l)n(iif) +(n—1)<5)

_ (ilf) <N(n 1)n<27:11>  N(n— 1)@;) —(n— 1)n(n+1)<]7\;_t22> +3(n — 1)n(JX:11)
N+1> —(n— 1)(N+1)(JZ> —(n— 1)n(n+1)(JZ:22)>

n+1
(n—1)n(N +2)(N +1)
n+2

(n— 1)n(N +3) <

I
—~
2~
S—
— N

n —

( )n(fj:f’)(NJrl) —(n—1)(N+1) -
(

n—1)(N+1)(nN +n —2)
(n+1)(n+2)
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Finalement
VIX-Y)=E((X-Y)?) —E(X —-Y)?
_(=DIN+)Y(N+n-2) B 5
B (n+1)(n+2) (E(X) -E(Y))
(= D(N+1)(N+n-2) (n(N+1) B N+1)2
(n+1)(n+2) n+1 n+1
2(n = DN +1)(N —n)
n+1)%2(n+2)
On en déduit que

| =

Cov(X,Y) = 5(V(X) + V(Y) = V(X = Y))

1 (2(Nn+n+N)(N+1)n ~ 2(n— 1)(N+1)(N—n)>
2 (n+1)(n+2) (n+1)2(n+2)
nn+1)(N+1)(Nn+n+N)—(n—1)(N+1)(N —n)

N (n+1)2(n+2)

(N +1) (2n®N +n®N 4 2n? + n® + N —n)

- (n+1)%(n +2)

» Approfondissements

14. Nous avons démontré dans un TD précédent que si on note d le nombre de permutations
ayant exactement k points non fixes, il existe exactement (Z) d,— permutations ayant exac-
tement k£ points fixes et que 'on a :

Tl A

et donc pour tout £ € [1,n]

Ainsi, on a :

k=0
:ik(k)dn k
k=0
N e (n—1
mZ(k ) —(k-1)
k=1
~ n(n— 1)'
=1.

Pour calculer la variance, on procéde via le lemme de transfert :

EW@—Q):%W

n!

k=0
nn—1) = (n—2
== <k _ 2) d(n-2)-(k-2)
k=2
=1

et donc
V(X)=E(X(X -1)) — (E(X))?4+EX)=1.
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15. (a) Soit t € Ry ; considérons la variable aléatoire Y = X —E(X) +t. On a
X-EX)>a<—=X-EX)+t>a+t
et ceci entraine, puisque a +t > 0,
(X —E(X) +t)? > (a+1)?

L’événement (X —E(X) > a) est donc inclus dans I'événement (X —E(X)+t)? > (a+t)?).
On en déduit

P(X —E(X) 2 a) P ((X —~E(X) +1)° 2 (a+1?)
<E« E(X) +1)?)
RCEE

d’aprés l'inégalité de Markov. De plus,
E((X —E(X)+t)?) =E (X —E(X))?) + 2tE(X — E(X)) + ¢

=V(X)+0+¢#
=V(X)+t*
d’oi le résultat.
2+ V(X) : -
(b) Posons, pour t > 0, f(t) = NEFTER La fonction f est dérivable sur [0, +o0o[ et pour
tout t € Ry :
, 2t(a+t)? = 2(a+ 1) (* + V(X))
ft) = 1
(a+1)
_ 2(at = V(X))
(a+t)3
V(X)

La fonction f atteint donc son minimum en ¢t =

/_\

V) ) v
()= (¥?+@2 ( o) VOOT

De fait, on a :

V(X)
PX -EX)>a) < —Fn—2—.
( X =z9 < vryra
Si on applique cette inégalité a la v.a Y = — X, qui a la méme variance que X, alors on
obtient V)
P(—( X -EX))>a) < —"»n—"—.
(X ~E(X) > 0) < gy
Comme
X~ E(X)| 2 a = (X —E(X)) = a) U(~(X — E(X)) > a)
on a bien 2V ()
P|X —E(X)|>a) < ———2—.
(X ~E(X)| 2 0) < 55
16. (a) Soit u € R et X une v.a & valeurs dans Z; alors si on pose X () = {z1,...,2,} on a

par lemme de transfert :

u) = Z MR P(X = xp) -
k=1

La fonction ¢x est alors combinaison linéaire de fonctions 27-périodiques (car xy € Z)
et de classe €. De plus,

ox(0)=E(1) =1, kaﬂ» ar) =iE(X) et % (0)=-E(X?).
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(b)

Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p, on a

VueR, px(u)=(1-p) + pett .

Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p alors pour tout réel u :

px(u) = Z <Z)Pk(1 —p)" Rt = (1-p +pei“)n .
k=0

Avec les notations qui précédent, pour tout u € R :

2 n o
0 k=0 0

Puisque les x; — g sont entiers, on a :

27 .
/ eiu(ack—xo)du — {0 S1 Tk 7é Zo
0

2r  sixp = x
et donc o
/o ox (u)e ™0 dy = 27P (X = x0)
De fait, si px = @y alors
Vg €Z, P(X =) =P =)

et donc X =Y.

Notons que X + Y prend ses valeurs dans Z comme X et Y. Pour tout réel u on a :

oxy(u) =E (eiu(X+Y)) = E (e™Xe™) = E ("X) E (™) = px (u)py (u)

car les variables X et Y sont supposées indépendantes. Une loi binomiale de paramétres
n et p pouvant se comprendre comme la somme de n loi de Bernoulli indépendantes de

paramétre p, on retrouve par récurrence le résultat demandé.
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