MPSI Corot Corrigé TD 25 2024-2025

ESPACES PREHILBERTIENS REELS

» Produits scalaires

1. La bilinéarité et la symétrie sont immédiates. Si on fixe u = (z,y) € R?, on a :
S(u,u) = 2%+ 2zy + 3y* = (v +y)? + 297
Cette quantité est positive et nulle si et seulement si z = —y et y = 0, 7.e si et seulement si
u = 0 donc S est bien un produit scalaire.

2. On note ¢?(N) ensemble des suites (u,),, de nombres réels telles que la série Y u? converge.
(a) Pour n >0, 0n a:

1
[tn vy | < §(ui + vi)

et donc par comparaison de STP > u,v, converge absolument donc converge.
(b) On sait que ¢2(N) C RN et (0),, € £2(N). De plus, si u,v € ¢2(N) et A€ Ron a:

Vn >0, (uy + Avp)? = 62 + 2 u,v, + A2

et donc la série " (u, + A\v,,)? converge par combinaison linéaire de séries convergentes
(3~ un v, converge par la question (a)). En conclusion, ¢?(N) est un s—e.v de RV,
De plus, si u,v € £2(N) on a, pour tout n > 0, comme u,, — 0 par condition nécessaire
de convergence on a :

AN VYn>N, u,<1
et donc (u,v,)? < v2 pour n assez grand et donc > (u,v,)? converge par comparaison
de STP.

(¢) L’application définie (notons la ¢) est immédiatement bilinéaire et symétrique par pro-
priétés de la somme d’une série. De plus, si u € £2(N) on a :

n=0

donc ¢ est positive. De plus, si ¢(u) = 0 alors la suite des sommes partielles de la série
S-u2 est une suite croissante de réels positifs convergeant vers 0 : elle est donc nulle,
ce qui entraine que u = 0 (les termes de la suite s’obtenant par différence de sommes

partielles).
3. Il s’agit d’une application directe de la formule de Cauchy—Schwarz aux vecteurs (x1, ..., Z,)
et (1,...,1) dans R™ muni de son produit scalaire canonique.

4. (a) Le caractére bilinéaire symétrique est trivial. Soit f € E; par positivité de 'intégrale,
on a

(F1f) = /f 24t > 0.

La forme bilinéaire (|) est donc positive. Puisque qu’une somme de réels positifs est nulle
si et seulement si tous les termes sont nuls, si (f | f) =0 alors on a :

f(1)=0 et /Of’Q(t)dt:O

La fonction f? étant continue et positive, la deuxiéme condition est équivalente & f/ = 0,
la fonction f est donc constante et nulle puisque f(1) = 0. La forme bilinéaire (- | -) est
donc bien un produit scalaire

(b) Remarquons que

(f idg ) = /f

1712 = £21) + / (et

donc en appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz aux fonctions f et idjg 1; on obtient :

(s [Lr0a) <2 (e [ o).

et
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» Orthogonalité

5. (a) L’application ® est bilinéaire symétrique. Si f € E, on vérifie que ®(f, f) > 0 par
positivité de I'intégrale et comme f? est continue et positive, la nullité de ®(f, f) entraine
que f2 est nulle sur [0, 27]. La fonction f étant périodique et nulle sur une période, elle
est donc nulle.

(b) 1l s’agit "simplement" de calculer quelques intégrales. . .
12" de
‘I’(fo,fo):*/ 5 =1

0

7r
1 [ 1 [ cos(2t) — 1
D (cos, cos) = 7/ cos(t)?dt = f/ %dt =1
m™Jo T™Jo
1 27 1 27
®(sin, sin) = 7/ sin(t)? dt = f/ (1 —cos(t)?)dt =1
T Jo T Jo
1 (% cos(t)
®(fo,cos) = — dt =0
(fovcos) =+ [ <5
1 [? sin(t)
®(fo,sin) = — dt=0
(foosim) = [ 20
1 2 - 2t 27
®(cos, sin) = 7/ cos(t) sin(t) dt = [51112( )}
v 0 0

6. (a) La bilinéarité et la symétrie sont triviales. Si u = (z,y,2) € R3 on a de plus :

_(@ty)?  (w+2)?  (@+2)?
(ulu) = 3 + 5 + 5
et donc il est rapide de vérifier qu’on a bien une forme définie positive.
(b) Notons (£1,¢2,¢3) la base canonique de R? et appliquons lui P'algorithme de Gram-—
Schmidt. On obtient une famille orthogonale donnée par :

Uy =€&€1 = (1,0,0)

U9 = &€ —7(52‘161)11
2 2 (U1|U1) 1
= (-310)
- _57 9
(e3]u1) (€3] u2)
U3 = €3 — Uy — U
P i w)  (uzfug)

1 1/ 1
(0’0)) (27070> 3( 27 70)
11
=(-2,-=,1).

Parallélement, on calcule les normes :

V2

et |usll = —=

V3

et donc, en divisant les u; par leur norme, on obtient la base orthonormée (e, ez, e3)

| S

[l =1, fluz| =

donnée par :

1 1
e1 = (1,0,0), egzﬁ(—l,Q,O) et 632%(—1,—1,3).

» Projecteurs orthogonaux

7. (a) Comme d’habitude, la bilinéarité et la symétrie ne posent pas de probléme. Si P € R[X],
par positivité de l'intégrale on a ®(P) > 0 et si cette quantité est nulle alors comme

cpge.webgirand.eu 2/6



MPSI Corot Corrigé TD 25 2024-2025

P? est positive et continue on a que la fonction polynomiale P est nulle sur [0, 1]. Le
polynéme P posséde donc une infinité de racines distinctes : il est nul.

otons e projeté orthogonal de sur Rp| X |. Alors — oit étre orthogonal a

b) N Pl j h 1 de X3 Ry[X]. Alors X3 — P doi hy 1
(1, X, X?) et P € Ry[X] donc s’écrit sous la forme P = aX?+bX +c. Les trois équations
®(P,1) = ®(P,X) = ®(P, X?) = 0 nous permettent alors de déterminer que

1
P=_—(30X?-12X +1).
20(30 +1)

8. (a) La linéarité de l'intégrale et de la dérivation nous permettent de vérifier rapidement que
® est bilinéaire symétrique.
Soit f € E'; alors par positivité de I'intégrale :

@quaéuﬂwV+u%»%wzo

De plus, si @(f, f) = 0 alors par continuité et positivité de f2 + (f’)?, cette fonction
est nulle. Ainsi, pour tout ¢ € [0,1], (f(¢))? + (f'(t))*> = 0 et donc par somme nulle de
termes positifs f(¢)? = 0. In fine, la fonction f est bien nulle.

En conclusion, ® est une forme bilinéaire symétrique définie positive, i.e un produit
scalaire.

(b) On proceéde par analyse—synthése pour démontrer la supplémentarité.
— Analyse. Soit f € E se décomposant en f = f1 + f avec f1 € F et fy € G. Alors,

par résolution d'une EDL classique, on a l'existence de deux réels A, B tels que
f2 = Ach + Bsh. Comme f(0) = f2(0) et f(1) = f2(1) on obtient :

_ _ (f(1) = f(0))ch(1)
A=f0) et B= () .

— Syntheése. On vérifie rapidement que si on pose

(f(1) — £(0))ch(1)
sh(1) sh

f = f(0)ch + et fi=f—fa

on a bien f; € F et fy € G.
Pour l'orthogonalité, fixons f € F et g € G; alors, par IPP :

1 1
Q%m:AfWWNHAfWM@&
— [ rwgtae+ (fog @l - [ fog 0
0 0
1 1
:/fMWMHﬂﬁ/ﬂM@&
0 0
=0

et donc I et G sont des parties orthogonales.
(¢) En vertu de la question précédente, si f € E alors son projeté orthogonal sur G est :

(/(1) = FO)eh()

t— sh(1) sh(t) .

9. On procéde de fagon cyclique.
(i)=-(ii) Supposons p orthogonal; alors pour tout z,y € Eona x =121 +x3 et y = y1 + ¥

avec x1,y1 € Im(p) et 22,y € Im(p)* = ker(p). De fait :
(p(@), y) =(z1, y1 +y2) = (@1, Y1)

et
(z, p(y)) = (z1+ 22, Y1) = (1, Y1)

d’ou le résultat.
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(ii)=-(iii) Supposons que pour tous z,y € E, (p(z) | y) = (z | p(y)). Alors, pour z € E on
a:
l2]1* = llz = p(x) + p(@)|* = lp(@)I* + [l — p()|* + 2 (p(x) , = — p(x)) -
Or:

(p(z), = p(x)) = (z, plr — p(x))) = (z, p(z) — p(p(x))) = (z, 0) =0
d’ou le résultat par croissance de la fonction racine carrée.
(iii) Supposons que pour tout « € E, ||p(z)|| < ||z||. Puisque p est un projecteur, les espaces
F =Imp et G = ker p sont supplémentaires et p est la projection sur F' parallélement &
G. 1l s’agit alors de montrer que ces deux espaces sont orthogonaux. Soient u € F,v € G
et A € R. Considérons le vecteur
r=u+A-v
On a p(z) = u et |[p(z)]|*> < ||z||* ce qui donne
0 < 2\(u | v) + A?|v?
Si on suppose par l'absurde que (u, v) # 0 alors

2 (u, v) + N%|jv||? o 2\ (u, v) |

ce qui est absurde car 'expression de droite n’est pas de signe constant. Ainsi les espaces
F et G sont orthogonaux et p est donc un projecteur orthogonal.
10. Soit E = ¢°([0;7],R). On munit E du produit scalaire (f,g) — [, f(z)g(z)dz. On pose
pour (a,b) € R?
fa,b : [O,TK‘] — R
x — azx? + bx
ainsi que
o(a,b) = / (sin(z) — az? — bz)?dz = ||sin —f, ] .
0
Considérons ensuite
F ={fup|(a,b) € R*} = Vect (fi, f2) .

avec fi = fou1 et fo = fi0. F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie; le
minimum de ¢ est donc atteint quand f,; est la projection orthogonale de sin sur F' et vaut

alors d(x, F')2 = ||sin —pg(sin)||* ot pp est la projection orthogonale sur F.
On sait qu'il existe (a,b) € R? tel que pp(sin) = afo+bf;. De plus, sin —pg(sin) € F+ = Vect (f1, fg)J_

donc
{ (sin —pp(sin), f1) =0
(sin —pp(sin), fo) =0
Ceci équivaut a
{ a(fa, f1) + bl AlI* = (sin, f1)
allfoll® + b {f1, fo) = (sin, fo)

Or, par calcul direct :

2 7T3 2 7T5 7T'4 . . 2
Hf1|| :?’ Hf2|| :E’ <f1af2>:Za <Sln7f1>:7r’ <sm,f2>:7r -4
et donc : i} ,
{ ot Th=r
° rt 2
Ta+TTb=n"—-4
On obtient :
20 320 12 240
a=—— — = —— —_—
3 wd w2 md

et donc, par le théoréme de Pythagore :
. N2 . T
Isin —pr (sin)[|* = || sin |* — [lpr (sin)
= [|sin |* = llafo + bf1|

= [|sin > = a® || f2]|* = 2ab (f1, f2) — b7 [ f1]|?
78 160 1280

2 7T 7 ws
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» Approfondissements
11. (a) Fixons une base orthonormée (e1,...,e,) de Vect(x1,...,z,) et posons A = ((z;, €;))i,; € Mpn(K).
Alors, on a par calcul en base orthonormeée :
P
(@i, ) =D (wi, ex) (x5, ex)
k=1
et donc la matrice sous—jacente au déterminant de Gram est exactement A7 A. De fait :

G(z1,...,2,) = det(ATA) = det(4)? > 0.

(b) Dans ce cas, on peut développer le déterminant par rapport a la premiére ligne (ou
colonne!) et obtenir directement :

G(x1,. .. xn) = (21, 1) G(T2, ..., Tp) = ||x1||2G(x2,...,xn).

(¢) En reprenant les notations de la question (a), si (x1,...,x,) est liée alors n > p et donc
rg(A) < p < n. De fait, rg(AT A) <rg(A) < p et donc det(ATA) = G(z1,...,2,) = 0.
Inversement, si (x1,...,%,) est libre (et donc une base de F) alors dim(F') = n et donc

A est une matrice carrée n X n. Par calcul dans une base orthonormée, A est la matrice
de passage de (e1,...,e,) vers (x1,...x,) et est donc inversible. De fait, det(A4) # 0
donc G(z1,...,z,) # 0.

(d) Siz € F, les deux déterminants sont nuls. Sinon, si ¢ F, notons % une base ortho-
normée de Vect (z, e, ..., e,) et posons comme précédemment A = matg (x,e1,...,€e,)
de facon a avoir

G (z,e1,...,e,) =det(ATA).

Notons également p le projecteur orthogonal sur F' et
A" =matg (x — p(z),e1,...,6e,)

de sorte que

T

G(x —p(z),e1,...,e,) =det((A) A).

Comme p(x) € F et que (eq,...,e,) est une base de F' , il existe A1,..., A, € R tel que

p(z) = Z Ai€i -
i=1

Notons C,Cy,...,C, les colonnes de A : la matrice A’ s’obtient & partir de A en effec-
tuant I'opération de pivot

=1

On en déduit que det (A’) = det(A) donc
G(z,e1,...,en) =G (x—p(x),er,...,en) .
On utilise ensuite la question (b) : comme x — p(z) est orthogonal a tous les e;, on a :

G(z,e1,...,en) = Gz —p(x),e1,...,en) = ||z — p@)|*Gles, ... en)

i€
G(x,e1,...,en) =d(z, F)*Gle,. .. en)
et donc par positivité des termes et non nullité de G(ey,...,e,) (questions (a) et (c)
respectivement), on a :
G(z,e1,...,
d(a, F) = | C&enen)
G(el,. .. ,en)

12. (a) Trivial.
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(b) L’application ¢ : a — @, est une application linéaire de E' dans .Z(F,K); il nous suflit
donc de vérifier qu’elle est injective par argument dimensionnel.
Soit a € ker(y) ; alors ¢, = 0 donc en particulier, p,(a) = |lal|> = 0, donc a = 0, ce qui
permet de conclure.

13. Soit
z € ker(u—idg) NIm (u —idg) .

On a alors u(xz) = x et il existe y € E tel que x = u(y) — y. Par une récurrence triviale, on
établit que
YneN, nzx=u"(y)—vy.

Ainsi,
’ n
et donc, d’aprés I'inégalité triangulaire,
Y [ A
) — n .

Par une récurrence immeédiate, on a
vneN, |u"(y)ll < [lyll

et ainsi

2
vnen, o< o < 22
n
En faisant tendre n vers +o0o, on obtient par le théoréme d’encadrement, |z|| = 0, donc

x = 0. Ainsi
ker (uidg) NIm (u — idg) = {0}.

Comme ker (v — idg) @ Im (v — idg), on déduit du théoréme du rang que
dim (ker (u — idg) @ Im (u — idg)) = dim(E)

et donc que
E =k%ker (u—idg) ®Im (v — idg)

car ker (u —idg) @ Im (v — idg) C E.
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