MPSI Corot TD 25 2024-2025

ESPACES PREHILBERTIENS REELS

» Produits scalaires
1. Démontrer que ’application
S ((x,y), (2, ) = 2’ + xy’ +ya’ + 3yy'

est une forme bilinéaire symétrique sur R?. Est-ce un produit scalaire ?
2. On note ¢?(N) I'ensemble des suites (u, ), de nombres réels telles que la série > u2 converge.
(a) Démontrer que pour tout couple (u,v) d’éléments de ¢?(N), la série > u, v, converge.
(b) Vérifier que £2(N) est un R-e.v stable par produit.

(c) Etablir que I'application suivante définit un produit scalaire sur £2(N) :
o0
(u,v) — Z U Up, -
n=0

3. Soient z1,...,x, € R; démontrer que

n 2 n
<Z :ci> <n Z x? o
i=1 i=1

4. On définit sur I'espace vectoriel réel E des fonctions de classe € de [0, 1] dans R,

(f 1 9) = F(L)g(1) + / (1) (1) dt

(a) Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur E.
(b) Etablir que Vf € E,

(f(1)+/01 f’(t)dt)2 <2 <f2(1) +/01f’2(t) dt) .

» Orthogonalité

5. (a) Démontrer que l'application

27

1
©:(f,9) = — [ [flB)g(t)dt
™ Jo
est un produit scalaire sur ’espace E des fonctions continues 2wr—périodiques de R dans
R.
(b) On pose fo : © — % Démontrer que la famille (fo,sin, cos) est orthonormale dans
(E, ).

6. (a) Démontrer que l'application
1
Gl ((myy, 2), (2, 2)) =z’ + gy’ + 22" + i(wy’ +2'y+ a2 + 2z +y +y'2)

est un produit scalaire sur R3.

(b) Déterminer une base orthonormée de (R3, (-|-)).
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» Projecteurs orthogonaux

7. (a) Démontrer que 'application

1
o (PQ) r—>/0 P(z)Q(z)dx

est un produit scalaire sur R[X].
(b) Déterminer la projection orthogonale de X3 sur Ry[X].
8. On se place dans l'espace E = €2([0,1]).

(a) Démontrer que I'application

1
@;gﬂwﬁl<ﬂwmw+f@mw»w

est un produit scalaire sur F.

(b) Démontrer que les espaces F ={f € E|f(0) = f(1)=0}et G={f € E|f" = f} sont
supplémentaires orthogonaux.

(¢) Exprimer la projection orthogonale sur G.

9. Soient E un espace euclidien et p un projecteur de E. Etablir ’équivalence des trois propriétés
suivantes :

(i) p est orthogonal ;
(i) Va,y € B, (p(2) | y) = (@ | ()
(il) Vo € E, [jp(z)] < [|l=].
10. Calculer la quantité suivante :

. . o 2 o 2
aglefR ; (sin(z) — az® — bz)“ dx.

» Approfondissements

11. Déterminants de Gram. Soit E un espace préhilbertien réel et soient xq,...,x, € E. On
pose :

<Il, ’Il> <SCl7 I‘2> <l’1, $n>

G(l’l, e ,.’En) = det((xl s $j>)i,j6[[l,n]] = <LIJ2 " $1> <.Z‘2 ’ .’IJ2>

(X, x1) coo Axn, xy)

(a) Démontrer que G(z1,...,z,) > 0.

(b) Veérifier que si pour tout 7 € [2,n] z1 est orthogonal & x; on a :
G(x1,. .. xn) = ||z1|*G(2a, ..., z,).

(¢) Démontrer que G(z1,...,%,) est nul si et seulement si la famille (xq,...,2,) est liée.

(d) Soit F un s—e.v de FE de dimension finie et soit (ey,...,e,) une base de F. Démontrer
que pour tout x € E, on a :

G(xaelw . ~7en)
dz, F) = ——"""7=
(. F) Glet,. .. en)
12. Soit E un espace euclidien.
(a) Pour a € E, vérifier que l'application
Yo E—=R
z {a, x)

est une forme linéaire.

cpge.webgirand.eu 2/4



MPSI Corot TD 25 2024-2025

(b) Démontrer que a — ¢, réalise un isomorphisme (canonique) de E vers .Z(E, K).

13. Soient E un espace euclidien et u € Z(F) tel que
Ve e B, u(x)] <]
Etablir que
E=ler(u—idg) ®Im(u —idg) .
» Exercices CCINP

On note [? I'ensemble des suites x = ()

converge.

. L. 2
nen de nombres réels telles que la série ) ;)

1. (a) Démontrer que, pour = (&,),cny € > €t y = (Yn)pen € 1%, la série Y znyn

+oo
converge. On pose alors (z | y) = > Tnyn.
n=0

(b) Démontrer que I? est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites de
nombres réels.

Dans la suite de l'exercice, on admet que (- | -) est un produit scalaire dans [2. On suppose
que [? est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée, notée || - ||.

2. Soit p € N. Pour tout z = (z,),, € [, on pose ¢(z) = z,. Démontrer que ¢ est une
application linéaire de [? dans R et déterminer k > 0 tel que Vz € I2, |p(x)| < k||z]|.

3. On considére 'ensemble F' des suites réelles presque nulles c’est-a-dire 'ensemble des
suites réelles dont tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.

Déterminer F'+ (au sens de (- | -) ). Comparer F et (FL)l.
Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté (- | -). OnposeVz € E, ||z|| = /(z | z).

1. Un endomorphisme u de E vérifiant Vo € E, (u(x) | ) = 0 est-il nécessairement
I’endomorphisme nul 7

Soit E un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire noté (- | -) . On pose Vx € E, ||z|| = /(= | z).
1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.
2. Soit E ={f € €([a,b],R) | Vz € [a,b], f(x) > 0}. Prouver que 'ensemble

b b 1
{/ f(t)dtx/a Tt feE}

admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

Soit E un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Démontrer que (AJ-)J‘ = A.
2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F + G)* = F-NG*.
(b) Démontrer que (FNG)*t = F+ + G*.
Soit E un espace euclidien de dimension n et v un endomorphisme de E. On note (z | y) le
produit scalaire de z et de y et ||.|| la norme euclidienne associée.
1. Soit u un endomorphisme de E, tel que : Vo € E, ||u(z)|| = ||z||.
(a) Démontrer que : ¥(z,y) € E?*(u(z) | u(y)) = (z | y).
(b) Démontrer que u est bijectif.
On pose
O(E) ={ue Z(E)|Ve € E,[Ju(z)| = ||z|/} -
2. Soit u € Z(FE). Soit e = (e, €9, ...,€,) une base orthonormée de E. Prouver que :

u€ O(FE) <= (u(e1),u(ez),...,u(e,)) est une base orthonormée de E.

Soit a et b deux réels tels que a < b.
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1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R. Démontrer que
b
/ h(z)dz =0= h=0.
a
2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R. On pose :

b
¥(f,g) € B2 (f|g) = / F(@)g(2)dz.

Démontrer que 1'on définit ainsi un produit scalaire sur E.
1
3. Majorer / Vze ™ dx en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

Soit E l'espace vectoriel des applications continues et 2rm-périodiques de R dans R.

1. Démontrer que
27

(Flo)=5 [ Fgt)t

0
définit un produit scalaire sur E.

2. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : © +— cosz et g : © — cos(2x). Déterminer
le projeté orthogonal sur F de la fonction u : z — sin? z.

On définit dans .#,(R) x .#(R) I'application ¢ par : ¢ (4, A") = Tr (ATA’), ou Tr (AT A")
désigne la trace du produit de la matrice A7 par la matrice A’. On admet que ¢ est un
produit scalaire sur .#5(R). On note

9:{< _“b Z),(aﬁ)eﬂ@}.

1. Démontrer que .# est un sous-espace vectoriel de .#2(R).

2. Déterminer une base de FL.

. . 1 1
3. Déterminer le projeté orthogonal de J = ( > sur .

1 1
4. Calculer la distance de J a .%#.

Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n > 0.
On admet que, pour tout € F, il existe un élément unique yo de F' tel que = — yp soit

orthogonal a F et que la distance de x a F soit égale & ||« — ypl|. Pour A = < Z Z ) et

!/ /
A/:<Z, Z,),onpose (Al A) =ad +bY +cc +dd.
1. Démontrer que (- | -)est un produit scalaire sur .#5(R).

1

2. Calculer la distance de la matrice A = ( 1 o

> au sous-espace vectoriel F' des

matrices triangulaires supérieures.

Soit n € N*. On considére E = ., (R) l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n. On
pose : V(A,B) € E%, (A,B) = Tr (ATB) ou Tr désigne la trace et AT désigne la transposée
de la matrice A.

1. Prouver que (-, -) est un produit scalaire sur E.

2. On note S,(R) l'ensemble des matrices symétriques de E. Une matrice A de E est

dite antisymétrique lorsque A7 = —A. On note A, (R) 'ensemble des matrices anti-
symeétriques de E. On admet que S,(R) et A,(R) sont des sous-espaces vectoriels de
E.

(a) Prouver que E = S, (R) ® A4, (R).
(b) Prouver que A, (R)* = S,(R).

3. Soit F I’ensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F'*.
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