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DETERMINANT

Dans toute la suite, K désigne R ou C et n est un entier fizé dans N*. '

» Groupe symétrique

1. (a) Notons o la permutation considérée. On a o(1) = 7,0(7) = 4 et 0(4) = 1, d’ott un
premier cycle (174). On procéde de méme a partir d’un élément de [1,10] \ {1,4, 7},
par exemple 2, pour lequel on a o(2) = 6, 0(6) = 8, 0(8) = 10 et 0(10) = 2, d’ott un
second cycle (2 6 8 10). On continue & partir d’un élément de [1,10]\{1,2,4,6,7,8, 10},
par exemple 3, pour lequel on a o(3) =9, 0(9) =5 et o(5) = 3, d’olt un troisiéme cycle
(395). La réunion des supports de ces trois cycles étant [1,10], la décomposition est

terminée :
1 23456 7 8 9 10
<76913841052)-(174)(26810)(395).

(b) Similairement :
1 2 3 45 6 7 8 91
(32101745986>_(13106)<57)(89)-

(¢) Notons p = (1352), 0 =(2417) et 7 = (58). On a po7(1l) = po(l) = p(7) =7
et por(7) = po(7) = p(2) = 1, d’'olt une premiére transposition (1 7). Par ailleurs,
poT(2) = po(2) = p(4) =4 et on obtient de méme po7(4) = 3, po7(3) = 5,po7(5) =8
et po7(8) = 2, d’on le cycle (24 358). Enfin po7(6) = 6 et le cycle (6) est donc omis.
In fine :

(1352)(2417)(58) = (17)(24358).

(d) On a similairement (26)(4215)(32)(315)=(146235).

(¢) On trouve (13)(3214)(314)(214) = (12)(34).

2. (a) Puisque la signature est un morphisme de groupe,

e((12)(34)(56)) =e((12))e ((14))e((56)) = (-1)° = —1.
(b) Rappelons que la signature d'un p-cycle est (—1)P~1. Ainsi la signature du 5-cycle
(15324) est (—1)1 = 1.
(¢) Puisque la signature est un morphisme de groupe a valeurs dans {£1}, une permutation
et son inverse ont méme signature, ainsi £((5324)7") = £((152 4)) = 1, d’aprés la
question précédente.

(d) Onae((1324)) = (~1)*1 = —1, ainsi ((1 3)37) = e((1324))%7 = (1) = —1.
(e) On a
e((13)(267)71(47312)) =e((13))e((267))e((47312)) = —1x(—1)>"'x(=1)°"' = —1.
(f) Onae(((13)(267)(47312))%) = (e((13)(267)(47312)))%* =1.
3. Soit (ij) une transposition. Sii = 1 ou j = 1, la transposition (ij) est bien du type de I’énoncé.
Sinon, on a (i j) = (14)(14)(1 j). Comme toute permutation s’écrit comme un produit de

transpositions et que toute transposition s’écrit comme un produit de transpositions du type
(14), toute permutation s’écrit bien comme un produit de transpositions du type (1 7).

4. On obtient par calcul direct o(ay ... ag)o~! = (o(a1) ... o(ag)).

» Calculs de déterminants

5. Par calcul direct (penser au pivot si besoin), on trouve :

45 2 =—4 et —4.
L 0010
121 1

cpge.webgirand.eu 1/9



MPSI Corot Corrigé TD 23 2024-2025

Le déterminant suivant est triangulaire par bloc, et on trouve :

1 2 7 1 1 2
10 -1 -2 0 0
0 0 -3 3 —17 21

) 0 0 4 -1 -9 4=
00 0 0 1 10
00 0 0 0 3

Pour le dernier déterminant, on réalise les opérations Cy < Cy — Cy et C3 «+ C3 — Cy puis
on développe par rapport & la premiére ligne, obtenant :

1 1 1 1 0 0
a+b c+a b+c=la+b c—b c—a |=(c=b)(c—a)b—a).
ab ca be ab alc—a) blc—a)

6. On effectue les opérations Lo < Lo — Ly et Ly < L3 — Ly :

1 sin(z) cos(z) 1 sin(x) cos(x)
1 sin(y) cos(y)| =|0 sin(y) —sin(z) cos(y) — cos(z)
1 sin(z) cos(z) 0 sin(z) — cos(z) cos(z) — cos(z)

On développe ensuite par rapport a la premiére colonne et on obtient, en se rappelant de ses
formules de différences de sinus et cosinus :

4 sin y—z sin = sin y—2
2 2 2 '

7. Commengons par développer par rapport a la premiére ligne :

c b 0 ... 0
0 a b
D,=aD,_1—bl: ¢ a . —aD,_1 —bcD,_s.
: )
0 c a

La suite (D,,)), est donc définie par une relation de récurrence double et (Dg, D1) = (1, a).
L’équation caractéristique associée & la suite (D,,),, est donc X2—aX +bc = 0, de discriminant
a? — 4be.
a
— Si a® = 4bc, la racine double de I’équation caractéristique étant 2 on trouve (rapide-
ment) :
1 n
p, = (D"
2TL
— Si a? # 4bc, équation caractéristique admet deux racines distinctes (sur C) u et v et il
existe deux scalaires A, u € C tels que :

D,, = "™ + po™.

Comme Dy = A+ pu=1et Dy = Au+ pv = a, on peut trouver une expression explicite
de A et p en résolvant un systéme de deux équations & deux inconnues.
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8. Soit n > 3; alors :

o 1 2 ... n-1 0 1 2 ... n-1
T SO
via les opérations Ly < Lji — Li_1 pour k variant de n a 2

n—1 1 2 ... n—1

0 -1 ... ... -1
= : 1 o (=1) : via C; + C1 +C,

0 (1) 1 -1

n—1
0 -2 (%)
: o) . -2
0 e ... 0 -1

via Cp < Cy + C,, pour k variant de 0 a n — 1
= (D" 12" 2 (n—1).

9. Pour z € K, on a, via les opérations Cy « Cy, — Cy pour k € [2,n] :

a+xr c—a c—a
b+ a—-b c—b ... c—b
fla)=| : 0 :
: : a—b c—b
b+x 0 0 a—>b
=a+ 0z

par linéarité relativement a la premiére colonne, avec :

a c—a ... c—a 1 ¢c—a ... c—a

b a—b ¢c—b ... c—b 1 a—b c—b ... c—b
a=|: 0 : et B=|: 0

: : a—b c—b . a—b c—b

b 0 0 a—>b 1 0 0 a—2>b

On a donc bien f € Kj[z]. De plus, les déterminants f(—b) et f(—c) étant triangulaires et
respectivement égaux a (a — b)" et (a — ¢)”, on obtient rapidement les valeurs de « et 3 si
b # c et in fine :
bla—c)” —cla—b)"

b—c ’

D(a,b,c) = f(0) =a=
n
Si b = ¢, on obtient la valeur de D(a, b, ¢) & partir du déterminant initial en via Cy < > Cj
k=1
puis Lg + Ly — Ly pour k € [2,n], obtenant :

D(a,b,b) = (a+ (n —1)b)(a —b)"~*.

I, X\ (Z 0\ _ (Z+XT X
o v)\r )=\ vyr v)°

il suffit de poser X =B, Y =D, Z=A—-BD 'CetT=D"'C.

10. (a) Comme
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(b) Par produit de déterminants :
A B|
C D|

I, X||Z O
0 Y| |T I

Or, les déterminants considérés étant triangulaires par blocs, on a :

I, X Z 0
0 vI< det(I,)det(Y) et ’T 1| = det(Z) det(I,,)
d’otu :
c D= det(Z) det(Y) = det(ZY) = det(AD — BD™-CD) = det(AD — BC)
car CD = DC.

11. Notons A, le déterminant considéré (qui est de taille (p+ 1) x (p + 1)) et supposons p > 1.
On effectue alors, pour k allant de p + 1 & 2 les opérations Ly < Ly — Ly_1, ce qui nous

donne :
OIS oo r w6
N ; :? (?) (pjl) A
"7 () e (D) 0 (Y . (nﬁl)

en développant par rapport & la premiére colonne. Par récurrence, on a donc A, = Ag = 1.
12. (a) On trouve

2 -1 0 -1 2 -1 0
A= -1 2 1| a=| L 2 L0 As=| 0 -1 2 -1
-0 -1 2 -1
0o -1 2 0 0 -1 9 0 0o -1 2
0 0o -1
(b) Soit n € N*. En développant D,, 2 par rapport a la premiére colonne
2 -1 0 ... ... 0
-1 0 0 0
-1 2 -1
. . ) ) . -1 2 -1
0 t. . . . :
Dn+2: . :2Dn+1—|— 0 0
. S, t. t. t. O .
: -1 2 -1
: co-loz -l 0 0 -1 2
o ... ... 0 -1 2

En développant le second déterminant par rapport a la premiére ligne,
Dn+2 = 2:DnJrl - D,

L’équation caractéristique associée & cette relation de récurrence est X2 —2X +1 =0
qui admet 1 pour racine double. Il existe donc (A, 1) € R? tel que

Vn>1, D,=Mn+p.

Puisque D = 2 et Dy = 3, on trouve A = u =1 et donc D,, = n + 1 pour tout n € N*.

» Applications du déterminant

13. (a) Notons Ci,...,C, les vecteurs colonnes de A et supposons trouvés Ay, ..., A, € K tels
que :
AMCL+ -+ A0 = 0.
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En posant m = max (|A1],...,|A\n|) # 0 alors, puisque pour tout i € [1,n],

i )\jai,j =0
j=1

on obtient
A < > i Al lai gl - mzj# |a; ;] .
| @i @il
ce qui est absurde car il existe ig € [1,n] tel que m = |\;,|. Ainsi, la famille (Cy,...,C},)

est libre et donc une base par condition de dimension et cardinal. De fait, A est inversible.
(b) Considérons l'application f : x +— det (A 4 a1},).

La fonction f est polynomiale et unitaire : elle est donc continue et de limite +o0o0 quand

x — —+00. De plus, le résultat précédent s’applique a la matrice A+ zI,, pour tout x > 0

et donc f(x) # 0 sur [0,4occ[. Par continuité, la fonction f ne peut prendre de valeur

négative et donc
Ve >0, f(z)>0

En particulier det A = f(0) > 0.

14. f est linéaire par linéarité de l'intégrale. Pour k € [0,n], on a

1 1 Oa(k+1

Ainsi deg f (XF) = k < n et f(XF) € R,[X]. Par linéarité, f(P) € R,[X] pour tout
P € R, [X]. f induit bien un endomorphisme f, de R,[X].

L’expression de f (X’“) trouvée a la question précédente montre que la matrice de f,, dans la

base canonique est triangulaire supérieure et que ses coefficients diagonaux valent —— (kﬂ) =1

E+1\ k
pour k variant de 0 a n. Le déterminant de f, vaut donc 1.

15. (a) On vérifie rapidement que la famille . = (cos,sin, ch,sh) est libre; de fait F est de
dimension finie égale au cardinal de cette famille, soit 4.

(b) On remarque que :

1 0 0 0
0 -1 0 0
matz(A) =1 o 1 ¢
0 0 0 1

et donc det(A) =1 : A est un automorphisme de F'.

(¢) Soit f = accos+sin+vych+dsh € F'; alors, si on pose M = mat g (A) et Y = matz(f),
f est solution de I’équation considérée si et seulement si :

(M —1,)Y =

~N O N O

Il suffit alors de résoudre le systéme linéaire correspondant, soit :

—2a = 0
-28 = 2
0 =0
0 = 7

qui n’admet aucune solution.

16. La famille % = (uy,...,u,) est une base de E si et seulement si D,, = detg(%) # 0.

Pour n =1, on a D1 = a + b et donc la condition recherchée est a # —b. Pour n = 2, on

trouve

a b

Dy = b a‘:(a—i—b)(a—b)
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17.

18.

>

19.

et donc la condition souhaitée est a ¢ {b, —b}. Ensuite, sin > 2, on a :

DQTL: h a et Dgnfl = a+b

b a

Ainsi, si n > 2 est pair, en développant par rapport a la premiére colonne, on trouve :

Dy—o Op—21
Ol,n—2 a

01,n—2 b

D, =a
Dy_o 0Op—21

—-b

et donc en développant les deux déterminants supra par rapport a la derniére colonne (resp.
la premiére ligne), on trouve :

Dy = (a® =)Dy = (a® = b*) "' Dy = (a® — °)?

et donc % est une base si et seulement si a ¢ {b, —b}.
n+1

Pour finir, si n > 3 est impair, en développant par rapport a la colonne d’indice , on

obtient la relation B
2

D, = (a+b)D,_1 = (a+b)(a® — b?)

car n — 1 est pair. In fine, on trouve de nouveau que % est une base si et seulement si
a ¢ {b,—b}.

Puisque A et B sont semblables, il existe P € GL,(C) telle que PAP~* = B et donc
PA = BP. On peut poser P = Q + iR avec (Q, R) € .#,(R)?. Puisque A et B sont réelles,
on obtient QA = BQ et RA = BR par passage aux parties réelle et imaginaire.

Posons ensuite D(A) = det(Q + AR) pour tout A € C; comme le déterminant est une
fonction polynomiale des coefficients de la matrice, D est une fonction polynomiale. Puisque
D(i) # 0, D n’est pas nulle sur C donc elle ne peut étre nulle sur R par "excés de racines".
Soit donc A € R tel que D(X) # 0. Alors S = Q + AR appartient a .#,(R) et est inversible
et SA = BS, ergo SAS™! = B : A et B sont semblables sur R.

(a) Soit € Im f Nker f. Puique = € Im f, il existe y € R? tel que # = f(y). Comme
P4+f=0,74w + fly) =0ie f2(x)+2 =0. Or v € Ker f donc f(z) = 0 puis
f?(x) = 0. Finalement 2 = 0. ker f et Im f sont donc en somme directe. D’aprés le
théoréme du rang, dim ker f +dimIm f = dimR3. On en conclut que R3 = ker f §Im f.

(b) Comme f est non nulle, Im f # {0} donc Im f contient un vecteur non nul u. A I'aide
de la premiére question, on a f2(u) = —u.

(c) Soit A, 1 € R tels que Mu+pf(u) = 0. En composant par f, on a également \f (u)+puf?(u) =0

i.e Mf(u) — pu = 0 et donc (A? 4 p?) u = 0. Comme u # 0, on a A% 4+ p? = 0 et donc
A= pu=0. Ainsi (u, f(u)) est une famille libre de Im f. On en déduit que rg f > 2.

(d) Commerg f = 3, f est un endomorphisme surjectif donc bijectif. En composant f3+f = 0
par f~1, on aboutit & f24+1Id = 0i.e. f2 = —idgs. De fait, det (f2) = det(—idgs) = —1.
Or det (f2) = det(f)? > 0, ce qui améne & une absurdité. La seule possibilité est donc
rg f = 2. Par formule du rang, on a de plus dim Ker f = 1.

(e) Puisque dimKer f = 1, il existe v € R3 tel que ker f = vect(v). De plus, (u, f(u)) est
une famille libre de Im f et donc une base de Im f puisque rg f = 2. Puisque Im f et
ker f sont supplémentaires, (v, f(u),u) est une base de R3. La matrice de f dans cette
base est bien de la forme voulue.

Approfondissements

Soit o € &,, non décroissante. Alors il existe (i, j) € [1,n]* tel que i < j et o(i) < o(j). Soit
7= (0(i) o(j)); si on pose ¢/ = 700, alors

f (o) = flo) =io(j) + joli) —io(i) — jo(j) = (j — i)(o (i) — o(j)) < 0.
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Ainsi le minimum de f est atteint en la seule permutation décroissante de &,,, & savoir la
permutation qui a k € [1,n] associe n + 1 — k. Le minimum de f sur &,, vaut donc

nn+1)? nan+1)2n+1) nn+1)(n+2)

1-k)= - = :
Zk(n +1—k) 5 5 :
k=1

20. (a) On vérifie que 2y est le groupe trivial et que
Az = {idp,3p, (123),(213)}.

(b) Notons X,, = &, \ 2, ; alors il est clair que 'application f : o +— (1 2)o est une
application bijective de 2,, dans X, (elle est involutive). De fait, les ensembles considérés

étant finis, on a |2, | = | X,|. Or, comme &,, est égal & la réunion disjointe de 2, et X,
on a:
. n!
n! = |6,] = || + | Xn| =2/, doun  |2A,| = 5

De plus, la signature étant un morphisme de groupes, si (n,0) € Sk, x 2, on a :

elono™") = e(o)e(n)e(o) " = e(n)

et donc ono~t € A,.

(¢) On sait qu’il existe une telle permutation o dans &,,. Si (o) = 1, c’est terminé, sinon
on compose par (  anp_1 Gn ) et on obtient une permutation paire adéquate.

(d) Soit p = ( a1 as as ) et T = ( by by b3 ) des cycles de longueur 3. Alors ils sont
sont dans 2, car ils peuvent se décomposer en produit de deux transpositions (par
exemple, p = (a1 az2)(az az)). D’aprés la question précédente, comme n — 2 > 3 il existe
une permutation o € 2, telle que Vi € [1,3], o (a;) = b; et donc 7 = opo~! d’aprés un
exercice précédent.

21. Soient A, B € #,,(Z).
(a) Cela découle directement de la formule du déterminant.

(b) Par théoréme de Bézout, il existe u, v € Z tels que :
udet(A) +vdet(B) =1.

Notons A et B les transcomatrices respectives de A et B ; ces matrices sont dans .Z, (Z)
car leurs coefficients sont des polynomes en les coefficients de A et B. Alors on a :

A(uA) + B(vB) = udet(A)I,, +vdet(B)I, = I,

d’out le résultat.
22. Notons A,, le déterminant considéré.

— On suppose dans un premier temps les a; deux & deux distincts. Alors par décomposition

en éléments simples, il existe Aq,..., A, € C tels que
n—1
i=1 i

Mo-X)

H(X+ai) 11X+ai
=1

Notons que la partie entiére est nulle car le degré de la fraction R est strictement négatif.
Plus précisément, comme les poles de R sont simples, on a, pour tout 7 € [1,n], on a

nﬁl(bj + a;)
_ =l
SN (TR
J#i
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On effectue ensuite l'opération L, <+ ZZ=1 A Lj et on obtient, en remarquant que
R(bj)=0sij#n:

_1 _1 _1 _1 1 1
ai+by ai+ba T ai+bp a1+b1 T a1+bp_1 ai+by
A 1 . . . 1 . . .
LW 1 1 1 TN, 1 1 1
an—1+b1  an—1+b2 77 apn_1+b, an—1+tbr 77 ap—1+bn_1  an—1+bn
Rb))  Rlbs) ... R(by) o ... Riby)

De fait, en développant par rapport & L,,, on obtient :

n—1
[T (bi —bn)(a; — an)
An = anI n—1 An—l
[1(bn + ai) (an +b;)
=1 =1
et donc, par récurrence :
IT Tl (a; —ai)(b; — b;)
Vn>1, A,=220
IT I1 (ai + b))
i=17=1

— Si les a; ne sont plus supposés deux & deux distincts, deux des lignes du déterminant
au moins sont égales, ce qui implique que A,, = 0.

23.  — Supposons n impair ; alors
det (AT) = det(—A) = (—1)" det( A) = —det(A)
donc det(A4) = 0.

— Supposons n pair; on raisonne par récurrence. Pour n € N* et (k,£) € [1,n]? tel que
k # ¢, on notera Py, = (5i77(-j))1<ij<n ou 7 = (k¥) € &,. La multiplication & gauche

(resp. a droite) d’une matrice de .#, (R) par cette matrice en échange les k®™° et (°m°
lignes (resp. colonnes). On remarque que Py ¢ est symétrique et inversible car P,i 0 =In.

Soit A € #>(R) antisymétrique. Alors il existe a € R tel que A = ( 0 a ) donc

—a 0
det(A) = a% > 0.
Supposons maintenant qu’il existe p > 2 tel que toute matrice antisymétrique réelle de
taille 2(p — 1) soit de déterminant positif. Soit A = (a; ;)i,; € #op(R) antisymétrique.
Si A =0, alors det A = 0. Sinon, il existe (i, j) € [1,n]? tel que i < j et a;; # 0. Posons
ensuite :

B= PQJPLZ'APLZ'PQJ .

Comme P; ; et mP» ; sont symétriques, B est antisymeétrique; elle est donc de la forme
J U
B =
(=rte)
avec J = ( 0 ay ) et C antisymétrique. Comme a;; # 0, J est inversible. Posons

—aij 0
(L | -JU
Q - ( 0 In72 ) 9

qui est triangulaire & coefficients diagonaux non nuls donc inversible. Alors, si on pose

D=Q"BQona:
J|o
DZ(%@)

det(D) = det(Q)? det(B) = det(B)

ensuite

avec E=UTJ U +C. Or
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et
det(A) = det(B) det (Py;)° det (P, ;)* = det(B)

donc
det(A) = det(D) = det(J) det(E) = afj det(FE)

Or FE est antisymétrique car J et C' le sont. Par hypothése de récurrence, det(E) > 0
donc det( A) > 0.
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