MPSI Corot Corrigé TD 21 2024-2025

ALGEBRE LINEAIRE MATRICIELLE

Dans toute la suite, K désigne R ou C et n est un entier fizé dans N*. '

» Matrices dans une base

1. Il s’agit de calculs rapides qui livrent les matrices suivantes :

1o o - 0100

(a) 0 1 0]; (b 1 1 |; (© (1 =3 2); (d
000 1 2 0003
00 00

2. A, est une famille composée de deux vecteurs non colinéaires et donc libre ; par égalité entre
cardinal et dimension on obtient que c’est une base de R2. Si on suppose trouvés A, i, v € R
tels que :

A-(1,0,0)+ p-(1,0,1) +v-(0,1,1) = (0,0,0)

on obtient le systéme suivant :

Ad+p = 0
v =0
p+v =0

et donc A = g = v = 0. La famille %, étant libre de cardinal 3 = dim(R?), il s’agit bien
d’une base de cet espace vectoriel. On vérifie ensuite rapidement que f est bien linéaire et
que, si on note %y = (e1,e2) et Bo = (u1,us,us3) on a :

f(el):<270a1):u1 + uz et f(eg):(1,_1,1):_U1+2UQ—U3.
In fine, on a :
1 -1

2
-1

mat g, %, (f) =

O =

3. 2 est une famille de polynomes non nuls de degrés échelonnés : elle est donc libre. De plus
|2| = dim(R3[X]) = 4 donc cette famille est bien une base de R3[X]. Par linéarité de la
dérivation, f est linéaire et, si on note & = (P, P2, P35, Py), on a :

f(h) = -1 =-D
f(PQ) - -X = P1 — P2
f(Ps) = —2X? 44X = AP +4P,— P
f(P) = —-X*+3X?-X+1 = P +3P;— P
d’ou
-1 1 -4 1
0 -1 4 0
matz(f) =19 o -1 3
0 0 0 -1

4. On commence par remarquer que, pour tout (z,y,z) € R? on a :

f(l‘7yaz):(2$+y_zayax+y)

(a) La famille Z = ((1,0,1),(—1,1,0),(1,1,1)) est une base de K? car elle est libre (trés
rapide) et de cardinal 3 = dim(K?). De plus, si on note & = (e, ez, e3) on a :

fler) = (1,0,1) = e
f(eg) = (—1, 1,0) = €2
f(63) = (25 L, 2) = e +es
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(b) Notons M la matrice dans la base canonique de f, N = matg(f) et

1 -1 1
P={(0 1 1
1 0 1

la matrice de la base & dans la base canonique. On a alors, par changement de base

M = PNP~!

et donc par récurrence, sin > 0 :

M"=PN"P'.

Il est aisé de calculer les puissances de N puisque cette matrice est de la forme I3 + A
avec A2 = 0; cela donne, par binéme de Newton sur deux matrices commutant :

1 0
0 0

— o 3

Par méthode de Gauss—Jordan, on trouve :

ce qui permet de conclure que :

-1 -1 2
pPl=1|-1 0 1|,
11 -1
n+l n —-n
VYn>0, M"=| 0 1 0

n n l—n

5. (a) Les ensembles des solutions des équations AX = 0,AX = X et AX = 2X d’inconnue
X € #31(R) sont respectivement

vect

En choisissant

on a alors

Comme la famille

1 0 1
1 vect 1 vect 0
1 -1 1

€1 =e€1+extes ey=ey—e3 €3=e€1+e€3

0
L,
-1 1

f(e1)=0r f(e2) =e2 f[l(e3)=2e3
1
0

)

est clairement une base de .3 1(R), %

est également une base de F. Dans cette base, la matrice de f est D.

(b) 1l suffit de prendre pour P la matrice de passage de & vers %, autrement dit

(¢) Pour tout n € N*,

1 0 1
P=|1 1 0
1 -1 1

-1 1 1
Pl= 1 0 -1
2 -1 -1

2n+1 _on _9n

A" = pp"p~l = 1 0 -1

ontl —1 —9n 1 2n
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Ty 1
(d) 11 suffit de remarquer qu’en posant X, = Yn |, on a Xy = 0 et pour tout
Zn 0
n € N, X,,11 = AX,,. Ainsi pour tout n € N*, X,, = A"X,. On en déduit que pour tout
neN*, z, =2"" gy, =1let z, =27 — 1.

» Rang, trace

6. La matrice M est inversible (vérifier par Gauss—Jordan) donc de rang 3. Les matrices N et
P ayant exactement deux lignes ou deux colonnes non colinéaires, elles sont de rang 2.

La matrice @ est inversible si m ¢ { 4, %) Dans le cas contraire, on vérifie qu’elle est de rang
3 par méthode du pivot.

7. On vérifie rapidement que M et N sont de rang 2 et donc équivalentes.

8. Pour n = 3, la matrice A a la téte suivante :
1 2 3
A=12 3 4],
3 4 5

ce qui nous donne l'idée de poser les opérations élémentaires suivantes : pour j allant de n a
2 (dans cet ordre), on remplace C; par C; — C;_1. On obtient alors la matrice suivante :

1 1 1
2 1

: 1
n 1 1

qui est clairement de rang 2 (réitérer les opérations élémentaires précédentes en cas de doute).
On a donc rg(4) = 2.

9. Remarquons d’abord que si X est une solution, alors Tr(X)+tr(X) Tr(A) = 0i.e. Tr(X)(tr(A)+1) =0
par linéarité de la trace.

— Cas Tr(A) # —1. Si X est solution, on a Tr(X) = 0 d’aprés ce qui précéde. Mais alors
X = 0. On vérifie que la matrice nulle est bien solution de I’équation.

— Cas Tr(A) = —1. Si X est solution, alors X est de la forme X = AA avec A\ € K.
Réciproquement si X = AA avec A € K, alors

X +Tr(X)A = M + Mr(A)A =0

donc X est bien solution.

En conclusion, si Tr(A4) # —1, la seule solution est la matrice nulle; sinon 1’ensemble des
solutions est Vect(A).

10. (a) Soient (i,j) € [1,n]? et (k,£) € [1,n]?. Alors il est possible de former le produit
E; ;j x By € My (K) et cette matrice admet pour coefficient en position (a,b) € [1,n]? :

Z 5i,a6j,cac,k6£,b = 5i,a5€,b Z 6j,c6c,k: .

c=1 c=1

La somme de droite supra est non nulle a la seule condition que j = k, et égale & 1 dans
ce cas, entrainant que :

n
E 04,005,c0c,k02,6 = 03,000,605k
c=1

le produit des deux symboles de Kronecker de gauche étant reconnaissable (si, si) comme
le coefficient en position (a,b) de la matrice E; o. On en déduit donc que :

Eij X Eye=0;1E;..
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(b) Soit f € L (A, (K),K) telle que VA, B € #,,(K), f(AB) = f(BA). Alors, si (i, 5, k, £) € [1,n]*
on a en particulier f(E; ;Er¢) = f(Er¢E; ;) et donc d’aprés ce qui précéde :

Sikf(Eie) =00 f(Erj)-

Ceci entraine que sii # j, f(E; ;) = 0 et que pour tous i,j € [1,n] ona f(E;;) = f(E;,):
notons A cette valeur de fagon a avoir in fine

Alors, si M = (m; ;)i ; € #»(K), on a :

fM) = f Z.

i=1j

=D miyf(Eij)

i=1 j=1

= Z Zmi_’j)\ém

i=1 j=1

n
=A E M
i=1

= \Tr(M)

mi L j
1

n n

d’ou le résultat.

11. Soit f € Z(K™) lapplication linéaire canoniquement associée a A : cette application est
aussi de rang 1 et donc par formule du rang son noyau est de dimension n — 1. Si on fixe
(e1,...,en—1) une base de ker(f), que l'on compléte en une base # = (ey,...,e,) de E on
a:

Vie[l,n—1], f(e)=0

et comme f(e,) € K™ il existe une unique famille b1, ..., b, de scalaires telle que :

flen) = brey.
k=1

De fait, on a :

0 0 b
0 0 b
matg(f)=1. . . |
0 ... 0 by

et comme A et matg(f) sont deux matrices du méme endomorphisme dans deux bases
différentes (identiques au départ et a l'arrivée), elles sont semblables.

Similairement, si on se donne v € K" tel que Im(f) = Vect(v) et que I'on compléte la famille
libre (v) en une base ' = (v, ua, ..., u,) de K” on a, pour f(v), f(uz),..., f(un) € Im(f) = Vect(v)
et donc il existe ay,...,a, € K tels que :

fv)=av et Vke[2,n], f(ur) =akv.

Ainsi
ay ag Qp,
0 O 0
watar(f) = |
o ... 0 0

et cette matrice est semblable & A pour la méme raison que précédemment.
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12. Soit X € Ker A. Onadonc AX = 0puis ATAX = 0donc X € Ker AT A. Ainsi Ker A C Ker AT A.
Soit maintenant X € Ker AT A. On a donc ATAX =0 puis X TATAX = 0. Notons Y = AX.
Y1
Ainsi Y'Y = 0. Or, si on pose Y = |l ona:

Yn

Y1 n
YV =(pn . v | (Zmﬁ)
k=1

Yn

donc Y =0 i.e AX = 0. Ainsi, X € Ker A et donc KerA" A = Ker A. Par formule du rang,
on a ensuite rg A = rg(AT A).

» Systémes linéaires

13. (a) Par les opérations L; < L; — Ly pour i € {2,3} on obtient :

r—y+z = m
(m+1ly—2z = 1—-m
—2z = 1-m
r—y—+z = m
— (m+1>y = 0
m—1
A =
2

— Sim # —1, il y a une unique solution :

m—+1 m—1
(o).

— Si m = —1, 'ensemble solution est :
{(y,y,—1)| y € C} =(0,0,—1) + Vect((1,1,0)) .
(b) On a, par pivot de Gauss :
mr+y+z=1

r+my+z=
r+y+mz=

(1—m)y+(1—m2z:1 m? Ly« Li—mls

= (m-Dy+(1-—m)z=m—-m? Ly Ly—Ls
2

m
m2

r+y+mz=m
(Qfmfmz)z:(lerfmzfmg) L;i« Lj+Ls
= (m—-1Dy+(1—m)z=m—m?

x+y+mz:m2

On remarque que les racines de X2 + X — 2 sont 1 et —2.

— Sim =1, alors le systéme équivaut & z + y + z = 1. L’ensemble des solutions est
donc

{1-y—zy.2)|(y.2) €C?}.
— Si m = —2, alors le systéme n’a pas de solution.

— Sim # 1 et m# —2, alors on trouve par remontée :

m?*+m?—m—1_ (m+1)?

m24+m—2 m+ 2
vy= m—1 +Z_m+2
2 m+1

r=m‘—y—mz=———
m—+ 2
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L’ensemble des solutions est donc le singleton
m+1 1 (m+1)?
m+2"m+2 m+2 '

(¢) Sim =1, le systéme est incompatible. Sinon, on obtient par pivot de Gauss :

mer+y+z+t=1 r+y+mz+t=m+1
z4+my+z+t=m < 1-my+(m-1)z=1
r+y+mzt+t=m+1 (m+2)z+t:mfn"i1)

et donc ’ensemble des solutions est :

m 1 m(m+1)
- Y=z — 2
{(z YT AT s T (m + )z) zE(C}

14. Comme a, b, ¢ sont deux & deux distincts, il existe par interpolation de Lagrange un unique
polynéme P € Cy[X] tel que P(a) = uy, P(b) = uz et P(c) = uz. Sion pose P = z+yX+2X2,
on a bien que cette derniére condition est équivalente au systéme :

:z:+ay+a22:u1

x + by + Pz = uy

T + ¢y + Pz o= ug

d’oul le résultat.

15. (a) F est I'intersection de deux hyperplans de R? distincts (car leurs équations ne sont pas
proportionnelles) ; de fait on a déja vu dans un TD précédent que dim(F) =3 —2 = 1.
G quant & lui est un hyperplan de R? donc dim(G) = 2.

(b) D’apres la formule de Grassmann :
dim(F NG) = dim(F) + dim(G) —dim(F + G) = 3 —dim(F + G) .

— Si m # 0, alors I’équation de G n’est proportionnelle & aucune des équations des
hyperplans dont F' est l'intersection : on donc F' ¢ G et donc il existe un vecteur
u€ G\ F ergo

R? = F @ Vect(u) C F+G.

Dans ce cas, on a bien R3 = F + G et donc dim F NG = 0.
— Sim =0 alors F C G et donc dim(F NG) = dim(F) = 1.

» Approfondissements

16. Soit A € #,,(K) vérifiant A? = I,, pour un certain g > 1. On pose :

1490
=-> AF e #,(K)
q k=0

On a alors :
g—1 q—1
M? = <1 Ak> 1 AJ
qk:O q]:0
1 q—1 q—1
=2 A7
k=0 7=0

Sion fixe k € [0,g— 1], on a:

q—1 qg—1
Ak Z ZAIH-] ZAj
j=0 j=0
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17.

car la suite (A7); est g-périodique. In fine, on a :

1 !
TZ

k=0 5=0

M N
MZ
||

»Q

7=0

et donc application linéaire canoniquement associée a M est un projecteur. Ceci entraine
que :

rg(M) =Te(M) = éZTr (AF)
k=0

et quesi X € K", X € Im(M) & MX = X.
Si X € ker(A — I,), il est clair que MX = X et donc X € Im(M). Réciproquement, si
MX = X alors

AX = (AM)X = MX =X

et donc in fine, Im(M) = ker(A — I,,), d’ou le résultat.

(a) Comme .Z (K") = F} + Fy, tout élément de .Z (K™), et donc idgn, peut s’écrire comme
la somme d’un élément de F} et d’un élément de F5.

(b) On compose Pégalité p; + po = idg par p; une fois & gauche et une fois a droite pour
obtenir :

pI+piops=m
et
pi+p2opi =pi.

On additionne ensuite ces deux égalités :
2pT +p1opa+p2opr = 2p1.

Comme p; € Fy et py € Fy, p1 opa + pe o p1 = 0. Ainsi 2p? = 2p; et finalement p? = p;
donc p; est un projecteur. Quitte a échanger p; et po, on démontre de méme que po est
un projecteur.

(¢) Soit f € Fy. On a alors f o ps + py o f = 0. Comme py est un projecteur, il existe une
base A de K™ dans laquelle la matrice de py est

_ Ir ‘ Or,nfr
P2 N ( On—r,r ‘ Or >

) la matrice de f dans cette méme base & avec A € 4, (K),

avec 1 = rgpo.
A|B

Notons F = < D

B¢ My r(K),CE My, (K) et D€ My (K). On a donc FPy + Py F = 0, ce qui

entraine A = B = C = 0. Par conséquent, F = ( 5 O, OT)B*T )

Notons ® I’isomorphisme qui associe & un endomorphisme de K" sa matrice dans la

base #. On a donc ® (F;) C G ou G est le sous-espace vectoriel des matrices de la

forme < 5 0 OT’B_T ) avec D € #,,_,(K). Par conséquent dim(F;) < dim(G). Or

dim(G) = (n — r)? donc dim(Fy) < (n —7)2 = (n —rgps)°.
On prouve de la méme maniére que dim(F) < (n —rgp;)>.

(d) Comme F; ® Fy = . (K"), dim F} +dim F, = n%. On déduit de la question précédente
que
2 2
n? < (n—rgp1)” + (n—rgps)

Comme n —rgp; > 0et n —rgpy >0,

(n—1gp1)” + (n—1gp2)? < [(n —1gp1) + (n — 18 p2)]> = [2n — (rgp1 + 18 o))
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On sait que p; + p2 = idg». Donc rg (p1 + p2) = n. Or, comme on vérifie rapidement
que Im(p1) + Im(p2) O Im(py + p2), on a que

rgp1 +1gp2 > dim(Im(p1) + Im(p2)) > rg (p1 + p2) -
On en déduit que rgp; + rgps > n. De plus rgp; + rgps < 2n donc
2n — (rgp1 +1gpa)]” < 0

Finalement,

n® < (n—r1gp1)’ + (n —rgp2)” < [2n — (xgpr +1gp2)]* < n®.
On en déduit que
2n — (rgp1 + 1gp2))” = 0’
i.e que rgp; +rgps =n et que n? = (n — rgp1)2 +(n— rgpg)z. Notons r =rgp;. On a
alors n? = (n —r)? + 72 i.e. r(n — r) = 0. Deux cas se présentent.
— Sir =0, alors p; = 0 et donc py = idg~. On a alors dim F; < (n — rgpQ)2 = 0.
Donc Fy = {0}. Par conséquent Fp = .2 (K").
— Si r = n, alors p; = idgs. On a alors dim Fy < (n — rgp1)2 = 0. Donc F, = {0}.
Par conséquent F; = % (K").
Réciproquement, on vérifie que ces deux couples (Fy, Fy) vérifient bien les hypothéses
de I’énoncé.

18. Commengons par établir un lemme structurel sur les formes linéaires de ., (K). L’application
fi+ A~ (M~ Tr(AM)) est une application linéaire de .#,(K) dans £ (4, (K),K). De
plus, si A = (a;;)i,; € ker(f) alors pour tout M € .#,(K), Tr(AM) = 0; en particulier si
i,j€[l,n] ona

Tr(AE; ;) = ai; =0
et donc A = 0. f est donc injectif donc bijectif par égalité dimensionnelle.

Soit H un hyperplan de ., (K) ; alors il existe une forme linéaire ¢ € £ (4, (K)) non nulle
telle que H = ker(p). D’aprés ce qui précéde, il existe une matricde A € .4, (K) tel que :

VM € M, (K), (M) =Tr(AM).

En notant r = rg(A), on a l'existence de P et @ telle que A = PJ,.Q. On pose ensuite

0 0 1
N — 1 0 7
0
1 0
qui est inversible et vérifie :
Tr (J-N) =0

Pour M = Q 'NP~! ona

Ta(M)="Tr (PJ,QQ"'NP')
=Tr (J,NP'P)
=Tr(J,N)
=0

D’out M est inversible, et M € H.
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