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» Calculs de dimension

1. La famille est libre car composée de 2 vecteurs non colinéaires. Il s’agit donc d’une base car
son cardinal est égal & la dimension de C comme R—e.v.

2. D’apres le cours, si (uy), est une suite arithmétique de raison z € C on a :
VneN, u,=uy+nz.

Ainsi, la suite (up )y, s’écrit sous la forme (uy)n = ug - (1), + 2 - (n)y. La famille ((1),, (n)y)
étant libre (car composée de deux vecteurs non colinéaires), il s’agit d’une base de 1’espace
considéré (qui est donc de dimension 2).
3. La famille considérée est libre : en effet, si on suppose trouvée A, u, v € R tels que A exp +p cos +vsin = 0
s
alors, en évaluant en 0, 7 et 5 on obtient :

Ad4p =0
xe"—pu = 0
Xez +v = 0

ce qui donne rapidement A = p = v = 0. De fait, dim(Vect(exp, cos, sin)) = Card(Vect(exp, cos, sin)) = 3.
4. (a) Cette famille est libre donc de rang égal a son cardinal, ici 3.
(b) Comme x3 = x1 + 2 et x4 = 1 — x2, on a Vect (x1, X9, x3,x4) = Vect (1, x2). Comme
(z1,22) est libre, on a rg (z1, T2, x3,24) = rg (x1,22) = 2.
(c) Ici encore, on vérifie rapidement que la famille est libre.

5. On sait que
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(FNG) =4 —dim(F N G).

On en déduit, comme dim(F + G) < dim(R3) = 3, que dim(F N G) > 0 : la somme ne sera
jamais directe. De plus, FNG C F donc dim FNG € {1,2}. Comme F # G, il est impossible
que dim(F N G) = 2 (car sinon par égalité dimensionnelle et inclusion on aurait F = FNG
et donc F = G), ergo dim(F N G) = 1 et donc dim(F + G) = 3. Par égalité dimensionnelle
et inclusion, on a bien F + G = R3.
6. (a) On a clairement G = {(z,9,0,0) | 2,y € R}, ainsi G = Vect (uy, uz) onuy = (1,0,0,0)
et ug = (0,1,0,0). G est donc un s—e.v de E de dimension 2 (les vecteurs uy et ug ne
sont pas colinéaires. Un vecteur (z,y, z,t) appartient a F si et seulement si

T—y+z—1t=0
2r —y+32z—4t =0

i.e, par lopération Lo < Lo — 2 Ly,

{x—y+z—t=0

y+2—-2t=0
d’on,
y=—z+2
r=—2z+3t
Ainsi,

F={(—2z+3t,—z+2t,2,t) |t € R} = Vect(vy,v2),
—1,

{
avec v = (—2, 1,0) et vy = (3,2,0,1). Ces deux vecteurs n’étant pas colinéaires, on
a dim(F) = 2.
Puisque dim(F) + dim(G) = dim(F), pour établir que F' et G sont supplémentaires
dans E | il suffit de vérifier que F NG = {0}. Soit (z,y,2,t) € FNG; on a alors
z =1t =0 et donc (z,y,2,t) = 0 d’aprés les calculs menés supra. On a donc que la
famille Z = (u1,us2,v1,v2) est une base de E adaptée a la décomposition en somme

directe F & G = F.
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(b) Soit (z,y,2,t) € E. D’aprés la question précédente, il existe un unique (a, 3,7,d) € R*

tel que
(z,y,2,t) = auy + Bug + yv1 + dva
i.e
a—2y+3==x
B—v+20=y
Y=z
o=t
d’ou
a=x+y+2z—3t
B=z—2t
y==z
o=t

La projection de (x,y, z,t) sur F parallélement a G vaut donc,
auy + Pug = (z+ 2z — 3t,y + z — 2t,0,0) .

7. On a, pour tout z €] —1,1[ :

14+ L
fi@) = = = i@+ fale) et folo) = = =

donc rg (f1, f2, f3, fa) = v& (f3, fa) = 2 car (fs, fa) est libre (deux vecteurs non colinéaires).

f3(z) — fa(z)

8. (a) L’endomorphisme (x,%) + (0,2) convient pour p = 2 et E = K.

(b) Comme uP~t # 0, il existe un vecteur x ¢ ker(u~!). Supposons alors trouvés A, ..., A\,—1 € K
p—1
tels que > A\gu®(z) = 0. Alors, en composant par uP~! & gauche cette égalité, on ob-
k=0
tient :

p—1
> Mt () = wP7H0)
k=0
soit, comme u? = 0 (et donc v/ = 0 pour tout j > p) :
Ap_1uP"Hz) = 0.

Comme uP~!(z) # 0, on a que A\p—; = 0. En itérant ce procédé (on compose 1'égalité

initiale par «P~2,uP~3,...,u en éliminant successivement les \; par ordre décroissant),
on obtient que les A, sont tous nuls, et donc que la famille (z,u(x),...,uP~1(x) est
libre.

(¢) Le cardinal d’une famille libre étant toujours inférieur a la dimension de ’espace auquel
ses vecteurs appartiennent, on a que dim(E) > p.

» Théoréme du rang

9. On démontre ceci de fagon cyclique.

(i)=(ii) Supposons ker(f) = ker(f?); si on se donne = € ker(f)NIm(f) alors il existe y € E
tel que = f(y) et f(z) = 0. De fait, f(f(y)) = 0 donc y € ker(f?). Par hypothése,
f(y) =0 et donc z est bien le vecteur nul.

(ii)=(iii) Supposons Im(f) Nker(f) = {0} ; alors par théoréme du rang :

dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(ker(f) + Im(f)) + dim(ker(f) N Im(f))

=0

et donc par inclusion et égalité dimensionnelle on a bien E = Im(f) + ker(f).
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(iii)=(iv) E = Im(f) + ker(f) et commengons par noter que si y € Im(f?)) alors il existe
z € Etelquey = f?(x) = f(f(z)) € Im(f) et donc Im(f?) C Im(f). Réciproquement, si
y € Im(f), alors il existe 2 € E tel que y = f(x). Or, par hypothése, il existe u € ker(f)
et v € Im(f) tels que x = u + v. En se donnant w € E tel que v = f(w), on obtient

y=flu+v) = fu)+ f(f(w) = f*(w) € Im(f?)
et donc on a 'inclusion Im(f) C Im(f?).
(iv)=(i) Supposons Im(f) = Im(f?). Si z € ker(f) alors f?(z) = f(0) = 0 donc on a
ker(f) C ker(f?). De plus, par théoréme du rang, on a :
dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f) = dim(ker(f?)) + rg(f*)

et donc il suffit de remarquer que rg(f) = rg(f?) pour obtenir dim(ker(f)) = dim(ker(f?)).
Par inclusion et égalité dimensionnelle, ker(f) = ker(f?).
10. (a) Soit k € N;alorssiz € ker(u*) on au**1(z) = u(u*(z)) = u(0) = 0 donc ker(u*) C ker(u**+1).

Si y € Im(uF*1) alors il existe un = € E tel que y = u**1(z) = u*(u(z)) € Im(u*) donc
Im(u*) D Im(uk*1).

(b) D’aprés la question précédente, la suite des (dim(ker(u¥)), est une suite croissante
bornée par dim(F) : elle est donc convergente. Comme il s’agit d’une suite d’entiers,
c’est un exercice classique de montrer qu’elle est stationnaire : il existe donc un entier
p tel que Yk > p, dim(ker(u*)) = dim(ker(uP)). Or ker(u?) C ker(u*) donc par égalité
dimensionnelle et inclusion on a :

Vk >p, ker(u®) = ker(u?).

Le théoréme du rang impose par ailleurs que si la suite des dimensions des ker(u*) est
stationnaire au rang p, alors celle des rg(u’) I'est également (les deux suites différent
d’une constante). Un raisonnement similaire & base d’inclusion et dimension nous donne
I’égalité des images itérées a partir du rang p.
11. (a) Soit = € ker(u) N Im(v) ; alors u(x) = 0 et il existe y € E tel que v(y) = x. Ainsi :
vouou(y) = v(u(z)) = v(0) = 0

et done, comme vouov =wv, z =v(y) =0 : ker(u) et Im(v) sont en somme directe.
Fixons ensuite z € F; alors x — v o u(x) € ker(u) car v = uwo v ou. Ainsi :

z=v(u(z))+z—v(u(z))

—_——— ——
€Im(v) €ker(u)

et donc E = ker(u) + Im(v). In fine, Im(v) et ker(u) sont supplémentaires dans E.

(b) Par théoréme du rang, dim(F) = dim(ker(u)) + rg(u). Or, en passant a la dimension
dans la décomposition en somme directe de la question (a), on obtient que

dim(F) = dim(ker(u) ¢ Im(v)) = dim(ker(u)) 4 rg(v) .

Le résultat est obtenu par soustraction de ces deux relations.

12. Considérons 'application
7:Im(u) = G
x = v(x).
Cette application est linéaire comme restriction d’une application linéaire et vérifie ker(7) = ker(v)NIm(u).

De plus : ~
Im((v)) = v(Im(u)) = v(uw(E)) = vou(E) = Im(vou)

et donc, par théoréme du rang :

dim(Im(u)) = dim(ker((v)) 4+ dim(Im(v)
. rg(u) = dim(ker(v) N Im(u)) + rg(v o u)

d’oul le résultat.
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13. (a) Commengons par remarquer que Im(fog) = f(g(E)) donc dim(Im(fog)) < dim(Im(f))
et dim(Im(f o g)) < dim(g(E)) = rg(g), d’ou l'inégalité de droite. Ensuite, on applique
le résultat de I’exercice précédent pour obtenir :

rg(f o g) =1g(g) — dim(ker(f) NIm(g))

(g) — dim(ker(f)) par inclusion
=rg(g9) — (n — rg(f)) par formule du rang
=rg(f) +1g(9) —n.

(b) On vérifie aisément que Im(f + ¢g) C Im f 4+ Im g donc
rg(f +g) < dim(Im f +Img) < rg(f) +18(9)
Puisque f = f+¢g+(—g),on a
rg(f) <rg(f +g) +rg(—g) =rg(f +9) +rg(9) -
Aussi 1g(g) < rg(f + g) + rg(f) donc
lrg(f) —rg(g)l <rg(f +9)

14. Supposons f2 = 0 et rg(f) = p. Alors on a rapidement que Im(f) C (ker(f)) et par théoréme
du rang dim(ker(f)) =n — p = p, d’on I’égalité voulue par dimension et inclusion.
Réciproquement, si on suppose que Im(f) = ker(f) alors, toujours par théoréme du rang,
n = 2rg(f) donc rg(f) = p. De plus, il est clair que f? = 0 par hypothése, d’out le résultat.

15. (a) On a
E=Im(u+v) CImu+Imv

donc rg(u) + rg(v) > n ergo rgu + rgv = n, ce qui entraine par formule de Grassmann
que dim(Im(u) N Im(v) = 0, d’ou le résultat.

(b) Siz € keru alors = u(x) + v(z) = v(x) donc z € Imv. Par les dimensions, on conclut
ker v = Imwv et de méme ker v = Imv. Par suite uov =vou =0 et donc :

u=(ut+v)ou=u?> et v=(u+tv)ov=0?.

» Formes linéaires et hyperplans
16. (a) En dimension 1, le seul hyperplan est I’espace nul.
(b) Puisque les deux hyperplans sont distincts, il existe u € H;\Hz2. On a donc
E=Hy; @ Vect(u) CHy+Hy C E
ainsi ¥ = H; + Hs et d’apreés la formule de Grassmann,
dim(H;NHy)=n—-14+n—-1—-n=n-2.
17. (a) La famille est de rang 2 et se compléte par e3 = (0,0, 1).
(b) Soit (z,y,2) € R3; alors :
(x,y,2) = zer +yea + (2 — x)es
donc les formes linéaires coordonées associées sont, :
el (z,y,2) >z, e :(x,y,2)—y et e3:(x,y,2)—>z—x.

18. (a) On trouve aisément, en notant (ej,es,e3) la base canonique de R?, o7 = e} + e},
o = 2€e] + 3e5 — e} et p3 = 8e3.
(b) La famille considérée est libre : en effet, si on suppose qu'’il existe A1, A2, A3 € R tels que
A1p1 + A2s + A3ps = 0 alors, en évaluant en e, es et e3 on obtient :

2o =0
AM+3X+8x3 = 0
A1 — Ao = 0

et donc Ay = A2 = A3 = 0. De fait, le rang de la famille (p1,p2,p3) est égal & son
cardinal, soit 3.
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>

19.

20.

21.

Approfondissements

Considérons 'application

¢: E— R
fr—=(f (o), f(z1),..., [ (zn))
L’application ¢ est clairement linéaire. Soit f € ker ¢. Il existe (ag, a1, ..., a,) et (by,b1,...,by)

dans R™*! tels que fi[, i x — a;x + b;. Pour tout i € [0;n — 1]

=it1]
a;x; +b; =0 ai($i+1 — xi) =0 a; =0
{aimi+1+bi:O <:>{ a;x; +b; =0 = b; =0

Ainsi f = 0 et ¢ est surjective. Soit y = (yo,¥1,---,Yn) € R"FL. Cherchons f € E
telle que ¢(f) = y. En prenant les mémes notations que précédemment, on cherche donc

(ag,ai,...,ay) et (bo,b1,...,b,) dans R"! tels que
a;ix; +bi =y a; = JH=t
a;Tiy1 +bi = Yit1 bi =y —a;w;

Ce qui montre que ¢ est surjective. Donc ¢ est un isomorphisme et dim F = dim R"*! = n+1.
On obtient facilement une base (e;),<;<,, de £ en considérant I'image réciproque de la base ca-
nonique de R"!. Tl s’agit de la base admettant pour formes coordonnées la famille (€ )o<i<n
de F* avec e (f) = f(x;) pour 0 < i < n. Pour 0 < i < n,e; est la fonction affine par
morceaux valant 1 en z; et 0 en les z; avec j # 1.

Supposons que v € Z(E) réponde an probléme posé. On obtient Imu C ker(u) et donc
rgv < n—rguetn=rgu+wv) <rgu+rgv. On a donc n = rgu + rgv, et par suite
Imov =keru, et Imu+Imv = FE (car £ = Im(u+u) C Imu+Imv). Cette somme est directe
et on conclut que

keru®Imu=F.

Réciproquement, supposons ker(u) @& Imu = E. Soit v le projecteur sur ker u parallélement
a Imwu. On a évidemment u o v = 0. Montrons que de plus u + v € GL(E). Soit z € E tel
que (u+v)(z) =0. On a alors u(x) = —v(z) € keruNImwu = {0}. Donc u(z) = v(x) =0 et
x € KeruNIm(u) = {0}. On a donc Ker(u + v) = {0} et uw+v € GL(E).

Une condition nécessaire et suffisante d’existence de v est donc Imu @ ker u = E.

(a) La suite nulle est évidemment périodique. Soient u,v € E, et A € R. Alors pour tout
n €N,
Mptp + Untp = AUy + Uy,

car u et v sont p-périodiques. Ainsi A\u + v est également p-périodique, ce qui prouve
que E, est un R-espace vectoriel.

(b) Tout d’abord, les suites u°,...,uP~! sont bien p-périodiques puisque pour tout n € N,
n +p = n[p]. Soient Ag,...,A\p—1 € R tels que Agu® + -+ + \,_1uP~! = 0. En consi-
dérant les termes de rang 0,...,p — 1 dans cette égalité de deux suites, on trouve
Ao == Ap_1 = 0, ce qui prouve que (u’,...,uP~! ) est libre. Soit v € E,. Alors
v = vou’ + -+ + v,_1uP~!, ce qui prouve que (u’,...,uP~! ) engendre E,. Ainsi
(uo, e ,upfl) est une base de E,. On en déduit que dimE, = p.

(c) Eg et E4 sont tous deux des sous-espaces vectoriels de RY. De plus, une suite 2-périodique
est évidemment 4-périodique done Eo C E4. Ainsi Fs est un sous-espace vectoriel de
Ey.

(d) Soit u € F. Alors pour tout n € N, up1q4 = —Upyo = u, donc u € Ey. Ainsi F C Ey.
De plus, F' contient la suite nulle et est stable par combinaison linéaire. C’est donc un
sous-espace vectoriel de E4. On montre d’abord que (z, y) est libre. Soit alors (A, i) € R?
tel que Az + py = 0. Notamment Az + pyo = 0 et Azq + py; = 0. On en déduit que
A = p = 0. La famille (z,y) est donc libre. Puisque F' = Vect(z,y), (z,y) est une base
de F. Par conséquent, dim F' = 2. On en déduit que dimE; = dim F' + dim Es. Il ne
reste plus qu’a montrer que F' N Ey = {0} pour affirmer que F est un supplémentaire
de E5 dans E4. Soit alors u € F N Es. Ainsi, pour tout n € N, u,, = —tup42 = —u, ie.
u, = 0. On a donc bien F N Ey = {0} puis £y = F & E,.
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