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ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Dans toute la suite, K désigne R ou C. '

>

1.

Calculs de dimension

Soit w € C\ R; démontrer que (1,w) est une base de C vu comme R-e.v.

2. Démontrer que ’ensemble des suites arithmétiques complexes est un espace vectoriel de

10.

11.

12.

dimension finie. En déterminer une base.
Déterminer la dimension de 1’espace engendré par (exp, cos,sin) dans RF.
Déterminer dans R* le rang des familles suivantes :

(a) (z1,29,23), ouz; = (1,1,1,1),x (1,71,1,71) et 3 = (1,0,1,1);
(b) (z1,x9,23,24), 0021 = (1,1,0, 1) =(1,-1,1,0),25 = (2,0,1,1) et &4 = (0,2, —1,1);
(C) (Il,l‘g,xg), ou Tl = (1,072,3), (1, 1, 17 1) et I3 = (2,0,0, 1)

Soient F' et G deux plans vectoriels dlstlncts de R3. Montrer que R?® = F 4+ G. La somme
est-elle directe ?

. On se place dans I’espace R* et on pose

G={(z,y,2,t) ER* | 2=t =0} et F ={(2,9,2,t) € R* | z—y+2—t = 20—y+32—4t = 0}.

(a) Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires. Déterminer une
base de R* adaptée a cette décomposition en somme directe.

(b) Calculer la projection sur F parallélement & G d’un vecteur (z,vy, z,t) de R?.

. Pour z €] — 1, 1] on pose :

1+ 1 T
it o=\ B0 = e @ A=

Déterminer le rang de la famille (f1, f2, f3, f4) dans Pespace RI=11L

. Soit E' un K—e.v de dimension finie et soit u € Z(F). On suppose qu'il existe p € N* tel que

uP =0 et uP~1 #£ 0 (on dit que u est nilpotent).
(a) Donner un exemple de tel endomorphisme.
(b)
(c)

Montrer qu’il existe x € E tel que la famille (x,u(z),...,uP~!(z)) soit libre.
Que peut—on en déduire quant & la dimension de £ 7

Théoréme du rang

. Soit E K—e.v de dimension finie non nulle et soit f € Z(FE). Démontrer que les propriétés

suivantes sont équivalentes :
(i) ker(f) = ker(f?);

(i) Im(f) Nker(f) ={0};

(iii) E =TIm(f) + ker(f);

(iv) Tm(f) = Im(f?).

Soit E un K—e.v de dimension finie et soit u € Z(E).
(a) Veérifier que pour tout k¥ € N, on a les inclusions :

ker(u®) C ker(u**1) et Im(u*) D Im(u**).
(b) Montrer qu'il existe p € N tel que ker(u?) = ker(uP*!) et que
Yk >p, ker(u®) =ker(u?) et Im(u”)=TIm(u?).
Soit E un K-e.v de dimension finie et soient u,v € .Z(F) tels que uovou = u et vouov = v.
(a) Démontrer que FE = ker(u) @ Im(v).
(b) Mountrer que rg(u) = rg(v).
Soient E, F et G des K—e.v de dimension finie. Démontrer que siu € Z(E, F) et v € Z(F, Q)

. rg(vou) = rg(u) — dim(Im(u) Nker(v)) .
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13. Soit F un K—e.v de dimension finie n et soient f,g € £ (F). Démontrer que :
(a) rg(f) +rg(g) —n <rg(fog) < min(rg(f),rg(9));

(b) Irg(f) —ra(g)| < rg(f +g) < rg(f) +ra(g).
14. Soit F un K-e.v de dimension finie paire n = 2p et soit f € £ (F). Démontrer que :

((f*=0) et (rg(f) = p)) & (Im(f) = ker(f)) -

15. Soit E un K-e.v de dimension finie n et soient u,v € Z(F) tels que u + v = idg et
r(u) + rg(v) < n.
(a) Démontrer que E = Im(u) ® Im(v).
(b) En déduire que u et v sont des projecteurs et que uov =vowu = 0.

» Formes linéaires et hyperplans
16. Soient H; et Hy deux hyperplans distincts d’un espace vectoriel E de dimension finie n.

(a) Vérifier que n > 2.
(b) Montrer que dim (H; N Hy) =n — 2.
17. On pose e; = (1,0,1) et ex = (0,1,0) dans K3.
(a) Calculer le rang de la famille (e, e2) et la compléter en une base % de K3.
(b) Déterminer les formes linéaires coordonnées relatives a 2.
18. On considére les formes linéaires suivantes sur R? : ¢y : (2,9, 2) = y+2, 2 : (z,y, 2) — 20+3y—=z

et @3 : (x,y,2) — 8y.
(a) Exprimer ¢1, @2 et ¢3 comme combinaison linéaire des formes linéaires coordonnées

relatives & la base canonique de R3.

(b) Déterminer le rang de la famille (o1, @2, ©3).

» Approfondissements

19. Soient zg,...,z, € [0,1] des réels vérifiant que zg =0, z, = 1 et Vi € [0,n — 1], z; < zi41.
Démontrer que I'ensemble F des fonctions a valeurs réelles dont la restriction & chaque
segment [z;, x;1] est affine est un espace vectoriel de dimension finie. Déterminer dim(F).
Soit £ un K-e.v de dimension finie et soit u € Z(F). Déterminer une CNS sur u pour qu’il
existe v € Z(FE) tel que uov =0e¢t u+v € GL(E).

21. Pour p € N*, on note E, I’ensemble des suites réelles p-périodiques.

20.

(a) Montrer que E,, est un sous-espace vectoriel de RY.
(b) Pour 0 < k <p—1, on définit la suite u” par

VneN. uf — 1 sin=k[p]
’ " 0 sinon

Montrer que (uo, ul, ... ,up_l) est une base de E,. Que peut-on en déduire quant a la

dimension de E, ?
(¢) Justifier que Eo est un sous-espace vectoriel de Ey.

(d) On note F I’ensemble des suites u € RY telles que pour tout n € N, u, 2 + u, = 0.
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E4 et un supplémentaire de Eo dans Ey4.
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» Exercices CCINP

Soit @ un nombre complexe. On note E I'ensemble des suites & valeurs complexes telles que :

Vn € Ny tupyo = 2atun41 + 4(1a — Duy,

avec (ug,u;) € C2.
1. (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites a valeurs com-
plexes.

(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de FE.

2. Dans cette question, on considére la suite de E définie par : ug = 1 et u; = 1. Exprimer,
pour tout entier naturel n, le nombre complexe u,, en fonction de n.
Indication : discuter suivant les valeurs de a.

Soit la matrice A = ( ; i ) et f I'endomorphisme de .#2(R) défini par : f(M) = AM.

1. Déterminer une base de Ker f.
2. f est-il surjectif ?
3. Déterminer une base de Im f.
4. A-t-on A (R) =Ker f @ Im f?
Soit E un espace vectoriel sur R ou C. Soit f € Z(F) tel que f2 — f — 2Id = 0.
1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que F = Ker(f + Id) ® Ker(f — 21d).
3. Dans cette question, on suppose que F est de dimension finie. Prouver que Im(f+1Id) = Ker(f—2Id).
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n.
1. Démontrer que : E =Im f ® Ker f = Im f = Im f2.
2. (a) Démontrer que : Im f = Im f? <= Ker f = Ker f2.
(b) Démontrer que : Im f = Im f? = F = Im f @ Ker f.

Soit n un entier naturel non nul. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel F de dimen-
sion n, et soit e = (ey,...,e,) une base de E. On suppose que f (e1) = f (e2) = -+ = f(en) = v,
ou v est un vecteur donné de FE.

1. Donner le rang de f.
Soient ag,ay,---,a, n+1réels deux a deux distincts.

1. Montrer que si bg,b1,--- ,b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique
polynome P vérifiant

degP <netVie{0,---,n} P(a;) =b;.
2. Soit k € [0,n].

Expliciter ce polynéme P, que 1’on notera Ly, lorsque :

; _ [ Osii#k
Vi e [0,...,n] bi—{ Lsiiek

3. Prouver que Vp € [0,...,n] , ZaiLk = XP,
k=0

Soient a1, as,as trois scalaires distincts donnés de K.
1. Montrer que ® : Ky[X] — K3

P+— (P (a1> ,P(CLQ),P((],?,))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2. On note (e1, ez, e3) la base canonique de K? et on pose Vk € {1,2,3}, Ly = @1 (eg).
(a) Justifier que (L1, Lo, L3) est une base de Ka[X].
(b) Exprimer les polynémes Ly, Ly et Lz en fonction de aq,as et as.

3. Soit P € Ky[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, Lo, L3).

4. Application : on se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on considére les
trois points A(0,1), B(1,3),C(2,1). Déterminer une fonction polynomiale de degré 2
dont la courbe passe par les points A, B et C.
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