MPSI Corot Corrigé TD 18 2024-2025

» Espaces et sous—espaces vectoriels

1. Les ensembles suivants sont—ils des K—e.v?
(a) Oui, par opération sur les limites.
(b) Nom, car les suites (2n),, et (2n + (—1)"),, sont monotones mais pas leur différence.

(c) La suite nulle est bornée. Soit (u,v,\) € E? x K. Il existe des constantes réelles positives
K et L telles que pour tout n € N, |u,| < K et |v,| < L. Alors

Vn € N, [Auy + vp| < Al un| + |vn] < |AK + L.

La suite Au + uv est donc bornée. On a bien un s—e.v de K.

) Oui car il s’agit du noyau de la forme linéaire (x,y, z,t) — x + 2y — z — 2t.

) Noun, car le vecteur nul n’appartient pas a cet ensemble.

) Oui car il s’agit du noyau de f + (z +— f'(z)+zf(z)) qui est un élément de Z(¢*(R), €°(R)).
g) Non, car le vecteur nul (ici = — 0) n’appartient pas a cet ensemble.

) Oui car il s’agit du noyau de la forme linéaire f — f(2) — 2f(1) définie sur R¥.

) Noncar1€ P mais1+1¢ 2.

)

)

Non car (1,1) appartient & ’ensemble mais pas 2 - (1, 1).

2. (a) Comme a et b sont non nuls, a € %, & I\ € K*, a = A\b, ce qui est équivalent &
1
b == XCL € -@a'

(b) L’équivalence est fausse (sauf si les deux vecteurs sont nuls) car 0 appartient a toutes
les droites vectorielles mais 2y = {0}.

3. (a) Oui.
(b) Non, car il n’est pas stable par multiplication par 4.

4. L’application f : P — AP réalise un endomorphisme de K[X] (vérification immeédiate) donc
AK[X] = Im(f) est bien un s—e.v de K[X].

5. (a) Non car il ne contient pas 0.

(b) Soient © € F et y ¢ F; si on suppose que © + y € F alors par combinaison linéaire
y=z+y—x € F, ce qui est absurde.
Si F = E, il est clair que Vect(E \ F') = Vect() = {0}. Dans le cas ot E\ F # 0, on
peut fixer yo € E'\ F' et alors pour tout € E on ax = (z+yg) — yo. Soit le terme x +yo
appartient & F', soit il ne lui appartient pas. Si il appartient a F' alors d’aprés le résultat
précédent x ¢ F'; sinon alors par combinaison linéaire x = (z + o) — yo) € Vect(E \ F).
Dans les deux cas, on a bien x € Vect(E \ F') et donc Vect(E \ F') = E.

(¢) Montrons que F'U G est un s.e.v de F si et seulement si F C G ou G C F. Le sens
indirect est trivial car la réunion est alors égale & I'un des deux s—e.v. Le sens direct se
démontre par contraposition : si on suppose qu’aucune des deux inclusions n’est vraie,
alors il existe deux vecteurs © € F\ G et y € G\ F. Or, d’aprés la question précédente,
Z + y ne peut appartenir ni & F', ni a GG, ce qui interdit & F U G d’étre un s—e.v.

n
6. Sia =0, F est le noyau de la forme linéaire (x1,...,2,) — > x; définie sur K™ : c’est donc
i=1
un s—e.v de K™. Dans le cas contraire, E ne contient pas (0, ...,0) donc ne peut étre un s—e.v
de K.

7. (a) Puisque XNY C X, Vect(XNY) C Vect(X). De méme, Vect(XNY) C Vect(Y) et donc

Vect(X NY) C Vect(X) N Vect(Y)

(b) Dans le cas particulier ot E = R?, posons respectivement X = {(0,1)} et Y = {(0,2)},
onaXNY =0 donc

Vect(XNY) = {(0,0)} # {0} x R = Vect(X) N Vect(Y)
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>

8.

10.

11.

12.

13.

Applications linéaires

La vérification de la linéarité est immédiate. Le noyau de f est l’ensemble des vecteurs
(v,y,2) € R3 vérifiant © +y — 2z = 22 — z = 0; en résolvant le systéme linéaire on obtient
ker(f) = Vect((1,1,2)) et donc f n’est pas injective. Elle est par contre surjective car tout
(X,Y) € R? g%écrit sous la forme (X,Y) = f(0,X —Y,-Y).

. La dérivation étant linéaire, on vérifie aisément que ¢ 1’est. Le noyau de ¢ est ’ensemble des

solutions de ’équation différentielle linéaire du second ordre homogéne & coefficients constants
b c

y' 4+ —y + —y = 0, qui contient une infinité de fonctions non nulles (cf. cours) : 'application
a a

o n’est donc pas injective.

Soient z1,...,z, € K deux a deux distincts; on considére I’application

¢ K[X] — K"
P (P(z1), ..., P(zn))

(a) Immédiat.

(b) Notons f larestriction de ¢ A K,,_1[X]; alors ker(f) = {P € K[X]|Vk € [0,n], P(x) = 0}.
Comme les z, sont deux a deux distincts, la condition de degré impose que ker(f) = {0}
au vu du nombre de racines, d’oul le résultat.

(¢) D’aprés un corollaire du lemme de Gauss :

ker(¢) = {P € K[X] | ¥k € [0,n], (X — 2)|P} = {P € K[X]

H(XM)|P} .

k=0

Si on suppose que v o u = 0 alors pour tout y € Im(u), comme il existe x € E tel que
y = u(x) alors v(y) = v(u(x)) = 0 donc (Im(u) C ker(v)). Réciproquement, si on suppose
(Im(u) C ker(v)) alors pour tout z € E, vou(zr) = v(u(z)) =0 car u(x) € Im(u).
Démontrons la formule par récurrence sur k € N*.

— n =0. Trivial car «° = idg.

— Supposons la propriété vraie au rang n > 0. En composant & gauche par u, on obtient :

n+1

U ov—wuovou™=nu"t!

et en composant a droite par u™ dans I’'égalité u o v — v o u = u on obtient également

+1 +1

uovou” —vou"tt =",

Ainsi, en sommant ces égalités, on aboutit a
u" M ov —voutt = (n+ Du"tt.

(a) Siz € Ker(idg — f), alors (idg — f)(z) =0, donc x — f(z) = 0, soit f(x) = x. Ensuite,
si il existe k > 1 tel que f*(x) = x, alors f**(z) = f*(f(x)) = f*(x) = 2 et donc on
peut terminer par récurrence.

Par conséquent, f*(x) = x pour tout entier k¥ > 1 et en particulier pour k = n. Or f"
est Papplication nulle, donc f™(z) = 0. Ainsi = 0, ce qui démontre que le noyau de
idg — f est réduit au vecteur nul, et donc que idg — f est injective.

(b) On a, par identité remarquable (idg et f commutent dans Pannean Z(E)) :
(idp — f)o (idp + f+ f2 4+ ") =idp — [ =idg
puisque f" est 'endomorphisme nul. De méme,
(idg + f+ 24+ ") o (idp — f) = idg .

Ces deux relations montrent que idg — f est un automorphisme et a pour automorphisme
réciproque (idg + f+ f2+---+ f*71).

(¢) On vérifie que Papplication réciproque de idg — f* est idg + f* + f2 + ... + fk=1
de facon similaire.
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» Familles remarquables

14. (a)

(b)

Cette famille est formée de deux vecteurs non colinéaires donc est libre. Elle n’est pas
génératrice car (0,1,0,0) n’est pas combinaison linéaire des vecteurs de la famille.
Supposons trouvés A, u, v € R tels que A\(1,2,2,1) + x(1,0,1,0) + »(1,3,0,0) = 0; on a
alors :

Apu+v = 0
224+3vr = 0
224+p =0

A = 0

qui livre rapidement A = o = v = 0 : la famille considérée est donc libre. Elle n’est par
contre par génératrice : en effet si le vecteur (0,1,0,0) était combinaison linéaire des
vecteurs de la famille, on aurait A\, u, v € R tels que :

Adpu+v = 0
22+3r =1
22X+p =0

A =0

et ce systéme n’est pas compatible.

Cette famille n’est pas libre car :
(1,1,1,1) = (0,0,071)+%-(0,0,270)+(1—7r)-(170,0,0)+(7r,170,0).
Soit (x,vy,z,t) € R* alors :
(z,y,2,t) =t-(0,0,0, 1)—|—§-(0,0,2,0)—|—(a:—ﬂ'y)-(1,0,0,0)+y-(ﬂ', 1,0,0)+0-(1,1,1,1)

donc la famille est génératrice.

Sit = 0, la famille contient le vecteur nul et donc ne peut étre libre. Elle ne sera pas non
plus génératrice car le vecteur (1,0,0,0) n’est pas combinaison linéaire des éléments de
la famille.

Supposons t # 0 et fixons (u, v, w,r) € R%. Si il existe a,b, c,d € R tels que

a(t,0,0,1) 4+ b(0,%,0, —t) + ¢(t,t,t,0) + d(0,0,0,1) = (u, v, w, x)

alors on a :

u _ U—w

atc = - a = P

at+ct = wu f) v—w

24+ct = w bt +c = - b = 2

& 13 &

ct = w _w c = w

a—bt+d = =z ¢ I t
a—bt+d = = d = z4+2-Y

4

Comme ce systéme admet une unique solution, (u, v, w, z) s’écrit de fagon unique comme
combinaison linéaire des vecteurs de la famille : on a donc affaire a une base.

Non car 1 = cos? + sin?.

Supposons trouvés A, pu, v € R tels que Af + ug + v cos = 0. En évaluant cette égalité en

T
0,7 et 3 on obtient :

A+p+v = 0
T—p = 0
A+p—v = 0

ce qui livre rapidement A = = v = 0 : la famille considérée est libre.

Soient ay,...,an € R des réels deux & deux distincts. Supposons Ay fo, +- - -+ Ap fa,, = 0.
Pour tout ¢ € [1,n], si A; # 0 alors Ay fo, + -+ + A\nfa, n'est pas dérivable en a; alors
que la fonction nulle I'est. Nécessairement \; = 0 et la famille étudiée est donc libre.
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(d) Montrons que toute sous-famille finie & n éléments de (eq),c est libre. Montrons le par
récurrence sur n > 1.

— n = 1 Immédiat.

— Supposons la propriété vraie au rangn > 1. Soient ay, ..., a,+1 € R deux a deux dis-
n+1

tincts et supposons trouvée une famille A1, ..., A, 41 de réels tels que > Age,, = 0.
k=1

En dérivant cette relation on obtient :

n+1
E ak)\keak =0
k=1

et donc :

0=ay1 x0—0
n+1 n+1

= Upt1 E Ak€ay — § Ak AKCay,
k=1 k=1

n

= Z(an-H — ag)Ai€a, -

k=1
Par hypothése de récurrence et en utilisant le fait que les a,+1 — ax sont non nuls,
on obtient \y = ... =\, =0 puis A\,4+1 = 0.
16. Donner une famille génératrice des espaces vectoriels suivants :

(a) La famille ((1,0,—1),(0,1,—1)) Il suffit de trouver deux vecteurs non colinéaires appar-
tenant & ce plan :est composée de deux vecteurs non colinéaires du plan; elle est donc
libre. Elle est de plus génératrice car si (x,vy,2) € R? vérifiex + y+2=0o0n a :

(%yaZ) = (x,y,—x—y) :$(1707_1)+y(071a_1)

(b) L’équation caractéristique associée a cette EDL d’ordre 2 homogeéne a coefficients constants
est X2+2X +2 = 0, de racines z4 = —144. Ainsi, il s’agit de I’espace vectoriel engendré
par les deux fonctions non colinéaires f : ¢t — e *cos(t) et g : t — e *sin(t). Une base
en est donc (f, g).

(¢) Méme dynamique que la question précédente, avec cette fois une équation caractéristique
donnée par X2+ (2—3i)X — (5+1i) = 0, dont les racines sont z; = 1+1i et 2o = —3+ 2i.
Une base de cet espace est alors donné par les suites géométriques de raisons z; et zo.

17. (a) 1l s’agit du noyau de I'application f € Z(K,[X],K"~!) définie par

f:Pw— (P(r),P'(m),..., p(n=2) (m)).

(b) Soit P € E; alors par formule de Taylor, hypothése et condition de degré on a

< p(k) (n (1) (1 ™ (r
P:;:;P g = P(nf)!)(x_”)"_1+ IR

Ainsi, E est engendré par la famille (X —m)" =1, (X —7)"). Cette famille étant composée
de deux vecteurs non colinéaires, elle est libre : c’est une base de FE.
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n
18. Supposons trouvés Ay, ..., A, € K tels que > Agur = 0. Alors on a :
k=1

n
0= Z /\kuk
k=1
k

= Z)\k Zej
k=1

j=1

Il
x>
-

€j

et donc par liberté de la famille des (e;); on a, pour tout j € [1,n] :

n
S =0
k=j
soit A, = 0 et ensuite, par remontée selon j décroissant, la nullité de tous les Ag.

» Sommes de sous—espaces

19. (a) Il s’agit du noyau de la forme linéaire (x,y) — = +y + 2.

(b) Siu € FNG alors il existe € R tel que u = (x,2,x) et © + x4+ x = 0. De fait, u est le

vecteur nul et donc F NG = {0}. De plus, pour tout u = (z,y,2) ER3onau=v+w
r+y+z

3

avecv = (z—a,y—a,z—a) € F,w=(q,a,a) € Get a= . Ainsi, on a bien
E=F+Getdonc E=F&G.

20. Non : toute droite de R? distincte de Vect((1,0)) lui est supplémentaire.

21. (a) y € u(F+GQ) si et seulement si il existe (a,b) € F x G tel que y = u(a+b) = u(a)+u(b),

ce qui équivaut a y € u(F) 4+ u(G), d’ou le résultat.

(b) Soit y € u(F)Nu(G); alors il existe (a,b) € F x G tel que y = u(a) = u(b). Ainsi,
u(b —a) = 0 et donc par injectivité a = b, ce qui entraine que a,b € FNG = {0}. In
fine, y = u(0) = 0 d’ou le résultat.

(¢) Par question (b), comme u est injective et que F' et G sont en somme directe, c’est
également le cas de u(F) et u(G). Ensuite, comme u est surjective, u(E) = E’; or par
question (a) :

u(FE) =u(F+ G) =u(F)+u(G)
d’ot in fine E' = u(F) ® u(G).

22. Par division euclidienne, tout polynome de K[X] s’écrit de fagon unique comme la somme
d’un élément de F' et d’un élément de G. Il ne reste donc qu’a vérifier que F' et G sont
des s—e.v de K[X]. Pour G, cela découle d’un exercice précédent, et pour F' c’est du cours
(F = Kdeg(Q)—l[X])‘

23. L’application f est immédiatement linéaire. De plus, si (z,y) € R? on a :

fof(z,y) = (z—2y—2(~y),—(~y) = (z,y)

donc f est une symétrie. Il suffit ensuite de remarquer que f(z,y) = (z,y) < (y = 0) et
f(z,y) = —(z,y) < (z = y) pour préciser qu'il s’agit de la symétrie par rapport & Vect((1, 0))
parallélement a Vect((1,1)).
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24.

25.

26.

27.

On vérifie rapidement que f est linéaire et que fo f = f. Le noyau de f est alors ’ensemble
des vecteurs (z,y, z) € R3 tels que (z,y,2) = (x +y + 2) - (a,b, ¢), & savoir Vect(u) (en effet,
si (x,y,z) = au alors par somme des coordonnées « doit étre égal & = + y + 2).

On sait ensuite que Im(f) = ker(f —idg). Or, pour tout (z,y, z) € R3, f(x,y,2) = (x,y,2) si
et seulement si  +y + z = 0. De fait, Im(f) = Vect((1,1,0), (—1,1,0)) (d’aprés un exercice
précédent).

Notons P (resp. I) lensemble des fonctions paires (resp. impaires). P et I sont deux en-
sembles non vides de E (ils contiennent tous deux la fonction nulle) et clairement stables par
combinaison linéaire : ce sont deux sous-espaces vectoriels de E .

Puisque que la seule fonction paire et impaire est la fonction nulle, PN I = {0}. Soit f € R,
Pour tout = € R, posons

f@) + f(==)
2

f(z) = f(==)

folw) = .

et fi(z) =

On a clairement f = f, + fi,fp, € P et fi € I donc R® C P @ I et puisque l'inclusion
réciproque est triviale, /' = I @ P. Le projecteur recherché est donc f — f,.

Approfondissements

Pour tout x non nul, la liaison de la famille (z, f(x)) permet d’écrire f(z) = A,z avec A\, € K
unique. Soient x,y non nuls.

— Cas (z,y) liée : On peut écrire y = px avec u € K et alors

fy) = e = Ny et fy) = A\yy

donc Ay = As.
— Cas (z,y) libre :
f@+y) = Aopy(z+y) = Az + Ayy

donc A, = Ay par identification des scalaires facteurs dans une famille libre. On pose A
la valeur commune des ;. On a donc

Ve € E\{0g}, f(z) = Mz

et cette relation vaut aussi pour z = Og. On peut alors conclure f = Aidg.
Raisonnons par double inclusion. Comme

FC F+(GNnF)etFcC F+(GNG)

on a

FC(F+(Gn F))nF+(GNG"))

Réciproquement, soit
e(F+(GN F))n(F+(GNG"))

1l existe alors f1, fo dans F, f/ € GNF et g € GN G’ tels que
u=fi+f=f+yg
On a donc
f'—9g=fr—fieF
mais aussi f' — g € G en tant que somme de deux vecteurs du sev G de E . On a donc
fl=ge FNG=F NG cd
d’ou f/ € G’ en tant que somme de deux vecteurs du sev G’ de E . On a donc
ffeFFNnG'=FNGC F

et ainsi :
u=fi+f €F

en tant que somme de deux vecteurs du sev F de E . On a donc prouvé que

F+(Gn F)NF+(GNG))CF
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28. Raisonnons par double inclusion. Soit 0 < k < n.Vz € R,

Fu(z) = cos®(z) = (eiz_;eim>k

Les fonctions gy étant paires, on a

fr € vect (go, .-+, Gn)

d’on
vect (fo, .-, fn) C vect (go, -+ Gn)

Réciproquement, soit 0 < k < n.Vx € R,

gr ()

cos(kz) = Re (e i’”)
Re [(cos(z) + isin(z))"]

=

(55 (o)

£=0
d’ou ,
T) = § —1) (1 — cos®(x écoskfﬂz
0 (x) Og@(%y 1! (1~ cos?(@))" cosh ¥ (x)

On remarque alors qu’en posant Vz € R,

P@) = Y (2’2) (C1)f (1 22)" b2

0<2¢<k
P est une fonction polynéme de degré inférieur ou égal a n telle que

Ve € R, cos(kx) = P(cos(x))

On a montré que
gk € vect (fo, ..., fn)

d’oul
vect (9o, - - -5 gn) C vect (fo, ...y fn)

29. (a) Sigo f est surjective, alors Imgo f = E. Or Imgo f CImg C E donc Img =E et g est
surjective.
(b) D’apres un exercice précédent : g(E) = g(Im f+Ker g) = g(Im f)+g(Ker g) = Im gof+{0} = Im gof.
Or g est surjective donc g(E) = E. Ainsi Imgo f = E et g o f est surjective.
30. (a) Soit x € E. Comme E = S @ Imu, il existe (y,t) € S x Imu tel que z = y + ¢t. Comme S
est un supplémentaire de Ker w, v induit un isomorphisme de S sur Im . Il existe donc
z € S tel que t = u(z). On obtient donc = = u + u(t). avec (y,t) € S2.
Cette écriture est unique. En effet, si = ¢/ + u (2') avec (v/,2') € S?,
ona:y—y =u(z—2) €Imun S. Dou résultent y —y’ = 0 et 2’ — 2z € Keru. Il
s’ensuit que 2’ — 2 € ImuN S={0}. On a bien y =y’ et z = 2'.
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(b) Montrons la linéarité de v et u. Soit x et 2’ deux vecteurs de E. Ecrivons x = y + u(2)
et ' =y +u(2)avecy=wx) vy =w@), z=r(zx), 2 =v(z').Si X € K, on obtient

4+ 2 =y +u@)+ A0 +u2)) =y + N Fu(z + N
y+u(z) + A +u(z) =y+ My +u( )

€s es
puis, par unicité de 1’écriture,

w(E+A)=y+ N =w)+ (@), vie+)=z+N\=v(z)+ ()

Les applications v et w sont donc linéaires. On écrit x = y + u(z) avec (y,z) € S? et on
calcule (u o v 4 vou)(z). On obtient

(uov+vou)(z) =u(z)+v(u(x)) = u(z) + v(uy)), cas u(z) € Keru
= u(z) + y = z, par définition de v(y € S)

Or conclut que u o v + vou = idg.

(¢) On calcule de méme (v o w + w o u)(z) et on obtient

(wow+wou)(zr) = u(y) +u(u(z) = u(y) +wlu(y))

u
u(y) + 0, par définition de w)
u

(x —u(z)) = u(zx). car u(z) € Ker u

On conclut que uow + w o u = u.
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