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ESPACES VECTORIELS

Dans toute la suite, K désigne R ou C. '

» Espaces et sous—espaces vectoriels

1. Les ensembles suivants sont—ils des K—e.v?
(a) L’ensemble des suites convergentes d’éléments de K

(b) lensemble des suites monotones d’éléments de K;
(¢) Tlensemble des suites bornées d’éléments de K;
(d) Tensemble {(z,y,2,t) € R*|x + 2y = z + 2t};

Pensemble des solutions de 3/ + zy = 0;
I’ensemble des solutions de 3 + zy = 22 ;
I'ensemble {f € RE| f(2) =2f(1)};
Iensemble 2 ={z € C | |z| <1};

la, courbe représentative de z — 2.

~— T

(e) Tensemble {(x,y,2,t) € R*|x +2y = 2 + 2t — 1};

2. Soit E un K-e.v et soient a,b € E \ {0}.
(a) Démontrer que (a € Z) < (b € D).
(b) Que dire si @ ou b est égal a 07
3. (a) Rest-iluns.e.vduR-ev C?
(b) R est—il un s.e.v du C-e.v C?
4. Soit A € K[X]. Démontrer que ’ensemble AK[X] des multiples de A est un s.e.v de K[X].
5. Soit E un K—e.v et soient F, G deux s.e.v de E.
(a) E\ Fest-iluns.evde E?
(b) Soient x € F et y ¢ F; démontrer que = + y ¢ F. Expliciter alors le sous—espace
Vect(E \ F).
(¢) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur F' et G pour que leur réunion FUG
soit un s.e.v de E.
6. Donner une condition nécessaire et suffisante sur le scalaire a € K pour que ’ensemble
E = {(xl,...,xn) e K" le za}
i=1
soit un K-e.v.
7. Soit F un K-e.v et soient X,Y deux parties de E.
(a) Montrer que
Vect(XNY) C Vect(X) N vect(Y).
(b) Que dire de l'inclusion réciproque ?
» Applications linéaires
8. Vérifier que 'application
fR®—R?
(m,y,z) = (.’L’—f—y—Z,QLL'—Z)
est linéaire et déterminer son noyau. Est—elle injective ? Surjective ? Bijective ?
9. Soient a, b, c € R tels que a # 0. Démontrer que ’application
¢: C*(R) — €°(R)
f=af’ +bf +cf
est linéaire et déterminer son noyau. Est—elle injective ?
10. Soient x1,...,x, € K deux & deux distincts; on considére 'application

¢ K[X] — K"
P (P(x1), ..., P(x,))
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(a) Justifier que ¢ est linéaire.

(b) Démontrer que la restriction de ¢ a K,,_1[X] est injective.

(c¢) Déterminer le noyau de ¢.
Soient E, F, G trois K—e.v et soient u € Z(E, F) et v € Z(F,G). Démontrer que

(vou=0)< (Im(u) C ker(v)) .

Soit E un K-e.v et soient u,v € Z(F) tels que u o v — v o u = u. Démontrer que pour tout
n>0onau”ov—vou™ =nu".

Soit £ un K—-e.v et f € Z(F). On suppose qu'il existe un entier n > 2 tel que f™ = 0 (on
dira que f est nilpotente).
(a) Soit = € ker(idg — f). Démontrer que f*(z) = x pour tout entier ¥ > 1. En déduire que
idg — f est injectif.

(b) Simplifier les expressions
(idg—flo(idp+f+ 2+ + 1) et (dp+f+f2+ -+ f"ol(idp—f)

et en déduire que idg — f est un automorphisme.

(c) Démontrer que, pour tout entier k& > 1, Pendomorphisme idg — f* est inversible. On
précisera l'expression de son inverse.

Familles remarquables

Les familles suivantes sont—elles libres dans R* ? Génératrices ?
(a) ((1,0,0,1),(0,0,0,1));
(b) ((1,2,2,1),(1,0,1,0),(1,3,0,0));
(¢) ((0,0,0,1),(0,0,2,0),(1,0,0,0), (7,1,0,0),(1,1,1,1));
(d) ((t,0,0,1),(0,t%,0,—t), (t,t,t,0),(0,0,0,1)), pour t € R.
Les familles suivantes sont—elles libres dans RR ?
(a) (1,sin, cos,sin?, cos?) ;
(b) (f,g,co8),0u f:xrTetg: x> cos(2x);
(€) (fa)aer, Ol fo 12 =[x —af;
(d) (eq)acr, O €4 : T —> %7,
Donner une famille génératrice des espaces vectoriels suivants :
(a) le plan de R3 d’équation z +y + 2 = 0;
(b) le R—e.v des solutions a valeurs réelles de I’équation différentielle y"'+ 2y’ + 2y = 0;

(c) le C—e.v des suites (uy,) a valeurs complexes vérifiant w2+ (2— 3i) wpy1— (5+7)un, =0
pour tout n € N.

On considére ’ensemble suivant, pour n > 2 :
E ={P € K,[X]|Vk € [0,n — 2], P®) (1) =0}.

(a) Montrer que E est un K—e.v.
(b) Déterminer une base de E.

Soit E un K—e.v, n € N* et (ey,...,e,) une famille libre de E. Pour k € [1,n], on pose :

k
U = E €j.
j=1

Démontrer que la famille (ug,...,u,) est libre.
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» Sommes de sous—espaces
19. On considére les deux sous—ensembles suivants de R3 :
F={(z,y,2) eR®|z+y+2=0} et G=Vect((1,1,1)).

(a) Démontrer que F est un s.e.v de R3.
(b) Montrer que R® = F & G.

20. Soit F un K—e.v et soit F' un s.e.v de E. On suppose qu’il existe un s.e.v G de E tel que
E=F®G; G est-il unique ?

21. Soient F et E’ deux K—e.v et u € Z(E, E’). On fixe F et G deux s.e.v de E.
(a) Justifier que u(F + G) = u(F) + u(G).

(b) Démontrer que si F' et G sont en somme directe et que u est injective, alors u(F) et
u(G) sont en somme directe.

(¢) Montrer que si E=F ® G et u € GL(E, E’), alors E' = u(F) ® u(G).
22. Soit P € K[X]\ {0}. On pose

F ={Q € K[X]| deg(Q) < deg(P)} et G=PK[X].

Démontrer que F' et G sont supplémentaires dans K[X].
23. Déterminer la nature de 'application définie sur R? par f : (x,y) — (z — 2y, —¥).
24. Soit u = (a,b,c) € R3 tel que abc # 0 et a + b+ ¢ = 1. On pose ensuite :

f(I,y,Z)F—)(LE,y,Z)*(SC+y+Z)U

Démontrer que f est un projecteur et déterminer son image et son noyau.

25. Déterminer, dans R, le projecteur sur 'ensemble des fonctions paires parallélement a celui
des fonctions impaires. On vérifiera bien sur que les ensembles cités sont des espaces vectoriels.

» Approfondissements

26. Lemme de Schur. Soit E un K-e.v et soit f € Z(FE) telle que pour tout z € E la famille
(z, f(x)) soit lice. Démontrer que f est une homothétie.

27. Soient F, G, F' et G’ quatre sev d'un K—e.v E tels que F NG = F' N G’'. Démontrer que
(F+(GNF)N(F+(GNnG"))=F.

28. On se place dans le R-espace vectoriel des applications de R dans R. Pour tout n € N, on
pose
fn : x> cos™(x) et gn T — cos(nzx).

Montrer que pour tout n € Non a:

Vect ({fx |0 <k <n})=Vect ({gx |0 <k <n}).

29. Soient f et g deux endomorphismes d’'un K—e.v E.

(a) Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.

(b) Montrer que si g est surjective et E = Im(f) + ker(g), alors g o f est surjective.
30. Soit E un K-e.v, u € Z(F) tel que ker(u) = Im(u) et S un supplémentaire de Im(u).

(a) Montrer que, pour tout a € E. il existe un unique couple (y, z) € S tel que x = y+u(z).
On pose alors z = v(x) et y = w(x).

(b) Montrer que v est linéaire et calculer v o v + v o u.

(¢) Montrer que w est linéaire et calculer w o w + w o .
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» Exercices CCINP

Soit @ un nombre complexe. On note E I'ensemble des suites & valeurs complexes telles que :

Vn € Ny upto = 2au,41 + 4(ia — Duy,

avec (ug,u;) € C2.
1. (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites & valeurs com-
plexes.

2. Dans cette question, on considére la suite de E définie par : ug = 1 et u; = 1. Exprimer,
pour tout entier naturel n, le nombre complexe u,, en fonction de n.
Indication : discuter suivant les valeurs de a.

Soit E un espace vectoriel sur R ou C. Soit f € Z(F) tel que f2 — f — 2Id = 0.
1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que E = Ker(f + Id) & Ker(f — 21d).
1. Soient n € N*, P € R, [X] et a € R.
(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décomposition de
P(X) dans la base (1, X —a,(X —a)?,---, (X —a)").
(b) Soit r € N*. En déduire que : a est une racine de P d’ordre de multiplicité r si et
seulement si P(")(a) # 0 et Vk € [0, — 1], P*)(a) = 0.

2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X°+aX?+bX
et factoriser alors ce polyndome dans R[X].

Soient a1, as,as trois scalaires distincts donnés de K.
1. Montrer que ® : Kp[X] — K3

P+— (P(a1),P(a2),P(as3))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2. On note (e1, ez, e3) la base canonique de K? et on pose Vk € {1,2,3}, Ly = @~ (eg).
(a) Justifier que (L1, Lo, L3) est une base de Ky[X].
(b) Exprimer les polynémes Ly, Ly et Lz en fonction de a1, as et as.

3. Soit P € Ky[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, Lo, L3).

4. Application : on se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on considére les
trois points A(0,1), B(1,3),C(2,1). Déterminer une fonction polynomiale de degré 2
dont la courbe passe par les points A, B et C.
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