MPSI Corot CORRECTION TD 15 20242025

FRACTIONS RATIONNELS

» Décomposition en éléments simples

1. Enoncé : Décomposer en éléments simples sur C les fractions suivantes :
X4-2 .
(a) X(X+1)(X12) ’
Posons :
X4 -2
X(X+1)(X+2)

A
A=X'-2  B=X(X+1)X+2), Q=5=
Q) est de degré 1, donc on développe le dénominateur :
X(X+1)(X+2)=X3+3X*+2X

On réalise la division euclidienne de X* — 2 par X3 +3X? +2X :

X4 —2| X? 4+ 3X? 42X
— X4 —3X% —2x? X -3
—3X3 - 2X?
3X% +9X2 46X
TX?+6X -2
Donc :

A 1 v
a\ p,veC Q_<X_3>+Y+X+1+X+2

Ce sont des poles simples, donc par formule du cours :

_ A(0) _2_
o2 2
) A(-1) vt
P00 - (2) T o -1
. A(-2) (-2t -2 16-2
(=2 = 0)((-2) = (-1))  (=2)(-1) 2
Donc la décomposition en éléments simples est :
Q:(X_3)_)1(+Xi1+)<12
(b) e=xrem
Posons :
X3 +2

A=X+2,  B=X-DXX+1), ngz (X —1)X(X +1)

Q@ est de degré 0, donc on développe le dénominateur :
(X-DXX+D)=XX*-1)=X*-X

On réalise la division euclidienne de X3 + 2 par X? — X :
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X3 +2| X3 - X
- X34+ X 1
X +2
Donc : )
7 v
A =1+ —
v € Q=145+ 9+ 5

Ce sont des poles simples, donc par formule du cours :

_ A0 2
A (TR e B
B AQl _1By2 3
P a-oa-(—1) 2 2
A(=1) 1

V= = -

(—1-0)(=1—-1) 2

Donc la décomposition en éléments simples est :

o124 3, ]
X 2X—-1) 2(X+1)
2
(©) o
Posons :
A X2
A=X? B=(X-m)(X ==

Q@ est de degré 0, donc on développe le dénominateur :

[\

(X-mX+m)=X"—n

On réalise la division euclidienne de X? par X? — 7% :

X2 X% — 7?2
— X2+ 721
2
Donc :

A 1T
3\ C =1
HE @ +X—7T+X+7T

Les racines sont simples (7 et —), donc par formule du cours :

__Am) 7
A= (m—(-m) 27 2
A(—m) 2 T

P= ) 2 2
Donc la décomposition en éléments simples est :

/2 /2
X—m X+

Q=1+

vb.webprepa.eu o 2 / 18



MPSI Corot CORRECTION TD 15 20242025

X+1 .
(d) e s
Posons :
A=X+1 B=(X+2)(X+e) Q A A+l
fry y == 6, _ — =
B (X+2)(X+e)
Q) est de degré —1
Donc : )
1
3 pr—
Anet @ X—|—2+X—|—e

Les racines sont simples (—2 et —e), donc par formule du cours :

A2 1
C((=2) = (=€) —2+e 2-c¢
A(—e) —e+1 1-e

P e —(—2)  —ex2 2-¢

Donc la décomposition en éléments simples est :

o Lo L jlee 1
T 2—e  X+42 2—¢  X+e
X24X+1 .
(&) EoHERE=D
Posons :

X?+X+1
(X —)(X+i)(X—-1)

A=X+X+1, B=(X-9)X+i)(X-1), Q= g —

Q) est de degré —1

Donc :
A 14 v

X—i X+ Tx—1

Les racines sont simples (i, —i et 1), donc par formule du cours :

dNp,veC Q=

\ A7) _P?4itl  —l4di+l i 1
(i— (=) —1)  2i(i—1)  2i(i—1)  2(i—1) 2(i—1)
Or :
I i+1 i+l i+l i+l i1
200i—1) 26—-1)3+1) 2@2—-1) 2(-1—-1) -4 4
_ A(—1) :(4F—i+1:—4—i+1: —i _ 1
T -0 -0 (ep(i- 1) —2i(mi- 1) —2i(—i-1) 2(=i-1)
Or :
I —i+1 =i+l =i+l =i+l i1
2(—i—1) 2(—i—1)(—=i+1) 2((-i)2—1) 2(-1-1) —4 4
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Ay 1241413

(1—d(1+4) (1=l +9) 2
Donc la décomposition en éléments simples est :

z'—l—l>< 1 —i—i_lx 1 +3>< 1
4 X -1 4 X+1 2 X-1

Q:_

X+1 )
() ()(—1)2()(+—2)(X—3)7
Posons :

A=X+1, B=(X-1(X-2)(X-3), Q= é T X - 1)2())((+_12)(X —3)

Q) est de degré —2
Donc :

A 1 v P
=) C Q=
prpeC Q= mty T Ty 2 T x =3

Pour les pdles simples (X — 2 et X — 3) on utilise la formule du cours :

D R
"Te-3e—12 1
_ A(3) 4
PGB o)1y 1"

On multiplie I'équation par (X — 1)? et on 'évalue en 'X = 1" ce qui donne :

v(X —1)? +,0(X—1)2
X -2 X -3

(X —1*Q=XA+uX-1)+

X+1 B v(X =12 p(X —1)?
K_ox_g A DT T
1+1
i—2n-3 "
2=
A=1

Pour obtenir u, on dérive I'expression, puis on évalue en "X =1":

d X +1 B
ﬁ <<X - 2>(X _3)> B M+:0quand.\.é/;duéen1
(X —2)(X —3) — (X +1)(2X — 5)

X 22X _3) =pu+...
(1-2)1-3)—(1+1)(2-1-5)
(1—2)(1-3)? -
T=p
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2+ X2 .
(g) (X—I—l);Q(X—l)Z’
Posons :
X242
(X+1)X2(X — 1)2'

A=X242 B=(X+1)X2(X -1 ngz

Q est de degré —3, donc on écrit :

A 1 v p o
=D C = — 4+ = )
S C I SR 5 QS AL G T o

Pour la racine simple X = —1 :

A(-1) 3

o = = —_=

3
(—12(-1y-1)" 144

Pour le pole double en X = 0, on multiplie par X? puis on évalue en 0 :

o X242 _ A(0) B
XO=Xrnmx-1e — T osno-1g

2.

Pour obtenir p, on dérive et on évalue en 0 :

d X2+2
wx (o) |, =n = =2

Pour le pole double en X = 1, on multiplie par (X — 1)? puis on évalue en 1 :

X242 ALY
N-VO-Fw T YT arpeE s

Sa dérivée en X = 1 donne p :

d X242 11
dX<(X+1JgX2)’X:1:p - P="

Donc la décomposition en éléments simples est :

2 2 3 11 3
_ .~ 2 _ 4 4
Q_X2+X+(X—1)2 X-1 X+1
(h))((lx%i;)z;
Posons :

A
A=1-X, B=X(X+n)? Q:E.

Q@ est de degré —1, donc on pose :

A W v
= = — :
ANu,veC @ X+X—|—7T+(X—|-7T)2

Pour la racine simple X =0 :
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Pour le pole double en X = —, on multiplie par (X + 7)? :

v= lim (X +7)Q = A(=) :—1+7T.

X——m —TT s
Pour obtenir g, on dérive (X + 7)2Q puis on évalue en X = — :
d 9 1
d7((X +7) Q>’X:ﬂ =p = p=—

Donc la décomposition en éléments simples est :

Q- 11 1 1 1+7 1
w2 X m X4 T (X+4m)?
(i) X242 .
(X—v2)(X+V3)’
Posons :

A=X2+2, B=(X-V2)(X+V3), Q_g

Q) est de degré 0, donc on développe le dénominateur :

(X —V2)(X +V3) = X2+ (V3-V2)X — V6.

On réalise la division euclidienne de X2 + 2 par X2 + (v/3 — v/2)X — /6 :
Le quotient est 1.

Donc :
A p

+ .
X—V2 X+3

IpelC Q=1+
Par formule du cours :

AN (VR 4o
A_ngﬁﬂ_ﬁ+ﬁ_ﬂ+ﬁ_mrv®

LAY (VBPe2 5o
S B R v T R N S

Donc la décomposition en éléments simples est :

AVB=V2)  5(V2=V3)
X -2 X+v3

Q=1+

. 1
() X—)2(X_1-0)2"
Posons :

A=1, B=(X-i)*X-1-14)? Q:g:

Q@ est de degré —4, donc on écrit :

A L v p
I = |
L s GSriCI QU Qe P TR gu g
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Pour le péle double en X =7 :
1
X == G =t
d d 2
4 X—'2>‘ :(1.)‘ - o
dX << irQ x=i  AX \G1=0 )]y (=1)?

Pour le pdle double en X =1+ :

1

V= Xlir{l“(X —(1+9))Q = ((1—1—21)—1)2 =1,

d d 2
O MR T I B
=gzl -arre)  =m(ete) =1
Donc la décomposition en éléments simples est :
1 2 1 2

Q:(X—z')2+X—z'+(X—1—z')2_X—1—z"

. Enoncé : Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante, pourn > 1 :

r n! n!
nTon TX(X-1...(X—-n
fx_g XE-D (X
i=0
Posons : . y |
n!
A =nl, B = X —1), =—=—"——
E)( ) < B Hz‘:o(X_Z)

Q est de degré —n, donc pour k € [0,n], il existe A\ € C tel que :

Q=2
im0 X~k
Ce sont des poles simples, on utilise la formule du cours :
Ak !
Ak = —5 kB _ .
IT (k-4 II (k-1
i=0,ik i=0,ik
Or:
n k n
II EG=9=]]-1(k—9)x ] (k—1)
i=0,ik i=0 i=k+1
=klx (-1)"*x J] (i—k)
i=k+1
=kl x (=1)"* x (n—k)!
Donc :

M= e < (D = (Z) (1)

Donc la décomposition en éléments simples est :

=505
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» Applications calculatoires

3. Enoncé : Calculer les sommes suivantes, pour n > 2 :
n 1 .
(a) Zk:l 4k2_-1
1 1

1o 1( 1 1 I )
Ona gz =3 (2X71 2X+1)' Ainsi la somme voulue vaut :

13 1 1 1 1
R
242% -1 2k+1 2 2n + 1

n 1 .
(b) >k (k—1)k(k+1) *

Si 'on considére la fraction rationnelle WI(XH)’ alors
1 N S SR
(X-DX(X+1) X 2X+1) 2(X-1)
Ainsi,

S SRR S SRR SRR B A SR S
(k—Dk(k+1)  k 2k+1) 2(k—1) 2k+1) 2k \2k 2(k—1)
Donc

Z”: 1 B Z”: 11 (1

= (k—1Dk(k+1) Z2(k+1) 2k \2k  2(k—1)
v ot o1 tél
Tomn+1) 2n \4  2@2_1)) Parroecopase
S
" 2(n+1) 2n 4

(€) Zios genireer ey
On remarque que

k? — 5k — 2 12 2 11 2 (1 2>

(k—Dk(k+1)(k+2) k k+1 k+2 k-1 k k+2 \k—-1 k+1

Par télescopage, on obtient que cette somme vaut —%ﬁ + % — %

4. Enoncé : Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur l’ensemble ad — hoc :

(a) T ——;

x2_1 7
On écrit que
est

1

R S o
DX T D) ) donc une primitive de x 57

r—1
1+z

1
—1
2

n

o e 1= S e 1] =
X 21137 211[17 =

(b) z+

1—22)3

Il s’agit d’une primitive classique; on trouve x — m.

z—1)

1

2(z+1)
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(¢) z— 2+2 ;
On écrit que, si x € R,

1 1

x”+2:§1+c%f

de primitive x — \/5 arctan ( f) 7 arctan (%)

1.
(d) T = z2+x+17
L’idée pour primitiver cet élément simple est d’utiliser une forme canonique afin

de se ramener a arctan :
1 1 4 1 4 1
3

™ _ .
2 1
(2 )

est x —> §§ arctan (

XEAXHL T (x3)% 42 34 (x4d)T

Ainsi, une primitive de = — X + 2 arctan (

%\

)=

Sl

1
z24+z+1
x .
(e) Z = z2422+3
. / . . /
L’idée est de faire apparaitre *- :

x 1 2242 1

242 +3 222+20+3 22+2r+3

Or, une primitive de z + 3 m22—i82—;2+3 est x — 5 In|2? + 2z + 3|. De plus,

1 1 1

1
242 +3 (z+12+2 2 241\
(@+1) 1+ (25)

41 e e .
de primitive x +— f arctan ( 7 ) Donc une primitive de la fonction z —

est

___r
242243

+1
T = ln 74 2x + 3 arctan ()
ot 2048 artan (1
.’E4

@—1)(@—2)(z+1) ’
La décomposition en éléments simples de (

(f) z—
X4
X—1)(X—2)(X+1)

X4 _ 1 16
(X—1)(X—2)(X+1) =X+2+ (X+1) T2(xX-1) + 3(X-2)

doncx»—>%2+2:c+%ln|a:+1| sinjz — 1]+ P nfz —2|.

est

(g) T = (.Z’2+2£§(:E+1) ;
On trouve z — ¢In (22 +2) — L Inja + 1] + £ arctan (%)

r—2
(h) == e

On trouve z +— 1

2x— l 1
22— 1 ln ‘ 14z |°

5. Enoncé : Reégles de Bioche. Calculer les intégrales suivantes a l’aide des changements
de variables proposés.

(a) 4 451205 5 en posant u = cos(t);

Notons Ir 1ntegrale a calculer. Le changement de variable u = cost donne
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L du
1:/1m
1
=1 ([ln(Z +u))t, [ln(2 — u)}l_l) - ;IHB

(b) f_z% ﬁ en posant u = sin(t) ;
Notons J l'intégrale a calculer. Remarquons que

sint dt
J—/ i
1 1 —cos?t

Le changement de variable u = cost donne

cos x du
1= _/0 1—u?
1 cosx 1 1
_5/0 <u—1_u+1>du
1
= 5 (In(1 = w)[g™" — [In(u + 1))

— 1(ln(l —cosz) — In(1 4 cosx))

In <tan2 a:) =1In (tan x)
2 2

car pour x €]0, 7 [, tan§ > 0.

N =D

() Jz Sm(t) pour z €]0, 7| en posant u = cos(t);
Notons K l'intégrale a calculer. Remarquons que

/ _costdt
- 1 — sin? t
Le changement de variable u = sint fournit donc

K — /\f du
g (=)

Une décomposition en éléments simples donne ensuite

/ 1 L 1 L 1 d
— u
T4 (u—1)2% wu—1 (u+1)?2 wu+1

:1([ 1 ]? —[ln(l—u)]\éﬁg—i—{ ! }j; [ln(l—i-U)]{zﬁ)

4 \lu—1]_v2

=In(1+v2) + V2

(d) fog m en posant u = tan (%)
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Notons L I'intégrale a calculer. Le changement de variable u = tan% nous livre et
les formules de paramétrage du cercle vu dans le TD de trigonométrie donnent :

1 du

L=2[ — %
0 1—u?2+2u

Une décomposition en éléments simples donne alors

K_?/ol(u—i—\}ﬁ—l_u—ll—\/ﬁ)

= \f (In(u+ V2 = 1)) = [In(1+ V2 - ulg)
=v2In(1 +v2)

» Dérivée logarithmique

6. Enoncé : Soit P € C[X]| un polynome de degré n et de racines (comptées avec multi-
plicité) x1, ..., x, et soit a € C\{x1,...,z,}. Calculer les sommes suivantes :

(a) iy a%xl ;

Posons :

Py
P n i—1 X — T
Donc en évaluant en X = a :
P'(a) _Z": 1
Pla) Za-—u

(b) ", % : Ona:

=1 qg—z; ’
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(c) i ﬁ

Par dérivée logarithmique, on a :

(%) L

i=1
P / P'pP — (PI)Q
()2t

Donc en évaluant en X = a :

2% a—m N (P(a))?

1=

7. Enoncé : Soit P € R[X]| un polynéme scindé a racines simples 1 < ... < x,, et soil
a € R*.
(a) Démontrer que la fonction rationnelle f associée a % vérifie les propriétés sui-
vantes :

- Alyg €] —o0,z1 [, f (o) = a
- Yk € [1,n — 1], 3y €lag, vpr [, f (yx) = @

P est scindé a racines simples, donc posons :

n

H —xy,) avec ¢ € R
k=1

Soit a € R* | posons E = R\ {zy,...,2,} et :

f:E—R
P/2)

Donc par dérivée logarithmique, on a :

Vee E, f(x Zn:

k:1$—l‘k

Considérons la fonction :

g:E—R
r— f(z) —a
g est dérivable, donc continue sur E, et on a :

VeeE, J(z)=-> — <0

Donc g est strictement décroissante sur E.
Si l'on réalise 1'étude sur | — oo, 241, on a :
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g(r) ——0—a>0

Tr—r—00

Donc par définition de la limite :

dX €] —oo, 21| g(X) €] — g,—a
Donc ¢g(X) >0
Au voisinage de z7 :
g9(r) —— —o0
T—T]

Donc par définition de la limite :

71

Y €lX [ g(Y)<——
T

Donc g(Y) <0

g€ C(X,Y])
Donc : { g(X)g(Y) <0

g est strictement décroissante sur [X, Y]
Donc par corollaire du TVI : Jlyy €] X, Y] ¢g(yo) = 0.
Et comme | X,Y[C] — 00,21, on a :

Ay €] — o0, 21 f(yo) =a
Soit k € [1,n—1] :
g(x) —— 400

+
xg)ﬂ?k

g(x) — —0
I—)SC]:+1

Donc similairement, 3X,Y €]zg, x| X <Y, g(X) > 0,9(Y) < 0.
Donc par corollaire du TVI : 3y, €] X, Y[ g(yx) = 0.
Et comme | X, Y [C|zy, 2g11[, on a :

Ay €lzg, zrpa|  flyx) =a

(b) En déduire que le polynome P — aP est scindé a racines simples.
Vk € [0,n+ 1], ona :

flyr) =a
Pl(?Jk) —a
P(yr)
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Donc :
(P —aP)(yr) =0
deg(P'—aP) =n
Donc : )
[[@—w)| (P'~aP)
k=0 N———
deg(P'—aP)=n
deg(P)
Donc : .
JceR P —aP=c]](z -y
k=0
8. Enoncé : Soit P € C[X]| un polynome scindé d racines simples 1, . .., x,.

(a) Justifier que si on pose a; = % on a-

1 n a;

Soit P € C[X]| un polynéme scindé a racines simples x1, ..., Ty.
Posons : .
P=c]][(X —x)avecce C
k=1
On a deg(P)=n>1
Donc ¢ € C[X] et deg($) = —n <0
Tous les poles sont simples, donc par DES :

1 & B
1 P'(Xk)
P 1?:21 X — Tk

(b) Montrer que si P(0) # 0 alors on a :

n 1 1
2 w P (z;)  P(0)

=1

On suppose P(0) # 0.

L v % TP
P(O) kgl 0— Tk kgl T
Donc :
2": 1 B 1
=1 l'kpl($k> P(O)

(c) Soit Q € C[X] de degré inférieur ou égal a n — 2. Calculer Y}_, g,((:;ii)) lorsque
P(0) #£ 0.
Supposons P(0) # 0.
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Ona:deg(%)gn—Q—n:—2<O

Donc E (%) = 0 et comme tout les podles sont simples, par DES :

Qo) 1
P’(xk) X—$k

TIO

n

k=1

Donc Vo € R\ {x1,...,2,} :

(7) k=1 P'(xy) o —ap
<0et —0 —1
T—+00 T— 400

Donc en passant a la limite :

Qzr)
kZ::l P'(xy) ’

» Approfondissement

1
9. Enoncé : Existe-t-il une fraction rationnelle F' € K(X) telle que F' = e ?
Supposons par 'absurde qu’il existe F' € K(X) telle que F’ = % Quitte a factoriser
"maximalement" X au numérateur et au dénominateur on peut écrire R sous la forme
_X™A
B
oum € Z, A, BeK[X],A(0) # 0, B(0) # 0. Alors on trouve

F

1 /Xm A\ (mX"UA4X™A)B - XTAB
X ( B ) B B2
Xm-1 (mAB +X ( AB— AB’))

ou encore
B2 = X™ (mAB X ( A'B— AB’))

— Sim =0, alors B2 =X (A’B - AB’), d’ott B(0)? = 0. Contradiction.
— Sim > 0, alors on a aussi B(0)? = 0. Contradiction.

— Sim < 0, alors la contradiction est que le polyndme B? posséde un pole d’ordre
—m en 0 . En effet, ce pole ne se "simplifie" pas car pour le numérateur on a

(mAB+ X ( A'B—AB')) (0) = m A(0)B(0) # 0

10. Enoncé :

vb.webprepa.eu o 15 / 18



MPSI Corot CORRECTION TD 15 20242025

(a) Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polynome T,, € R[X] tel que :
VO € R, T,(cosf) = cos(nd)

Quel est son degré ?
On a :

el = (cos@ +isinf)" = Z <Z> i*sin* 0 cos" 0

k=0

_ n _1\k o302k n—2k . n 1\k w12k n—92k—1
= > <2k>( 1)*sin®* G cos™ 0 +4 Y <2k—|—1>( 1)% sin“" 6 cos 0

0<2k<n 0<2k—+1

= cosnb + isin nd

et donce

cosnf = Y (;{) (=1)¥sin* fcos™ 0= (21) (0052 0— 1)k cos" 2 ¢

0<2k<n 0<2k<n

Il suffit donc de prendre T,, = >"g<or<y, (;ﬂ) (X2 — 1)k Xn—2k,

Démontrons 1'unicité. Supposons qu'il existe deux polynémes T}, et T), vérifiant
la condition de I'énoncé. Comme cos(R) = [—1,1], T, et T,, coincident sur [—1,1]
qui est un ensemble infini. Donc T,, = T,.

Chaque terme de la somme définissant T, est degré n et de coefficient dominant

(2’2) La somme de ces coefficients étant non nulle, on en déduit que degT,, = n.

(b) Soit n € N*. Quelles sont les racines de T,, ¢
2k+1)m

Remarquons que cosn# s’annule pour 6 = 6, = ( 5 avec k € Z. On a

donc T, (cosby) = 0. Pour 0 < k < n—1,60, € [0, 7] et cos est injective sur [0, 7], ce
qui prouve que les x = cos ), pour 0 < k < n— 1 sont n racines distinctes de T,,.
Or deg T,, = n. Les x;, pour 0 < k < n—1 sont donc exactement les racines de T,,.

1
(¢) Déterminer la décomposition en éléments simples de —.
n

Pour n = 0, Ty = 1. Donc %O = 1. Supposons n > 1. Alors deg %ﬂ < 0etla
1

partie entiere de est nulle. Tous les poles de % sont simples et le coefficient

Tn
de X_lx dans la décomposition en éléments simples de % est T,% Dérivons
k n n(Tk)
I'identité T, (cos @) = cosnf. On obtient —T” (cosf)sind = —nsinnd. On a donc

T (zx)sinfy = nsinnb. Or pour 0 < k <n—1,0; €]0,7[ donc sinfy, # 0 et
sinnfy = sin (g + kw) = (—=1)*. On en déduit T/, (x3,) = D' Ta décomposition

sin 0y,

en éléments simples de —— est donc
n

I 1"2—:1(—1)’fsmek
T, X — cos 6y,

"o

11. Enoncé : Soit n € N*.
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(a)

Montrer qu’il existe un unique polynome A, € C[X] tel que :

1 1
A (x+o)=x"+
( - X) T X

On montre l'existence par récurrence double. Soit HR(n) I'hypothése de récur-
rence :
«Il existe un polynome A, € C[X] tel que A, (X + %) = X"+ ¢=. » HR(0) et
HR/(1) sont vaies : il suffit de prendre Ag = 2 et A; = X. Supposons HR(n) et
HR(n+1) pour un certain n € N. On remarque que X" 2+ 1 = (X"+1 + an+1> (X + %) —
(X” + %) Il suffit donc de prendre A, o = XA,+1 — A, - HR(n + 2) est donc
vraie et on conclut par récurrence double.

Supposons qu’il existe deux polynémes A, et A, vérifiant la conidtion de I’énoncé.
Comme I'application x — x + = est surjective de R* dans R, les polynémes A,, et

A,, coincident sur R qui est un ensemble infini. Donc A,, = A

Montrer que les racines de A, sont :

2k +1
$k:2cos<(2—;/)ﬂ>, pour 0 <k <n-—1.

Les racines de 1’équation 2" + zin = 0 sont les racines 2N® de -1 , & savoir les
(2k+1)ir £ Yois
zr==e 2n  pour 0 <k <2n—1. On en déduit que les z, = z, + i sont des ra-

cines de A,,. On trouve alors z;, = 2 cos (2k+1) .Pour 0 <k <n-—1, (2k+1) € [0, 7]
et cos est injective sur [0, 7] : les zy pour O <k <n-—1sont donc deux a deux
distincts. A,, possede donc n racines distinctes. Or I’égalité définissant A,, montre
que A, est de degré n. Les x; pour 0 < k < n—1 sont donc exactement les racines

de A,,.

1
Décomposer e éléments simples.
n

Pour n =0, 10 = % Supposons n > 1. Alors deg — L < 0. La fraction rationnelle

admet donc une partle entiere nulle. De plus, tous les poles de —— sont simples
et Te coefficient de % dans la décomposition en éléments
simples de A est —— (wk)' En dérivant 'identité A, ( ) X”—kﬁ, on obtient

(1) ) (- k)

En substituant z, a X et en utilisant le fait que x, = 2z + i, on obtient

(3=l

Comme les z; sont des racines 2n°™ de —1, 27 # 1 et donc 1 — Z% # 0. De plus,
k

(2k+1)im 3 . .
M=e 2 = (=1). Ainsi

2(-D%% 1 on(=1)% _ (=1)n

Al (zp) = =
n 1 1 . (2k+1)w
2z 1— =% ZE — =— (Zk+1)m
k P kT sin =5~
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La décomposition en éléments simples de —— - est donc :
1 "Zl —1)*sin 0y,
A, — 2 cos 6,
avec 0, = (%;;UW

12. Enoncé : Soient n > 2 et P, = [1i_o(X — k).

(a)

/

n

En considérant f, = —*, montrer que P admet une unique racine x,, dans |0, 1[.

n
Ona f, — > ﬁ; fn est donc continue sur |0, 1 [ et f, est strictement décrois-
sante sur |0, 1[ comme somme de fonctions strictement décroissantes sur ]0,1[. De
plus, lim, o+ fn(z) = +00 et lim, ;- f,(z) = —o0. Donc (exercice classique) f,
s’annule une unique fois sur ]0,1[. Par conséquent, P/ s’annule une unique fois
sur ]0, 1].

Montrer que la suite (x,,), converge vers 0.
Posons H,, = >} 1. Puisque f, (z,) =0,

Puisque 0 < z,, < 1, xi > H,. Il est classique de montrer que lim,, .., H,, = 400.

_xn

Ainsi lim,, o xi = +o0 puis lim, . x, = 0.
n

Montrer que x,In(n) — 1.
A nouveau,

1 1 - 1

Puisque z,, < 1,

Puisque lim,, ﬁ + % =0et lim, . H, = +00

1 1
+7+Hn
l1—z, n

B 5 1don

n——+oo In(n) 40

On en déduit que H,z,,

le résultat.
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