TD 15

Applications calculatoires

3. (a) On a 4X%_1 = % <2X1_1 — 2X1+1). Ainsi la somme voulue vaut :
I~ 1 1 1 1
2k:12k—1 2k+1 2 2n+1

(b) Si 'on considére la fraction rationnelle m, alors

1 o 1 1
X-DX(X+1) X 2x+1) Tax—1)

Ainsi,

1 R 11 (1 1
k—DkE+D)  F2+D) 201 2(k+1)_2k_<2k = 1))

Donc

. 1 1 1 1 1
(k—Dk(k+1) 2(k+1)_2k:_<2k:_2(k—1)>

k=2 k=2
1 1 1 1 )
= m — % — <4 — 2(2_1)> par telescopage
1 11
T 2n+1) 2n 4

(c) On remarque que

k? — 5k —2 to2 2 1 12 /1 2
(k—Dk(k+1)(k+2) k k+1 k+2 k-1 k k+2 \k—1 k+1

Par télescopage, on obtient que cette somme vaut _%H + % - %

1



4. (a) On écrit que, X21_1 = 2()(171) — 2(X1+1)’ donc une primitive de

1 1
T 31y — 2@+D) oSt

r—1
1+

1 1 1
Hiln\x—l\—iln|x+1|:§ln

1
(b) Il s’agit d’une primitive classique; on trouve z — m

(c¢) On écrit que, si z € R,
I 1
22+2 2 2 )2
1+ (%)

R 1 T _ 1 x
de primitive x §ﬁarctan (%> = arctan (\/5)
(d) L’idée pour primitiver cet élément simple est d’utiliser une forme

canonique afin de se ramener & arctan :

1 B 1

X2+ X+l (x41)743

1 4 1
4 1\2 3 2 :
(X +35) +1 2 1
3 ( 2) (\@X + \/§> +1
Ainsi, une primitive de x x2+1$+1 est x — 4 f arctan (%X + %) =

2 2 1
7 arctan (%X + %)
(e) L’idée est de faire apparaitre -

_4
3

r 1 2042 1
x2+2x+3_2x2+2x+3 72+ 2z +3
Or, une primitive de  — 1 222 est 2 — %ln ‘a:2 + 2z + 3|. De plus,

2 z24+2z+3
1 B 1 1 1
2 +26+3 (z+1)2+2 2 212
1+ (%5

de primitive z — % arctan (L\g) Donc une primitive de la fonction

est

1 1 z+1
— —1Inl|z? + 22 + 3 —arctan<>

(f) La décomposition en éléments simples de =) )?(_42) X est

x
z = 242243




X4 1 1 16
=X+24+ - +

X DX -2)(X +1) 6(X +1) 2(X—1)  3(xX—2)

doncx»—)$2—2—|—2:U—|—%1n|33+1|—%ln|x—1|+%ln|x—2|.

(g) On trouve x +— %ln(:v2 +2)— %ln lx 4+ 1| + g arctan (%)

12z—1 1 1—2
(h) On trouve z — 55— + 5 In |57

6. (a) Notons I I'intégrale a calculer. Le changement de variable v = cost

donne
I_/ldu
_14—’U,2

1/1 1 N 1 4
= - u
4/ ,\24u 2—u

= i (In2+w)]t) — @2 -w)t,) = %ln?’

(b). Notons J l'intégrale a calculer. Remarquons que
T sint dt
J_ sin
= 1—cos?t
2
Le changement de variable u = cost donne
J _ /COSQ? du :
0 1—u
1 COoS T 1 1
== / — du
2 Jo u—1 wu+1

— = (In(1 =Wl — [n(u+ DIF™)

\)

1
= §(ln(1 —cosz) —In(1l + cosx))
1 9T T
=3 In (tan 5) =In (tan 5)

car pour z €]0, 7 [,tan% > 0.
(c) Notons K l'intégrale a calculer. Remarquons que

K:/4 cost dt i
-7 (1 —sin??)
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Le changement de variable u = sint fournit donc

@ du
K:/ﬁ1 2)2
*7(_'“)

Une décomposition en éléments simples donne ensuite

1 % 1 1 1 1
2
K=- _ d
4/_¢g<(u—1)2 u—1+(u+1)2+u+1) "
(7117 , L2 L ¥ | 2
_ - — (1 — 1
1 [u—J_ﬂ In @L§+WU+J_2+WM Tl
2 2

=In(1+v2) +v2

(d) Notons L l'intégrale a calculer. Le changement de variable u = tan%
nous livre et les formules de paramétrage du cercle vu dans le TD de trigo-

nométrie donnent :
1
d
L:2/1L
0 1-— u2 + 2u

Une décomposition en éléments simples donne alors

K:\f/o1 <u+\;§—1_u—11—ﬂ)

— Y2 (tafu+ V2 - D}~ [ia(1 + V2 - u]})

=v2In(1 +v2)

Approfondissements

9. Supposons par 'absurde qu'il existe F € K(X) telle que F' = % Quitte
a factoriser "maximalement" X au numérateur et au dénominateur on
peut écrire R sous la forme

XA
F=—#H+-—
B

ounmeZ, A, BeK[X],A(0) # 0, B(0) # 0. Alors on trouve



1 /XmA\  (mX"TA4+X™A)B-X"AB
X \ B B2

X" (mAB+X(A'B-AB))

= o

ou encore

B? = X" (mAB+ X ( A'B — AB'))
— Sim =0, alors B2 = X (A'B — AB’), d’ot B(0)? = 0. Contradiction.

— Sim > 0, alors on a aussi B(0)2 = 0. Contradiction.

— Si m < 0, alors la contradiction est que le polynéme B? posséde un
pole d’ordre —m en 0 . En effet, ce pole ne se "simplifie" pas car pour
le numérateur on a

(mAB + X ( A'B— AB')) (0) = m A(0)B(0) # 0.
10. (a) On a:

"l = (cos@ +isinf)" = Z <Z> i* sin® 0 cos™ 0
k=0

_ W\ Nk 2k n—2k : n ki 2k n—2k—1
= Z <2 )( 1)" sin*" 0 cos 0+ Z <2k+1>( 1)" sin“" 0 cos 0

k
0<2k<n 0<2k+1

= cosnb + isinnd

et donc

cosnf = Z <2?2‘> (—1)k Sinzk 0 Cosn_Qk 0= Z <2n]/€> (cos2 0 — 1)k cosn_gk 0

0<2k<n 0<2k<n

I suffit donc de prendre Ty, = 3 g cop.<, (o) (X% = l)k Xn-2k,

Démontrons 'unicité. Supposons qu’il existe deux polynémes T,, et T,
vérifiant la condition de I’énoncé. Comme cos(R) = [—1,1], T,, et T, coin-
cident sur [—1, 1] qui est un ensemble infini. Donc T,, = T
Chaque terme de la somme définissant T,, est degré n et de coeflicient do-
minant (272) La somme de ces coefficients étant non nulle, on en déduit que
degT,, = n.

(b) Remarquons que cosnf s’annule pour § = g, = LU

o avec k€ Z. On a




donc T, (cos ) = 0. Pour 0 < k <n — 1,0, € [0, 7] et cos est injective sur
[0, 7], ce qui prouve que les z; = cosf; pour 0 < k < n — 1 sont n racines
distinctes de T,. Or deg T,, = n. Les z; pour 0 < k < n — 1 sont donc
exactement les racines de T),.

(c) Pour n =0, Ty = 1. Donc = 1. Supposons n > 1. Alors deg 4 <0

et la partie entlere de T est nulle Tous les poles de —— sont snnples et

le coefﬁc1ent de X dans la, décomposition en éléments snnples de —— est
T;(xk)' Dérivons I’ 1dent1te Ty (cosf) = cosnb. On obtient — T} (cos 6) sm@ =
—nsinnf. On adonc T}, (xy) sin 0, = nsinnby. Or pour 0 < k <n — 1,0, €]0, 7]
donc sin 6y, # 0 et sinnby, = sin (5 + kr) = (—1)". On en déduit T/, (x) =
(=D*n

sin 0y,

. La décomposition en éléments simples de —— est donc

1 « 1 ksin 6y,
7 n kz;) — cos 0y,
11. (a) On montre l'existence par récurrence double. Soit HR(n) I'hypo-
these de récurrence :
«Il existe un polynome A,, € C[X] tel que A, (X + %) =X"+ %.»
HR(0) et HR(1) sont vaies : il suffit de prendre Ag = 2 et A} = X
Supposons HR(n) et HR(n 4 1) pour un certain n € N. On remarque
que X" 4+ o = (X" 4 ) (X + %) — (X" + =) 11 suffit
donc de prendre A, 49 = XA, — A, - HR(n + 2) est donc vraie et
on conclut par récurrence double.
Supposons qu’il existe deux polynoémes A, et A,, vérifiant la conid-

1
tion de I’énoncé. Comme 'application = — x + — est surjective de R*
x

dans R, les polynomes A,, et A,, coincident sur R qui est un ensemble
infini. Donc A,, = A,,.
(b) Les racines de ’équation 2" + zin = 0 sont les racines 2N de

. (2k+1)im .
-1, a savoir les zp = e 2n pour 0 < k < 2n — 1. On en déduit que les

T = Zk + ik sont des racines de A,. On trouve alors xy = 2cos (Qk;bl)ﬂ.
Pour 0 <k <n-—1, (%H) € [0, 7] et cos est injective sur [0, 7] : les x, pour

0<k<n-—1sont donc deux & deux distincts. A,, posséde donc n racines
distinctes. Or I’égalité définissant A, montre que A,, est de degré n. Les zy,
pour 0 < k < n — 1 sont donc exactement les racines de A,,.

(c) Pour n =0, %O = l . Supposons n. > 1. Alors deg % < 0. La fraction

rationnelle A admet donc une partie entlere nulle. De plus, tous les poles de

Ai sont sunples et le coeflicient de X dans la décomposition en éléments



simples de Ain est m. En dérivant l'identité A, (X ) X" 4 X”’

obtient
1 , 1 1 1
(1—X2)An(X+X>:n(X _Xn+1>

En substituant z; & X et en utilisant le fait que x; = 2 —|— =, on obtient

1 1
1 - A/ — n—1 _
< Z,%) n (@) =n (Zk ZZH)

Comme les z, sont des racines 2n®™e de — 1, zg # 1 et donc 1 — Z% # 0.
k

De plus, 2z} = T (—1)*4. Ainsi
A () = 2(=1)F 1 _ 2n(—1)% _ (—1)kn
" w 1-% z— ik sin 7(2]‘3;1)”
k n

La décomposition en éléments simples de % est donc :

lnz_:l sm@k
s X — 2cos by,

(2k+1)7
2n

avec 0, =

1
12. (a) On a f, Z p— fn est donc continue sur |0,1[ et f,
=0
est strictement decrmssante sur ]0,1[ comme somme de fonctions

strictement décroissantes sur ]0,1[. De plus, lim, ,g+ fn(z) = 400

et lim,_,;- fn(x) = —oo. Donc (exercice classique) f,, s’annule une
unique fois sur ]0, 1[. Par conséquent, P}, s’annule une unique fois sur
10, 1].

n
(b) Posons H,, = > 1. Puisque f, (z,) =0,

k=1

1 1
Ty ; k—x,
Puisque 0 < z,, < 1, x% > H,. Il est classique de montrer que limy, oo H, =

+00. Ainsi limy, 1o Ii = +o00 puis limy,_y o0 z, = 0.
n

(c) A nouveau,



Puisque z,, < 1,

1 1 1
H — = H, = Bl < |
n<xn<1—xn+zk—1 l—mn+ -l 1—xn+n+ "

1
1—xpn

Puisque lim;,— 400 + % =0 et lim, 4o Hy, = 400

1 1
l—z, n

On en déduit que Hy,z,, — 1. Il est classique de montrer que —
n——+0o0o ln(n) n—-+oo

1 d’out le résultat.



