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FRACTIONS RATIONNELLES

» Décomposition en éléments simples

1. Décomposer en éléments simples sur C les fractions suivantes :

) X4 -2 . ® X+1 .
X(X+D)(X+2)° (X 12X -2)(x-3)’
) X342 . © 2+ X2 .
X _DX(X+ 1)’ & X+ DX2(X 12’
() X h) — =
(X —m)(X+m)’ X(X +m)?’
(@) X+1 . ) X2 +2 .
(X+2)(X +e)’ (X —V2)(X +V3)’
© X2+ X +1 . 1

T ooxtyx-n’ Y Toogx oo
2. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante, pour n > 1 :

n! n!
Fn = ﬁ(X_Z.)*X(X_n...(X_n)'

=0

» Applications calculatoires

3. Calculer les sommes suivantes, pour n > 2 :

no ] - 1 - k% — 5k —2
@ 2 =7 ® Z(k—l)k(kﬂ); () Z(k—l)k(k+1)(k+2)'

k=1 k=2 k=2
4. Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur I’ensemble ad—hoc :
(@) 70 g (@) we g () 7
a) = ; x ; ;
2?2 —1 22+r+1 & (x2+2)(x+1)
0) 20 s (@) oo ) 2
T —x; (&) z—» 57— T .
(1—2z)3"° 22 +2x+3’ (x4 1)2(x —1)2
© om 0 an &
c) T ———; x ;
2242’ (z—)(xz—2)(x+1)’
5. Régles de Bioche. Calculer les intégrales suivantes & I’aide des changements de variables pro-
posés.
T sin(t) dt ioodt
(a) /0 48111((30)3(75)2 en posant u = cos(t) ; (c) /_7rZIr cos (D)’ en posant u = sin(t) ;
2 dt

(b) /L dt pour z €]0, 7] en posant u = cos(t); (d) /0

en posant u = tan (%).
5 sin(t) P (5)

sin(t) + cos(t)

» Dérivée logarithmique

6. Soit P € C[X] un polynome de degré n et de racines (comptées avec multiplicité) z1,...,x,
et soit @ € C\ {z1,...,2,}. Calculer les sommes suivantes :
n 1
a )
RS
b —
R
n 1
() X 5

=1 (a— )
7. Soit P € R[X] un polynome scindé a racines simples z1 < ... < x,, et soit a € R*.

/
(a) Démontrer que la fonction rationnelle f associée a B vérifie les propriétés suivantes :

— Jlyy €] — o0, z1[, flyo) = a;
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— Vk € [1,n—1], lyx €]ag, 211, flyr) = a
(b) En déduire que le polyndéme P’ — aP est scindé a racines simples.
8. Soit P € C[X] un polynome scindé a racines simples z1, ..., .
1

a) Justifier que si on pose ¢; = ——— on a
(a) q pose 4 = 5o

1 - a
F:;X

%
—x;

(b) Montrer que si P(0) # 0 alors on a :

n

1 1
2 2P (z)  P(0)

i=1

(c) Soit Q € C[X] de degré inférieur ou égal a n — 2. Calculer kzl 163'((?,)) lorsque P(0) # 0.

» Approfondissements

1
9. Existe—t—il une fraction rationnelle F' € K(X) telle que F’ = < ?

10. (a) Soit n € N. Montrer qu'il existe un unique polynéme T,, € R[X] tel que
Vo e R, T,(cos) = cos(nb).
Quel est son degré?
(b) Soit n € N*; quelles sont les racines de T,, ?

1
(c) Déterminer la décomposition en éléments simples de —.
n

11. Soit n € N*,
(a) Montrer qu'’il existe un unique polynome A,, € C[X] tel que
1 1
Ay (X4 o) =X+ —.
(r5) =¥

2k + D)7

(b) Mountrer que les racines de A,, sont les x = 2 cos (
n

>pour0§k§n1.

1
(c¢) Décomposer T éléments simples.
mn
12. Soient n > 2 et P, = [[ (X — k).
k=0

/

(a) En considérant f, = P—”, montrer que P/, admet une unique racine z,, dans ]0, 1.
n

(b) Montrer que la suite (z,,),, converge vers 0 .

(¢) Montrer que z, In(n) — 1.
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