MPSI Corot CORRECTION TD 14 20242025

POLYNOMES

» Arithmétique sur les polyndémes

1. Enoncé : Soit n > 2. Effectuer la division euclidienne de A par B dans K[X], lorsque :
(a) A=X34+X2-X+1,B=X —1;

On a:
X2 +X?2 —X+1|X-1
- X3 + X2 X2 42X +1
2X%2 — X
—2X?2 42X
X+1
—X+1
2
(b) A=X*"—3X34+4X2—1,B=X2+X+1;
On a:
X4 —3X3 +4X7? -1/ X?+X+1
- X* —X? —X? X2 —4X +7
—4X3 4+ 3X?
4X3 4+ 4X2 +4X
TX?2 44X -1
—T7X?2-7X -7
—3X -8
() A=X? 4+ X4 — X3+ X —1,B= X3+ X2+2;
On a:

X° 4+ X4 — X3 +X -1 X3+ X242
- X° - X* —2X? X2 1
—X?—2X24 X —1
X3 4+ X? +2
- X2+ X +1
(d) A= X2 4 X3+ L X0 B = X2 4+ X +1;
On a :

A — X3n+2 4 X3n+1 +X3n
= (X*")(X?+ X +1)

Donc par unicité de la division euclidienne, on a :

A= (X*")\B
(e) A=X"2 4 X! X" B=X3—-2X +1;
On a :

"2 4 gt g 3 —2r+1
_l,nJrQ + 2" — xnfl xnfl + l,an + ‘,L,n73

xn—l—l + " — [En—l

_l.n—I—l + 2xn—1 _ l’n_2

"+ an_l - xn—Z
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Donc on remarque que :

n—1
A=(X*-2X+1)> X"+R

k=0
Donc :
_ yn+2 n+l _ yn _ 3 X" —1
R= X" 4 X X — (X —2X 4 1)
_ ynt2 n+l _ yn _ o 2 _ X" —1
= XXX (X - (4 X - )
:Xn+2+Xn+1_Xn_(X2+X_1)(Xn_1)
:Xn+2+Xn+1_Xn_(Xn+2+Xn+1_Xn_X2_X+1)
=X+ X-1
Donc : .
A=(X*-2X+1)> XF+(X°+X -1)
k=0

Autre méthode :
On a:

A=BQ+ R
R=aX?+bX +C car deg(R) < deg(B) =2
Trouvons les racines de B :

1 est racine de B, doncon a B = (X —1)(X2+ X —1).
Les racines du polynomes X2 + X — 1 sont :

Vs 16

v 2 0=

Donc on a :

R(1) =AQ1) a+b+c=1

RY) =AW) <= (ap? + 0+ =2 4 — g =" (Y? + ¢ — 1) =0

R(y) = A@) a? + b+ e =P Y — g = (P 4 — 1) =0
R est une polynome de degré < 2 unique.
Or 22 4 x — 1 vérifie le systétme aveca =1, b= 1, c = —1
Ou sinon, R est un polynéme de degré 2 tel que : R(y)) = R(1)) = 0 et donc on
a:

(X -—)(X=¢)|R

Donc :

X2+ X —1]aX*+bX +c
Par degrée, I\ € K tel que :
aX?+bX +c=ANX*+X—1)
Donc A=1let R= X2+ X — 1.
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(f) A= (X =3+ (X —2)" —2,B = (X —2)?;
On a:
31Q € K[X],3(a,b) € K* telsque A= BQ+aX +b

De plus, en x =2, on a :
AR)=(-1)*"—2=—-1=2a+b
En dérivant :
A/:B/Q+Q/B+q

Enz =2 ona:
A'(2)=a=—-2n

b=—-1—-2a=4n—1
(g) A=X"B=X—1.
On a:

= -2
Donc : {a " Etdonc: R=—-2nX +4n — 1.

n—1
X-DY Xf=Xx"-1"=X"-1
k=0
X'—14+41=X"
Donc par unicité de la division euclidienne, on a :
n—1
A=X-1D)Y XF+1
k=0

2. Enoncé : Soit P = X5 —2X% — 8X* —22X3 — 53X2 — 56X — 20.

(a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X?* + 1.

On a:
X6 —2X% —8X* —22X3 —53X% —56X —20| X +1
— X6 — X4 | X1 —2X% — 9X2 — 20X — 44
—2X° —9X* - 22X°
2X° +2X°
—9X* — 20X — 53X?
9x* +9X?
—20X° — 44X? — 56X
20X° +20X
—44X? — 36X — 20
44> +4
— 36X +24

(b) Calculer P(i).

Avec a) on sait que :
P=(X?+1)(X*-2X? - 9X? — 20X — 44) + (—36X + 24)

Donc :
P(i) = (—36i + 24)
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3. Enoncé : Soit P € K[X].
(a) Démontrer que P — X divise P* — X* pour tout k > 1.
Posons P = Y32 ap X*.
Alors :

pPF—xF=(P- XZPJX’”

7=0

Donc P — X divise P* — X* pour tout k > 1.
(b) En déduire que P — X divise Po P — P.
On a:

PoP—P=P(PX)) - P(X)

= Z apP(X)" =Y ap X*
k=0
= Z CLk Xk)
\—,_/

divisible par P—X

Donc par a), on a :
P-X|PoP-P

(¢) Conclure en démontrant que P — X divise Po P — X .

On a :
PoP—X=(PoP—-P)+(P-X)

Donc par b), on a :
P-X|PoP—X

4. Enoncé : Déterminer le pged des polynomes X° + X3+ X? +1 et 2X3 + 1.

XP+ X +X241|2X%+1 2X° +1[ix2+1 3 X2 +1l-2Xx+1
- X° —1X? X241 —2Xx%-2X 4X — X%+ 31X -1x-1

X3+3X%+1 —2X +1 X435
1
- X3 —1 —7X+g
1 1 5
X7+ 3 8
—2X +1]2
16 8
2X - 232X+
1
-1
0
5 3 2 3 1 2 1 1 2 1
XOH X+ X1 =X+ ) (X + 5 ) + (557 + 5

2X° + 1:(2 ) X)+ (—2X +1)
Lo, | 1\ 5
- — = (—2X ) G
POy 2D (=) g
16 8
22X +1= —X +
8( 5 4)+0
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Donc le pged est 1.
5. Enoncé :

(a) Soient a,b € C tels que a # b et soit P € C[X]. Déterminer le reste de la division
euclidienne de P par (X —a)(X —b).

Soit P € C[X].
Posons R : X +— aX + 3 avec «, § € C un polyndéme de degrée 2.
On a :

PX) = (X = a)(X = 0)Q(X) + R(X)

Trouvons les racines pour remonter a « et 3.

Ona:
P(a) = R(a) = aa+ . %:a
P(b) = R(b) =ab+ 5 P(a) _ P(lgl),:(;(a) _ 5
Donc on a :
R(X):IWX_'_P(G)_P(bz:aP(cz) avec a # b

(b) Soit ¢ € R. Déterminer le reste de la division euclidienne de (cosp + X sin)"
par X% + 1.
Soit ¢ € R.
On divise (cos ¢ + X sin )™ par un polynome de degré 2.

On pose :
Ry: X—aX+ [ aveca,BeR

Les racines de X2 + 1 sont i et —i.
On a :

(cosp +isinp)" =i+ 3 <= ™ =ai+ 3
(cosp —ising)” =a(—i)+ = e " = —ai+ 3

Donc on a le systeme :

. in - einga_efingo .
ai + B = eine | o= 7mwfiﬂw = sin(nep)
it fmeme B S cosfng)
Donc :
R(X) = sin(ng)X + cos(ny)
> Racines

6. Enoncé : Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que Vz € C, P(2) = Z.
Analyse :
Supposons trouvé P € C[X] tel que :

VzeC, P(z)=2z
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Posons Q(X) = P(X) — X.
Donc :

VzeR, QX)=PX)—-X=X-X=0

Donc ) admet une infinité de racines réelles, donc ) est le polynéme nul.
Alors :
VzeC, Q(z)=P(z)—2=0
Donc P(z) = z pour tout z € C.
Ce qui veut dire que z = z pour tout z € C.
Absurde. Donc il n’existe pas de polynéme P € C[X] tel que Vz € C, P(z) =
7. Enoncé : Soit I un intervalle de R non vide, non réduit a un point et f, g deux fonctions

polynomiales telles que Yo € I, f(x)g(x) = 0. Démontrer que f = 0 ou g = 0. Ce
résultat s’applique-t-il aux fonctions non polynomiales ?

Il existe a,b € I tels que a < b.

Donc par convexité de I, on a [a,b] C 1.

Donc I contient une infinité de points compris entre a et b.
Donc le polynome f x g admet une infinité de racines dans I.
Donc le polynéme f x g est le polynéme nul.

Par intégrité de anneau K[X], on a :

f=0 ou ¢g=0

Contre-exemple :
Soit f: X +— Loy et g: X — Ty;.
On a bien Vz € I, f(z)g(x) = 0 mais f # 0 et g # 0.

8. Enoncé : Résoudre dans C les systéemes suivants :

fy—3 :c—l—y+2 =1
(a) v +y 5 i (b) { P4yt +2E =
vy = lplyl =y

(a) :

Soit x,y € C, on a :

= 219 2 = =92
r+y=3 ¢+ 22y +vy 9 Ty
4+ y*=5 4+ y*=5 4+ y*=5

On peut alors construire le polynéme caractéristique associé au systeme :
PX)=X—(z+y)X+ay=X>-3X+2=(X-1)(X —-2)

Donc les solutions sont z =1lety=2oux =2et y = 1.

(b) +

Soit x,y,2 € C, on a:
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r+y+z=1 2+t + 22+ 2@y +azt+yz) =1
sty ti=1 sty ti=1

Ty +xz+yz=—4

— {r+y+z=1

rY+r2+yz =1
TYZ

Yy +rz+yz=—4
< rt+y+z=1
ryz = —4

On peut alors construire le polynéme caractéristique associé au systeme :

PX)=X’—(z+y+2)X*+ (vy+ a2z +y2)X — 2yz
=X’ - X*—4X +4
= (X - 1)(X*—4)
— (X~ 1)(X —2)(X +2)

Donc les solutions sont : (z,y, 2) € {(1,2,-2),(1,-2,2),(2,1,-2),(2,—-2,1),(—=2,1,2),(-2,2,1)}
9. Enoncé : Soit P € K[X] tel que P(0) =0 et P(X?*+1)=P*+1.

(a) On considére la suite définie par récurrence par ug = 0 et upy; = u2 + 1 pour
n > 0. Démontrer que, pour tout n € N, P (u,) = uy,.

Montrons par récurrence sur n, que pour tout n € N, on a :
P(n): "P(u,) = u,”

Initialisation : Pour n =0, on a :

P(ug) = P(0) = 0 = ug

Hérédité :
Supposons que pour un n € N, on a : P(u,) = u,.

Montrons que pour n+ 1, on a : P(u,11) = Upi1.
Ona:

P(tpy1) = P(u? +1)
= P?(u,) + 1
=u?l+1 (HR)

= Un+1

Donc P(n + 1) est vrai.
La propriété est héréditaire.
Conclusion :

Donc pour tout n € N, on a : P(uy,) = u,.
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(b) Que peut-on en déduire sur le polynéme P ¢
Posons le polynome Q(X) = P(X) — X.
On a :
Q(u,) = P(u,) —u, =0

Or Vn > 1,u, > 1 et donc u,q > uy,.
Donc (uy,), est strictement croissante, donc () admet une infinité de racines dis-
tinctes dans R.

Donc @ est le polynéme nul et P(X) = X.

10. Enoncé : Soient n,p € N*. Démontrer que :

(X" — 1) A(XP—1) = X" — 1

Soit n,p € N*.

Montrons que (X" — 1) A (X? — 1) = X" — 1.
Quitte a échanger n et p, on suppose que p < n.
Sin=p,alorsn Ap=netona:

(X"~ DAXP—1) = (X"—DA(X"—1)=X"—1=X""_1

Sinon, par algorithme d’Euclide sur 7Z :
Il existe (rg)r et un entier N > 0 tel que Yk > N,rp.o est le reste de la division
euclidienne de ry par 7441 si rp11 # 0 (sinon rio = 0).
On a donc :
rny1 =0
TN =nAD
Vk> N,rgy1 =1k 1 AT, =nAp

Appliquons 'algorithme d’Euclide sur les K[X].
Doncn=pg+r,avecge Net 0 <ry <p.

Donc on a :
X" —1=XPit2 _ 1= (XP=1D(7)+(X™=1)
Or :
XPatr2 _ ] = (XPHX"? —1
=(XP1—-141)X"™ -1
= (XPIT—-1)X" 4+ (X —1)
qg—1
= (XP—1) > XM 4 (X7 - 1)
k=0
Donc on a : )
g—
X" —1=(XP—1)Y X"t 4 (X" —1)
k=0

Donc X™ — 1 est le reste de la division euclidienne de X™ — 1 par X? — 1.

Donc on a :
(X"—DAXP=1)=(XP-1)A (X =1)
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11.

12.

Egalement, en partant de 7, = qgrpr1 + rp2 avec g € N, le reste de (X™ — 1) et
(X7t —1) est (X™+2 —1).

Donc on a :

VE <N, (X"—1)A(XP—1)= (X" — 1) A (X" —1)

rN+1 =0
rvN=nAp

(XP—DAX"=1) = (XM —DAX! 1) = (X" - 1)A(X"—1) = (X" ~1)

Donc :

Enoncé : Soient x,y, z trois complexes non nuls tels que x+y+2 =0 et %"" i +§ =0.
Montrer que |x| = |y| = |z|.

Soit z,y,z € C*

On a le systeme :

xyz # 0
— Jr+y+z2=0

r4+y+2=0 r+y+z=0
yz+xz+axy =0

111 yrtostay _
m+y+z_0 TYZ =0

Si on pose le polynome associé au systéme, on obtient :
(X —2)(X —9)(X = 2) = X° = (z +y +2)X° + (zy +yz + 20) X — ayz
Posons K = zyz € C de tel maniere a ce que K # 0 et :
PX)=X’-K

Posons K = re avec r > 0 et § € R.
Alors les racines de P sont les racines cubiques de K :

[ 2km

Irxes xes pourk=0,1,2

Posons X; = /re's, Xo = Jre'6+%) et X3 = JrelG+5).
Donc les solutions du systeme sont :

(1’, Y, Z) € {(X17X27 X3)7 <X17 X37 X?)a (X27 Xla X3)a (XQa X3a Xl)a (X?n Xla X2)7 (X37X27X1)}
Et dans tout les cas, on a :
= = [yl = || = V/r

Enoncé : Soit n € N. Le polynome

n Xk:

k=0

posséde-t-il une racine multiple ?
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Posons : i .
n X , nol x
PRZZF et Pn:Pn—IZ ﬁ

k=0 k=0

Alors, si a € K est racine multiple de P,, alors :

Donc :

OI‘PHI%—FP”,L
Donc :

Or P,(0) =1 # 0. Donc P, n’admet pas de racine multiple.

» Dérivation

13. Enoncé : Résoudre dans C[X]| l’équation P(3X) = P’ +5P".
Analyse :
Soit P € C[X] tel que : P(3X) = P’ +5P".
Posons D = deg(P).
Alors :

deg(P(3X)) =D x1=D
deg(P'+5P") < deg(P') =D —1

Donc D < D — 1, ce qui est absurde.
D’ou D = —o0, donc P est le polynéome nul.
Synthese :
Si P =0, alors on a bien P(3X) =0= P’ 4+ 5P".
14. Enoncé : Déterminer tous les polynomes P € K[X] tels que P(1) = 1,P'(1) =
0, P"(1) =3 et P™(1) =0 pour n > 3.
Soit P € K[X] tel que :

P(1)=1,P'(1) =0,P"(1) =3 et P™(1) =0 pour n > 3

D’apres la formule de Taylor, on a :

+00 P(k)(l)
P= ’;) o (X —1)*
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Donc on a :

Po(1)
0!

Avec les conditions initiales, on a :

P =

o1+ B gy PO

3 3 3
P:1+O+§(X—1)2:1+§X2—3X+§

Donc on a : 3 .
P=-X*-3X+-
2 +2

15. Enoncé : Démontrer que pour tout n € N* (X — 1)3 divise le polynéme

P, =nX"" — (n+2)X"™ + (n+2)X —n.

Soit n € N*.
On a:

P,=nX""? - (n+2)X"" + (n+2)X —n

P =nn+2)X"" —(n+2)(n+1DX"+ (n+2)

P! =n(n+2)(n+1)X" — (n+2)(n+ 1)nX""?
P'=n*(n+2)(n+1)X" "= (n+2)(n+ n(n —1)X">
i (n+2)(n+1) (n+2)(n+1n(n—1)

Eten X =1,ona:

P,(1)=n—n+2)+(n+2)—n=0
P(1)=nn+2)—(n+2)(n+1)+(n+2)=0
P'(1)=nn+2)(n+1)—(n+2)(n+1)n=0

Donc 1 est au moins racine triple de P,.

On a donc :
P, = (X —1)’Q(X) avec Q(X) € K[X].

Et (X —1)3]| P,.
16. Enoncé : Déterminer tous les polynomes P € R[X] tels que
k+1

VkeZ,/ P(t)dt =k +1
k

Analyse :
Supposons trouver P € R[X] tel que :

k+1
VkeZ,/ P(t)dt =k + 1
k

Posons Q(X) la primitive de P donnée par :

Q:XH/{)XP(t)dt
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Alors on a :

Qlk+1)—Q(k) =k +1

S (@ +1) - Q) = Y (k+ 1)
Q(n)—Q(O):nz::k—i-n—l
Q(n):(”;l)”m—HQ(O)

— (-1 (5 +1) + Q)

Posons R: X — (X — 1) (%—i—l)—l—Q(O)
Donc Vz € R, on a :
X2 X

R(a:)—7+5—1+62(0)

De plus, Q(0) = f; P(t)dt = 0 donc :

X2 X
= —+—-1
R(z) 5 + 5
Et : ]

R prend toutes les valeurs de @ sur N, donc en posant D = R — @, Vn > 0, D(n) = 0.
Donc D admet une infinité de racines et donc R = Q).

Donc P est la dérivée de R et donc :
1
P(X)=R(X)=X+ 5

Synthese :

Considérons le polyndome P(X) = X + 1.

k1 k1 1 2 1" (k1?2 k+1) (K Kk
p :/ (t )dt: Pl = (E LR e
/k (e = | 3 [2+2L ( S ) <2+2> +

Donc P vérifie bien la condition.
17. Enoncé : Soit P € K[X]|. Démontrer que

—+00

1
PX+1)=) EP(”)

n=0

Soit P € K[X], montrons que :

+o0o 1
PX+1)=) EP<’“>(X)
k=0 """
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Par taylor, soit a € K, on a :

P(X) = : P(:!(a) (X —a)t
P(X +1) = :ZOZ P (x4 1) -
_ 2 P (:@ (X = (a— 1))
Pla+1) = :Z: P(:!<a>

Posons :
400 P(k)(X) +o0 P(k)(a)
|

R:kz:% I P

k=0
Donc, Va € K, on a :

(X +1)—a)*

=

400 P(k)(a) 400 P(k)(a)

R(a) = Z B Z B 0
k=0 k=0
Donc en identifiant K[X] a K|[z], on a :
too p(k)(x
R=0 et PX+1)=> ]; )
k=0 :

18. Enoncé : Déterminer tous les polynomes divisibles par leur polynome dérivé.
Soit P € K[X] tel que P | P'.

Sur C[X], P est scindé, donc on peut écrire :

c € K le coefficient dominant du polynome
Avec : ¢ z1,...,2, € C les racines de P

1,y iy € N*  les multiplicité des racines de P
Analyse :
Supposons que P’ | P,
Donc :

Vr € K tel que P'(z) =0, P(z)=0

Donc les racines de P’ sont aussi des racines de P.

Sur C[X], quitte a permuter les racines, on peut supposer que zi, ..., 2z, avec m < n
sont les racines de P’.

Donc on peut écrire :

(X — Zk)uk_l

3

P =

k=1
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¢ € K le coefficient dominant du polynome
Avec : ¢ 2z1,...,2, € C les racines de P’

Py € N* > 2 car (X — 2;,)?|P
En passant au degré :

m m

deg(P") IZ e — 1= () =

k=1 k=1
Et en supposant que deg(P) > 1, on a :
deg(P") =deg(P)—1>0

Donc on a :
Yok —=1=Y p—n
k=1 k=1
Dok =Y pp=-n+1
k=1 k=1
Z pr = —(n—1)
k=m+1 T
>0
Car z,41, ..., 2, sont des racines de P mais pas de P’.
Donc m =1
Donc P est de la forme :
P=c(X —2z)"

Synthese :

On a bien P’ = cn(X — z)" 1| P.

19. Enoncé : Soit P € R[X] un polynome scindé de degré n > 2. Démontrer que P’ est
scindé.

Soit P € R[X] un polynéme scindé de degré n > 2.

Démontrons que P’ est scindé.

Posons :

" c € R le coefficient dominant du polynome
H — xp)"* avec S xq,..., 1, € R les racines distinctes de P

[y - by € N les multiplicité des racines de P
Et deg(P) = d = iy -

Quitte a permuter les racines, on peut supposer que 1 < To < ... < Tp, < ... < T,
avec &1, ..., T, les racines simples de P.
Soit k € [1,n — 1].
P(x =0
Alors : (Tes1) Donc par théoreme de Rolle :

P est continue sur [z, Tx.1]

P est dérivable sur |xg, x|

Az € [Tk, Thaq] tel que P'(2;) =0
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Comme les z; sont 2 a 2 distinctes, on a n — 1 racines distinctes de P’.

Donc : .
H (X —z) | P
k=1

Posons :

£={kelln]| m>2}
Alors, Vk € €, (X — xp)"~ 1| P
n—1
On pose @ = [[(X — z) [T (X — @)
k=1

keg
Donc on a :

QP
Et en passant au degré, on a :

deg(Q) = (n — 1)+ > (e — 1)

ke&

= (n— 1)+ X () — card(€)

ke&

= > (w) + > (1)

ke€ kgE

= () +n — card(€)

ke&

Donc deg(Q) = deg(P) — 1 = deg(F”).
Donc 3\ € R* tel que P = AQ et :

n—1
Pl = )\Q/ =\ H(X — Zk) H(X — xk)'ukil
k=1 ke&

» Polynomes irréductibles

20. Enoncé : Décomposer en produit de facteurs irréductibles sur R les polynomes suivants :
(a) X3 +1;
En utilisant les racines cubiques de —1 : —1, —j, —j2 ou la factorisation de a™ + b"
lorsque n est impair, on trouve

XP+l=(X+1) (X=X +1)
(b) X8 +1;
On a
X8+1:(X4+1>2—2X4
:(X4—\/§X2+1) (X4+\/§X2+1)
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donc
X VX p 1= (X0 1) - (24 VR)X?
:<X2_\/mX+ )x
x (X2+\/2+\/§X+1>

puis.

X4 VaXT 1= (X2 1) - 2 V2N

_(X2—\/2—\/§X+1)><
X (X2+\/2—\/§X~|—1>

Les quatre trinomes étant de discriminants strictement négatifs, ils sont irréduc-
tibles sur R, et la décomposition sur R est achevée.

() X*+1;
En appliquant les identités remarquables,

Xp1= (X4 1) - 2X? = (X2 - VEX 1) (X7 V2X + 1)

Les deux trindmes étant de discriminants strictement négatifs, ils sont irréduc-
tibles sur R.

(d) X®+ X*41;
X8+1X4+1:<X4+1)2—X4
:(X4—X2+1) (X4+X2+1)
puis
XX 1= (X2 41) - 2x?
(XQ—\/§X+1) (X2+\/§X+1)

et

X4 X241 = (X4 1) - X2
= (X2 =X +1) (X2 + X +1)

Les quatre trindomes étant de discriminants strictement négatifs, ils sont irréduc-
tibles sur R.

(e) X*+ X2 +1;

X4+X2+1:<X2+1>2—X2:(XZ—X+1) (X2+X+1)
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Les deux trindmes étant de discriminants strictement négatifs, ils sont irréduc-
tibles sur R.

(f) X*—X2%—-12;

2 49
X' -X?—12=(X* - 1/2) -
= () (43
= (X-2)(X+2) (X*+3)
(g) X°+1;
En utilisant la factorisation de a™ + 0" lorsque n est impair, on trouve
X0+ 1= (X2+1) (X' =X*+1)
Or,
X - XT 1= (X2 1)" - 3X
= (X2 = VBX +1) (X2 + V3X +1)

Les deux trindmes étant de discriminants strictement négatifs, ils sont irréduc-
tibles sur R, et la décomposition sur R est achevée.

(h) X% —1;
On a

X—1=(X*—1)(X*+1)
= (X =D (X4 X +1) (X +1) (X2 - X +1)
(i) X2 —1(n>1);

D’apres le cours,

Y2+l ﬁ ( o2k /( 2n+1))
( o2ikm/( 2n+1))

2k
X2 — 2cos T X+1
2n + 1

en regroupant les paires de racines conjuguées.

il
il

(G) 1+X°+ X%+ X°.
On s’inspire encore de la formule de la série géométrique :
(1=X) 1+ X+ X+ X)) =1 - X"

En notant R, I'ensemble des racines douziemes de 1'unité qui ne sont pas des
racines cubiques de 1'unité :
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R = {_Leiiw/G’ eim/37 +i, eiSiﬂ/ﬁ}

la factorisation dans C[X] est :

I+ X2+ X+ X = [[(X —w)

wER

On associe les racines conjuguées par paires pour en déduire la factorisation dans

RX] :
(X+1) (X*=VBX +1) (X2 =X +1)
x (X2+1) (X2+\/§X+1)
21. Enoncé : On pose :
P=X°4+X54+3X"+2X3+3X2 + X +1.

(a) Vérifier que i est racine multiple de P.
On a :

mais

P"(i) = —8i # 0

Le nombre ¢ est donc une racine de P de multiplicité deux.

(b) En déduire la décomposition de P sur R .

Puisque P est a coefficients réels, —i est également une racine de P de multiplicité
deux. P est donc divisible par

2
(X =)’ (X +i)? = (X +1)
En posant la division euclidienne, on trouve
P = (X2+1)2(X2+X+1)

Le dernier trinome étant de discriminant strictement négatif, il est irréductible
sur R, et la décomposition de P sur R est finie.

22. Enoncé : Démontrer que X? + X + 1 divise X® + X* + 1 dans C[X].

Posons 1’équation :
X*+X+1=0

Le discriminant de 1’équation est :

A=1>—-4-1-1=1—4= -3
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Donc les solutions sont :
=g iy =e ot j=— iy =e
Vérifions si j et j sont des racines de X& + X* + 1.
Pt +1=57 450+ 1
=72 +j+1
=0
Et :
Pt 1=+
=2+ +1
=0
Puis les racines de X2 + X + 1 sont racines de X8 + X + 1, alors :
X?+X+1| X%+ X"+ 1 dans C[X]
Autre méthode :
X8 + X! +1[ X2+ X +1
— X8 - X7 X© (X0 - X+ X3 - X +1
— X7 - X6
X"+ X0+ X°
X5+ x*
— X5 - Xt - X3
— X3
X+ X*+X
X2+ X +1
- X?2-X -1
0

Autre méthode :

23. Enoncé : Quelle est la décomposition en produit d’irréductibles de X® — 1 dans R[X] ?

Posons 'équation :
X,—-1=0

Posons les racines de I’équation, pour k € [0, 7] :

2km

wp = €' 8
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Donc les racines réelles sont :
Wo = 1 et Wy = —1

et les racines complexes sont :

i s §3T ;51 ; 31 T
Wi =€e4, Wpr=€e2, wWy3=€e4t1, WwWy=€e4, wg=e€ez2, wy=e¢66H1

De plus, le coefficient dominant de X® — 1 est 1.
Donc, d’apres la formule du cours :

P=cd(P) JI (X-ayrt 1 (X* = 2Re(B) X + B[

a€Racg BeRacc(P)\Racg(P) tel que I(8)>0

On regardes les racines complexes dont I'imaginaire est positif ou nul :

I(wy) = sin (Z

I
—_
V
=)

~ ~—
I
o]
V
o

W o
)
V
o

[

AN
o

A
o

/(,2

&

|

0
I~~~/ —~
=3 | § g -

~_ ~—
Il
|

I
|
SIS
o

Donc le résultat est :

X8 —1=(X—-1)(X+1)(X?—2cos (g) X+ |wal?)

3
(X? —2cos <Z) X + |w[*)(X? - 2cos (I) X + |ws3l?)

— (X —D)(X+)(X2+1)(X2 = V2X + 1)(X2+V2X +1)

24. Enoncé : Soient 0 € R et n € N*. Décomposer en produit de polynomes irréductibles
dans C[X], puis dans R[X] le polynome :

P = X*"—2X"cos(nf) + 1
S'il existe m € Z tel que § = X alors P = X?" — 2(—1)"X" + 1.

n
— Si m est pair,

n—1 e 2
P=(X"—1"=]] (X—e+)
k=0
qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans C[X]. Il faut alors
distinguer suivant la parité de n. Si n est pair, alors
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w3

! 2k 2
P=(X—-1)*X+1)? <X2 —2008+1>

k=1 n

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X]. Si n est impair,
alors

n—1

2 2km 2
P=(X-17*]] <X2—2(:os+1>
k=1 n

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].

— Si m est impair,

n—1 ) 2
P = (Xn + 1)2 _ H (X _ 6(21%21) )

k=0
qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans C[X]. 1l faut alors distin-
guer suivant la parité de n. Si n est pair, alors

2! % +1 2
P= H <X2—2cos(+)ﬂ+1>
n

k=0
qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].
Si n est impair, alors

n—1
1

P=(X+1)? [] <X2—2(:os(2k+1>7r+1>2

k=0 n

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].
Dans toutes les expressions précédentes, on convient qu’un produit indexé sur le vide vaut
1 et les facteurs sont bien irréductibles car les cosinus ne valent ni Ini — 1.
On suppose maintenant qu’il n’existe pas d’entier m € Z tel que § = **. Remarquons
que

P=(X"—em?) (X" — e

et par conjugaison

n—1
X" — e—nié’ — H (X . €i<0+2ﬁ")>
k=0

La décomposition de P en facteurs irréductibles dans C[X] est donc

n—1

b= 1] (X =€) [T (x e +59))

On en déduit que la décomposition de P en facteurs irréductibles dans R[X] est
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P = H <X2—2Xcos <0+lm> +1>

k=0 n
Les facteurs sont bien irréductibles car la condition ¢ ¢ "7 assure qu’aucun des cosinus
ne vaut 1 ou -1 .

» Approfondissement

25. Enoncé : On dit qu’un sous-groupe I de K[X] est un idéal si
VP eK[X], VQ eI, PQEel.

(a) Démontrer que, pour tout A € K[X], l'ensemble AK[X] = {AP | P € K[X]} est
un idéal de K[X].
Il est clair que AK[X] C K[X] et que 0 = A x 0 € AK[X]. De plus, si P et Q
sont dans AK[X] il existe deux polynémes U et V tels que P = AU et QQ = AV.
De faite P+ @Q = A(U + V) € AK[X] : on a bien un sous-groupe de K[X].
Enfin, si P = AU € AK[X] et @ € K[X] alors PQ = AUQ € AK[X], donc on a

bien un idéal.

(b) On fize dans cette question un idéal I de K[X] différent de {0}.

i. Justifier Uezistence de r = min{deg(P) | P € I \ {0}}.
L’ensemble considéré est une partie de N non vide car I # {0}.
ii. Montrer qu’il existe un unique polynome unitaire U € I de degré r.
Il existe par construction P € [ de degré r. Si on note a son coefficient
dominant alors U = % x P € I par propriété d’idéal et est unitaire de degré
T.
iti. Démontrer que I = UK[X].
L’inclusion de droite a gauche est classique. Réciproquement, si P € [ alors
par division euclidienne il existe @, R € K[X] tels que P = UQ + R et
deg(R) < r. Comme R =P — UQ € I, il n’est pas possible que R # 0 sans
contredire la minimalité de r. De fait, on a bien P = UQ € UK[X].
26. Enoncé : Soit (P,Q) € Z[X]? tel que ged(P,Q) = 1. Pour n € N, on pose u, =
ged(P(n),Q(n)). Montrer que la suite (uy,), est périodique.
Puisque P et Q sont a coefficients dans Z et, a fortiori, a coefficients dans le corps Q ,
le théoreme de Bézout assure I'existence de deux polynémes U et V de Q[X] tels que
UP+VQ = 1. En notant d le ppcm des dénominateurs des coefficients de U et V écrits
sous forme fractionnaire et en posant A = dU et B=d V, on a AP + BQ = d avec A
et B dans Z[X]. Pour tout n € N, A(n)P(n) + B(n)Q(n) = d de sorte que u, divise d.
Montrons alors que ( u, ) est d-périodique. Soit n € N. Pour tout k € N

k
(n+ d)* nk—l—z<> nFidl = nk 4 cd

Jj=1

d) = P(n) 4+ ad et Q(n+d) = Q(n) + bd avec
) et d, u, divise P(n +d) et Q(n + d) donc u,
+d),Q(n+d)

avec ¢ € N. On en déduit que P(n +
(a,b) € Z*. Puisque u, divise P(n), Q(n
divise u,14. De méme, u,,4 divise P(n
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et d de sorte que u,4 divise P(n) et Q(n) et donc wu,. On en déduit que u,1q = Uy, ce
qui prouve que la suite (u,), est d-périodique.

27. Enoncé : Une somme de Newton. Soient a,b,c les racines compleres du polynome
P=X3-2X+5.

(a)

Calculer S = a* + b* + ¢*.

Exploitons les égalités P(a) = P(b) = P(¢) = 0 en effectuant la division eu-
clidienne de X* par P . On trouve sans peine X* = XP +2X? — 5X. Ainsi
at = 2a*>—5a,b* = 2> —5b et ¢* = 2¢2—5¢, d'ou S = 2 (a® + b* + ) —5(a+b+c).
Notons o1, 05 et o3 les fonctions symétriques d’ordre trois évaluées en a,b et c.
Puisque

P=X-a)X-b)X—-c)=X—-01X?+ 00X —03=X>—2X+5

onao, =0,00=-2et o3 =—5 0r, 0} =a>+b>+c*+ 20, dona®> + >+ % =
(0)2—2x (—2) =4. Ainsi, S=2x4—5x0=8.

Trouver un polynome de degré 3 a coefficients entiers dont a?,b*, c* sont les ra-
cines.

Il suffit de calculer les fonctions symétriques élémentaires en a2, b? et ¢. Notons-
les ¥1,%5 et X5. On a clairement Y5 = a?b?c? = (03)2 = 25 et on a déja calculé
Y1 = a? 4+ b? + ¢ = 4. On conclut en remarquant que

03 = (ab+ bc+ ac)? = a®b® + b*c + a*c® + 2 (a2bc + ab*c + ach)
=Yg+ 2abc(a+b+c) =35+ 20301 =X +2 x (=5) x 0 =3,

et donc ¥y = 0% = 4. Les nombres a?,b? et ¢* sont donc les racines du polyndome
Q = X — 4X2 4 4X — 25,

28. Enoncé :

()

Soit n € N*. Factoriser sur C le polynome P, = X" 1 + X" 2 ... + X + 1.

On remarque que (X —1)P,, = X" —1 donc les racines de P,, sont les racines n
de 'unité hormis 1 . On a donc

Calculons P, (1) de deux fagons. D'une part, P,,(1) = n en utilisant 1’expression
de P, donnée dans I’énoncé. D’autre part,
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P(1) =T (1-¢%7)
k=1
ST (e o)
k=1

I
X\
= 3
=L

A

=fF
N~
N\
= 3
==}

|

[\

<.

12

=
=T
~—

= g%(1+2+"'+(n—1))(_Qi)n—l A,

im n(n—1)

=en 2z (=2)"N"TA,

_ ei(n—l)g(_Q)n—lin—l An

— in—l(_2)n—1 An

= (&) (2 A =2 A,

Par conséquent, A, = 5.

(¢) Donner une expression simple de

n—1 k’
B, = Hsin <7T+8>
n

k=0

. - km
Posons @Q,, = X" — 2™ Les racines de Q,, sont les 621(7—"—9) pour 0 < k <n-—1.
On a donc la factorisation suivante de Q,, sur C :

n—1

Q, = H (X _ €2z‘(’j§f+9)>

k=0

D’une part, Q,(1) = 1 — %% D’autre part,

n—1

Q=11 (1-ex5)

— T ) (i) )

- @j; ei(’“ﬁ@)) CH:) —2isin (l{: + 9))

n—1 )
— <H e“ff> e (—2)"i" B,

k=0
— infleinG(_2)nin Bn — 2n71(_2i>6in0 Bn

Par conséquent,
1 — e?md sin nf

B, = — =
2n71(_2i)€zn9 on—1
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29.

30.

(d) On pose w = e . Calculer
C, = H H (w —w )
k=0 0k
n—1n—1
C, = H (wk — wl)

k=0 =0
Ik

n—1n—1

= H w” (1 — wHC)
k=0

Il
O

()

Mais, I’ensemble des w!=* pour 0 <1 < n —1 et [ # k est 'ensemble des racines
n®mes de I'unité privé de 1 . Donc

n—1

H (1 - Wl_k) =P,(1)=n
1=0
I#k
Achevons le calcul de C,,
n—1
Cn = (wk(nfl)n)
k=0
n—1
= ’)’Ln H wfk
k=0
— o O+ (n=1) — n”w_@

_ nnefi(nfl)ﬂ' _ (_1>n71nn

Enoncé : Soient a,b € R%.. Déterminer les entiers n € N tels que X? — (a* +b?) divise
X2 — (a™ 4 b")2.

Il faut et il suffit que 4++/a2 + b2 soient racines de X*" — (a™ + b")Q, ce qui donne
(a2 4 b*)" = (a” + b")*. Visiblement n = 2 convient mais pas 0 et 1 .

Soit p = va? 4+ b% et 6 €]0, 7 [ tel que a+ib = pe'?. En divisant par p?* et en prenant
la racine carrée, on obtient, 1 = cos"f + sin™f. Sin > 2, on a cos"f + sin" 0 <
cos® 0 + sin? @ = 1, puisque sinf et cosf appartiennent a ]0,1[. La seule solution est
donc n = 2.

Enoncé :
que :

Soient P,@Q deuz polyndmes unitaires de R[X] d coefficients dans R tels

n—1
PQ=> Xx*
k=0

(a) Donner un exemple non trivial de telle décomposition.
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L Xr—1 o (X0 —1
L+ X+ X2+ X = =
+ XA+ + + X1 X1
Xe — 1 b—1 ) a—1 b—1 ‘
— Zxaz :ZXZXZX(M
X—-1 i=0 i=0

1=0

(b) Démontrer que les coefficients de P et Q) sont dans {0,1}.

— Les racines complexes de 1 + X + X2 4 --- + X"~ (et donc celles de P ou Q
) sont les racines n-iemes de l'unité différentes de 1 . La seule racine réelle
est -1 | si m est pair. Les facteurs du second degré de P sont de la forme
(X —a)(X—a) =X?—-2Re(e)X + 1, oll @ est une racine n-ieme de 'unité.
Comme P est unitaire, il est produit de tels facteurs avec éventuellement X +1
pour n pair, de sorte que le terme constant de P est égal a 1 . On remarque
d’autre part que si « est racine de P, i = « est aussi racine de P , avec la méme
multiplicité égale & 1 (un tel polynoéme est appelé polynoéme réciproque). Les
polynomes P et P = Xdee(®)p (%) ont donc les mémes racines, toutes simples :

ils sont proportionnels. Etant unitaires, ils sont égaux. Si P = SP_oar X o
p est le degré de P | alors P = S _oap—1 X", On en déduit que l'on a, pour
tout k € [0,p], ap—r = aj. On obtient évidemment un résultat analogue pour
le polynéme Q , dont on notera g le degré et by, ..., b, les coefficients.

— Supposons par exemple p < q. Considérons, pour 0 < k < p, le coefficient
d’ordre k de PQ; il est égal a 1 . On obtient Zfzo ay_;b; = 1. En particulier,
pour k£ = p. on a, compte tenu de la symétrie des coefficients de P ,

p p
1= Zap_ibi = Zazbl

i=0 i=0
Sachant que ag = by = 1 et que tous les coefficients sont positifs, on en déduit
que, pour 1 <4 < p, on a a;b; = 0. On observe en particulier que b, = 0 et donc
que q > p.
On peut ensuite montrer simplement, par récurrence sur k entier entre 0 et p, que
ay, et b, sont dans {0,1}. C’est vrai pour k = 0 ( car ay = by = 1). Si la propriété
est établie jusqu’au rang k£ — 1, alors

k—1
ap + by = arbo + agby =1 =Y ag_ib;
i=1
est, un entier plus petit que 1 et positif par hypothese, donc égal a 0 ou 1. Nous
avons le résultat voulu puisque nous savons que a; = 0 ou b, = 0. Considérons
ensuite, pour p + 1 < k < q. le coefficient d’ordre & de PQ . On obtient 1 =
Zf:kfp ag_;b;, et donc

k—1
bk =1- Z ak_ibi

i=k—p

Nous savons déja que, pour 0 < k < p, les coefficients a;, et by sont dans {0, 1}.
Une récurrence semblable & la précédente permet de démontrer que by € {0, 1},
pour $p + 1\ leq k\ leq q.$
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