MPSI Corot CORRECTION TD 13 20242025

EQUATION DIFFERENTIELLES LINEAIRES

» Calculs de primitives

1. Enoncé : Déterminer une primitive des expressions suivantes vues comme fonctions de

la variable t :
t

(a) =fs
/ ] 1 / T dt = arctan(e”)
(b) sin(4t);
/ sin(4t)dt = ~2 cos(4x)
() ﬁ ;

/z( S = /3><t+2) 3dt = §(x+2)2

t+2)3
(d) 95
1/t
/ze/dt——el/’”
t2
(e) tfff’
| z 3 g2
- _ 1 L7
/t+1dt /(t t+1)dt 2+x

(g) VI+t—t;
/x (Vitt-— ) dt:/ (1+1t)2 — tédt=§(1+x)3/2—im4/3

Tt .
(h) Vitre2
() Pas

e 2 4t +1 @ 1 1

() =22

arcsin(t )dt Z arcsiHQ(iﬁ)

V1—1t2 2
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(k) &

1

z 3 341 1 3 x?
dt:/ S P T 1.
/t+1 1 t+1 5~ 5 tr- et

1
(l) sin(t)2 cos(t)? "

T

1
T dt
sin(2t)?2

1

4/ i
/

z 1
/ sin(t)? cos(t)? dt

SRS

| cos(2t)?

dt
0s(26)2 " sin(21)?

c
B 4
- —2tan(2z)

2. Enoncé : Déterminer une primitive (en précisant [’ensemble de définition) des fonctions
sutvantes a l'aide du changement de variable donné :
cos(x)+sin(z)

sin(z) cos(z)?
(

() == G
L) est définie sur R\ {k5|k € Z}

via u = tan(z)

CcOos

z = sin(z) cos(z
On a:
/x cqs(a:) + sin(x) dp — /x 1 N C?S(t) y 1 &t
sin(z) cos(x)? cos?(t) = sin(t)  cos?(t)
z 1
= tan(z) +/ tan() X tan'(t)dt
= tan(z) + In | tan(x)|
(b) x \/eii_lviau: et —1;
x \/3917_1 est définie sur R\ {0}.
Posons :
u=+er —1 <= " =u>+1 et du—Ldaz = dx—udu
a B o 2V/er -1 e

Soit t € Ry, on a :

t1 Ver-11 2u
[ == [ —x
ver —1 u o u?+1
Vet-1 9
- / u? 4 1du
= 2arctan(u)

— 2arctan(vVet — 1)  définis sur R,

[y

(¢) =+ viau =2 —1;

est définie sur R\] — oo, 1].

[y

x2—

8
—

X —

ﬂ
|
[y

T —
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Posons :
u=vVr2—1 << 2?=u’41 < z=Vvu2+1

Et :
2 21
* de = dr =Y " "4y

T
p— d p—
2v/x?2 — 1 v Va2 -1 T

Soit t e R\ [-1,1], on a:

du

t 1 t2-1 1 u
[ Ca,
xvr? —1 uwvu+1 Vu2+1
Vit2—1 1
= / du

1+ u?

= arctan ( 12 — 1) définis sur R\] — o0, 1]

1 : — T .
(d) T T Vieu = e”;
T — 1++h(w) est définie sur R.
Posons :
1
u=ée" <= r=In(u) et du=e"dr < do=—du
u
Remarque :

th(x) sinh(z) e —e® u—u!
€Tr) = = =
cosh(z) e*+e® wu4ut

Soit t € R, on a :

t 1 et 1 .
/ ——dx :/ ——— xu du
1 + th(x) 1+ vy
et -1
= / utu x u tdu
u+ut+u—ul

¢ 1+u?
= d
/ 2u “

et 1,2 1
:/ idu

2u3
11

1 1
= —Inle’| —
2

4€2t

t 1
5 — @déﬁnls sur R

(e) xwﬁviau:{‘/ﬁ
1

’ . E3
e est définie sur R .

Posons :

, 1 s

u= /v &= r=u" et du:gzc’gdx e dr = 3r3du
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Soit t € R, on a :

t 1 d Vi1 32
— 3
/x—i—{"/fx / u3+uxx “
i 2
:/ 33u du
u’ +u
¥t u?
= 3——d
/ w2+ 1)
It
:/ 3( Y )du
u?+1
3
:§1n|t%+1| définis sur R

» Equations différentielles linéaires du premier ordre

3. Enoncé : Résoudre les équations homogenes suivantes :

(a) ¥ +3zy =0 sur R;
On reconnait une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 de coefficient
a : x — 3z continue sur R.
Les solutions sont donc les y : 2 — Ce~J W4 = Ce=32% avec O € R,

(b) o — thay = 0 sur R
On reconnait une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 de coefficient
a:x— —H% continue sur R.

Les solutions sont donc les y : 2 s Ce~J @tdt = Cearctan(@) ayec O € R.
(c) ¢y —cos(z)y =0 sur R;
On reconnait une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 de coefficient
a: x +— —cos(z) continue sur R.
Les solutions sont donc les y : 2 — Ce~J @Mt = Cesin@) ayec ¢ € R.
(d) v + =y =0 sur |1, 0.

zlnz

On reconnait une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 de coefficient

a: x> ——— continue sur ]1, co[.
zlnx

Les solutions sont donc les y : x > Ce=J Wt = o=n(ne) — ¢ » - avec C' € R.
4. Enoncé : Résoudre les équations différentielles suivantes :

Indication : pour les questions (a) d (c) on pourra rechercher une solution particuliére sous
une forme similaire a celle du second membre.

(a) ¥ +2y=t>+t+ 1 sur R;
On pose :
Y +2y=t"+t+1 (E)

Et son équation homogene associée :
y'+2y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de coefficient a : x — 2
continue sur R et de second membre b : x — t? + ¢ + 1 continue sur R.
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t
Les solutions de I’équation homogene (H) sont : y : t — Ce=J a@dt — Ce=2t ayec
CeR.

Pour I'équation (F), on cherche une solution particuliere de la forme yq : ¢t +—
at? + Bt + v avec «, 3,7 € R.
Soit t € R, on a :

yh(t) + 2uyo(t) =2+t + 1
20t + B+ 2(at* + ft+4) =t* +t + 1
208> + 2(a+ B)t+ (B+2y) =t* +t + 1

En identifiant les coefficients, on obtient le systeme :

1
200 =1 =3
20@+pB)=1 < ({B=0
+2y=1 1
B+ 2y 7=

Donc les solutions de I'équation (E) sont de la forme :

1 1
y:t»—>C’e_2t+§t2+§ avec C' € R
(b) ¥ + 3y = (22 + 1) e sur R;
On pose :
Y +3y=(a®+1)e™ (E)

Et son équation homogene associée :
y' +3y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de coefficient a : x +— 3
continue sur R et de second membre b : x — (2% + 1)e™3* continue sur R.

Les solutions de 1’équation homogene (H) sont : y : = +— Ce= [ abdt — Ce-30
avec C' € R.

Procédons a une variation de la constante :

On cherche une solution particuliere de la forme yo : z — A(2)e % + Se™3% avec
A e €H(R).

Soit z € R, on a :

Yo() + Byo(x) = (2” + 1)e™™
N(2)e ™ + Az)(=3e7%) + 3\ (z)e ™ = (2% + 1)
N(z)e™ = (22 + 1)e "

N(z) =241

En intégrant, on obtient :

3

/x N(z)dx = % +x
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Donc les solutions de I'équation (£) sont de la forme :
3 3
y:x— Ce 3% + E—l—w e 3 = C+§—|—x e 3 avec C €R

(¢) ¥+ 2y = (z+1)sin(z) sur R;
On pose :
Y +2 = (z+1)sin(z) (E)

Et son équation homogene associée :
y'+2y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de coefficient a : x — 2
continue sur R et de second membre b : x — (x + 1) sin(x) continue sur R.

Les solutions de I’équation homogene (H) sont : y : = — Ce™ JTatdt — ce-20
avec C' € R.

Pour I’équation (£), on cherche une solution particuliere de la forme yy : = +—
asin(z) + 5 cos(z) avec a, f € R.
Soit z € R, on a :

Yo(x) + 2yo(x) = (z + 1) sin(z)
acos(x) — Bsin(z) + 2(asin(z) + Bcos(x)) = (z + 1) sin(x)
(a+20) cos(z) + (2a — B) sin(z) = (x + 1) sin(z)

En identifiant les coefficients, on obtient le systeme :

_ 9 r+1
a+28=0 «= ( )
=

20— =x+1

Donc les solutions de ’équation (F) sont de la forme :

2 1 1
y:aes Ce 2 4 <(:C5+) sin(x) — (x; ) cos(x)) avec C € R
(@) ¥ + 1oy = g sur ] — 1,00,
On pose :
- 1 B 1 (B)
Y12 T arap

Et son équation homogene associée :

1
/
+—yuy=0 (H
Yoy (H)
On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de coefficient a : x —
u%x continue sur | — 1,00[ et de second membre b : x — ﬁ continue sur
] —1,00].
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Les solutions de 1’équation homogene (H) sont : y : z — Ce™ Jha®at — o 1%;;:
avec C € R.
Procédons a une variation de la constante :

On cherche une solution particuliere de la forme yy : x +— )\(x)p%z + 0 H% avec
A€ €' (R). Soit z € R\ {—1}, on a :

1 1
/ p—
Yo(z) + 1 _HCZUO(UU) T 1ta)p
1 1 1 1
N A — A =
@z 0 (~rem) H @ a - T
1 1
N =
(z) I+z (1+2)3
1
Nx)=——=
(@) (1+z)?
En intégrant, on obtient :
@ 1
/ N(z)dz = —
1+x
Donc les solutions de I'équation (£) sont de la forme :
1 1 1 1
e O - —(c-1) CeR
yre l+z  (x+1)? 1 +ta)1+a °° ©

(&) ¥ +y = b sur R;

1+4e®
On pose :
1
/
+y= E
ytry=1-o (B)

Et son équation homogene associée :

y+y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de coefficient a : x — 1

continue sur R et de second membre b : x — 5 Jrlex continue sur R.

Les solutions de I’équation homogene (H) sont : y : x +— Ce™ J7 et — Ce=a avec
CeR.

Procédons a une variation de la constante :

On cherche une solution particuliere de la forme yo : x — A(x)e™® + e ™ avec
A€ €HR).

Soit x € R, on a :

)+ o) = 1

N(@)e™ + M) (—e™) + Mz)e™ = 1_&€z
1

N(z)e™ = ﬁxew

Ne) = s
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En intégrant, on obtient :
/x N(z)dz = In(1 + &)
Donc les solutions de I’équation (E) sont de la forme :
y:x—=Ce®+In(l+e%)e™=(C+1In(l+e€"))e™ avec C €R

.

B

(f) v — tan(t)y = H%Os(t) sur | — 7,
On pose :

y' — tan(t)y
Et son équation homogene associée :
y —tan(t)y =0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de coefficient a : ¢ —

—tan(t) continue sur | — 7, 7] et de second membre b : t — m continue sur

J =33l

Les solutions de I’équation homogene (H) sont : y : t — Ce~ [ a@)dt = Ce=n(cos(t) —
—C - avec C € R.

cos(t)
Procédons a une variation de la constante :

On cherche une solution particuliere de la forme yg : ¢ — A(t) =2~ avec A € €*(R).

cos(t)
Soit t € R, on a :

, 1
Yo(t) — tan(t)yo(t) = T+ cos(t)
, 1 tan(t) tan(t) 1
N(t At — A(t =
( )cos(t) +AW®) (Cos(t)) (®) (cos(t) 1+ cos(t)
1 1
N(t =
( )Cos(t) 1 + cos(t)
o cos(t)
) = 1+ cos(t)
1
!/ — 1 -
() 1+ cos(t)
, 1
NE)=1- 2cos?(3)
En intégrant, on obtient :
"N =t — L 5yt tan(t
/ N(t)dt =t = 3 x 2tan(3) = ¢ - tan(3)
Donc les solutions de I'équation (E) sont de la forme :
= C + <t — tan(t)> Lo (C +t— tan(t)> avec C' e R
v cos(t) 27/ cos(t) 27) cos(t)
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5. Enoncé : Résoudre les problemes de Cauchy suivants :
(a) zln(x)y —y =4 sur |1, 00[ avec y(e) = 1;

On pose :
1 4
h— = E
Y xln(m)y zIn(z) (E)

Et son équation homogene associée :
1
zIn(z)

/

y_

y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de coefficient a : x —

— =G lnl(x) continue sur |1, 00| et de second membre b : x +— ﬁ(x) continue sur |1, 0o].
Les solutions de I’équation homogene (H) sont : y : x — Ce~ J7 et yvec € € R,

En intégrant, on obtient :

- / a(t)dt = In(In(x))
Donc les solutions de ’équation (H) sont de la forme :
y:x+— Cln(z) avec C € R

Procédons a une variation de la constante :
On cherche une solution particuliere de la forme yy : z — A(z)In(z) avec \ €

¢1(R).
Soit z € R, on a :

Yo () — mli(x)yo( ) xlril(w)
N+ () - e = o
N(z) In(z) = th(x)

Na) = ——

En intégrant, on obtient :

/r X(z)de = _lné(lx)

Donc les solutions de I'équation (£) sont de la forme :
4
In(z)

y:x+— Cln(z) In(z) =Cln(z) —4 avec C € R

On impose la condition initiale y(e) =1 :
1=Cln(e) —4=C—-14

Donc C' =5.
Donc la solution du probleme de Cauchy est :

y:x—5ln(z) —4 avec z €]1,00].
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(b) v 4+ xzy = 2x sur R avec y(0) = 1.

On pose :
y +ay =2z (E)

Et son équation homogene associée :

y+ay=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de coefficient a : z +— x
continue sur R et de second membre b : x — 2x continue sur R.

Les solutions de ’équation homogene (H) sont : y : x +— Ce™ JTa®dt — -3

avec C € R.

Procédons a une variation de la constante :

1£E2

On cherche une solution particuliere de la forme yy : = — )\(:10)6_%’”2 avec \ €

E(R).
Soit z € R, on a :

yo(x) + zyo(z) = 22
2

N(z)e 2" + A(x) (—:Be_%$2> + Ma)ze 2 = 22
X(x)e_%:"2 =2

N(z) =2x-

En intégrant, on obtient :
1.2

/x N (z)dz = 2e2”
Donc les solutions de ’équation (F) sont de la forme :
YT Ce 2% 4 2e27° ¢ 2% = Qe 2™ 2
On impose la condition initiale y(0) =1 :

l=Ce 3P £9=0C+2

Donc C' = —1.
Donc la solution du probleme de Cauchy est :

y:wr—>—6_%$2+2 avec x € R.

y' + th(t)y = tth(t) sur R avec y(0) = 1.
On pose :
y +th(t)y =tth(t) (E)

Et son équation homogene associée :

y +th(t)y =0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de coefficient a : ¢t —
th(t) continue sur R et de second membre b : t — ¢ th(¢) continue sur R.
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On a:

!/ia(x)dt::l/ith(x)dxzzln(|ch(xﬂ)::ln(dn@))

Les solutions de I’équation homogene (H) sont : y : t > Ce™ J a@de — Ge=tnen®) =

C’Chl(t) avec C € R.

Procédons a une variation de la constante :

On cherche une solution particuliere de la forme yo : t — )\(t)ﬁ avec A € €1(R).
Soit t € R, on a :

Yo(t) + th(t)yo(t) = tth(t)

Aﬁ%&w+A@<—$8>+A@<$g>:tm@

X(t)chl(t) =t th(¢)
N(t) = tth(t)ch(t)

= tsh(t)

En intégrant, on obtient :
/wAKth::hch@ﬂx—:/xdﬁﬂdt::xdﬂx)—sh@ﬁ

Donc les solutions de ’équation (F) sont de la forme :

1 1 1
: — h(¢) — sh = h(¢) — sh R
Yyt Cch(t) + (tch(t) —sh(t)) () (C' 4 tch(t) —sh(t)) h(1) avec C' €
On impose la condition initiale y(0) =1 :
L= O 4 (0 eh(0) — $h(0)) —— = C'+ 0
~ Y en(0) ¢ S ho) T

Donc C' = 1.
Donc la solution du probleme de Cauchy est :

1+ tch(t) — sh(¢)

ot teR.
Y — h (t) avec t €
6. Enoncé : Résoudre sur R [’équation
h(z)?
/ h _ y — S

Y shi) ch(z)  ch(z)

Posons : (2

yl Sh(a:) y _ S ('r)

~ ch(z)  ch(z) (¢)

Remarquons que (¢) est bien définis sur R car Vo € R, ch(z) > 1.
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Résolution sur R :

(6) = ¥~y = th(x)

sh(z) ch(z)

Posons 1’équation homogene associée :

1

ETOETE R

On reconnait une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 de coefficient

. . 1 . X
a:x+— ENEIETE) continue sur ]R+ .

Donc :

Va € Rj,/xa(t)dt — —/z / o) Ch2 gt = (@)

Donc les solutions de (H) sont donc les y : # — Ath(x) avec A € R.
Sur R* | ce sont donc les  — Bth(z) avec B € R.
On cherche une solution particuliere sur R* de la forme yo : « — A(x)th(z) avec

A € €HR).

?Jé(x) - ?Jo(l’)m

X(2) th(z) + \(z) (-Sh (fg(fﬁ (@) M) e — o)

= th(z)

Donc en intégrant, on obtient :
x
/ Nt = o

Donc ¥y :  — xth(z) est une solution particuliere de (¢) sur RY.
Elle convient également sur R* .

Analyse :

Soit y : R — R une solution de (¢).

Donc y r: ety

g+ sont solutions de (g) sur R.
Donc :

y(x) = (A + ) th(z)
JA, B € R tels que {y(—x) = (B + x) th(—x)

y doit étre continue en 0, donc :

y(0) = lim y(z) = lim y(z) =0

r—0t z—0—

Dérivabilité en O :
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y'(0) doit exister et :

r—0t xr — z—0~ z—0
Orsiz>0,ona:

y(x) —y(0) _ (A + z) th(z) _ (A_i_x)th(x) = (A+2)

z—0 T T x—0 z—0+

Idem :
y(—x) —y(0)

—x—0 z—0~

Donc y/(0) existe si et seulement si A = B.
Synthese :

est bien solution de (¢)

. (A+x)th(x) siz#0
v 0 siz =0

Et Vz € R, y(z) = (A + x) th(z) avec A € R est bien dérivable sur R et y'(0) = A.

7. Enoncé : Déterminer ’ensemble des fonctions f € €°(R) telles que :

Vo eR, 2f(x) =3z /:f(t)dt
On veut f € €°(R) tel que :
Ve eR, 2f(z) =3 /0 F(6)di(e)
ren Froe [
Alors : 0

f est solution de (¢) < 2f(z) —3zF(z) =0 <= F est solution de y' — gazy =0

On reconnait une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 de coefficient
a:x— —%x continue sur R.
Les solutions de 1’équation sont :

y:a:»—>Ae%”2 avec A € R

Donc : 5
JAER, F:xr> Aet®™
Or o
F(0) = / F(t)dt =0 = Ae°
0
Donc A = 0.

Donc FF'= f =0
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» Equations différentielles linéaires d’ordre deux

8. Enoncé : Résoudre les équations différentielles suivantes sur R :

(a)

y' +y =3+ 2t;
Posons :

y'+y =3+2t (E)
— Yy +y=3t+t* (F)

Et son équation homogene associée :
y+y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de coefficient a : ¢ — 1
continue sur R et de second membre b : ¢t — 3t + t? continue sur R.

Les solutions de ’équation homogene (H') sont : y : x — Ce~ [T e — cee
avec C' € R.

On remarque que x — 22 + o — 1 est une solution particuliére :

20+ 1+ (2 + 2 — 1) = 3z + 2°

Donc les solutions de I’équation (E’) sont de la forme :

y:ts Ce '+ t2+t—1 avecC €R

y' 3y 2y =e
Posons :
' +3y +2y=¢" (E)

Et son équation homogene associée :
y'+3y +2y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 de coefficient a coeffi-
cients constants.

Résolvons 1'équation homogene (H) :

Posons I’équation caractéristique associée :
X?43X+2=(X+1)(X+2)=0 (C)

Donc les solutions de 'équation homogene (H) sont : yg : t — Ae™' + Be™? avec
A, B eR.
On remarque que le second membre de I'équation (E) est de la forme e* avec

a = —1 une racine de (C).

Donc on cherche une solution particuliere de la forme yp : ¢t — (at + b)e™"

a,beR.
Soit t € R
Alors :

avec

Yp(t) = (—at +a —b)e™"
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yp(t) = (at — 2a + b)e™"

Donc :

Yp(t) + 3yp(t) + 2yp(t) = '
(at —2a+ble " +3(—at +a—b)e " +2(at +ble " =e
(at —2a +b— 3at + 3a — 3b+ 2at + 2b)e " = ¢
(at — 3at + 2at — 2a +3a — 3b+b+2b)e " =€ !
e
1

ae”t =

Donc on a yp : t > te™".

Donc les solutions de ’équation (F) sont de la forme :
y:t— Ae '+ Be * +te”! avec A,B€R

y/l _ Qy/ _ 3y — t2€t;
Posons :

y// o 2?/, o 3y — t26t (E)
Et son équation homogene associée :

y' -2y —3y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 de coefficient a coeffi-
cients constants.

Résolvons 1'équation homogene (H) :

Posons I’équation caractéristique associée :
X?-2X -3=(X-3)(X+1)=0 (C)

Les racines de (C') sont 3 et —1.

Donc les solutions de I’équation homogene (H) sont : yg : t — Ae® + Be™ avec
A B eR.

On remarque que le second membre de I'équation (E) est de la forme ¢"e* avec
a =1, qui n’est pas une racine de (C).

Donc on cherche une solution particuliére de la forme yp : t — (at? + bt + c)e!
avec a, b, c € R.

Soit ¢t € R Alors :
yp(t) = (at® + (2a+ b}t + (b + 0))e’,
yp(t) = (af* + (da+ b}t + (2a + 2b+ c) )",

Donc :
yp — 2yp — 3yp = [at2 + (da+b)t + (2a+2b+¢)

—2(at® + 20+ b)t + (b+c))
— 3(at? + bt + ) |e!
= [—4@ t* —4bt + (2a — 40)]et.
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On veut cette expression égale a t?e’; on identifie donc :

—4a =1, ] ]
—4b =0, — a:—z,b:(),c:—g.
2a — 4c = 0.

Ainsi
1 1

wrlt) = (~5¢—5) &

Donc les solutions de I’équation (£) sont de la forme :

1 1
y:t— Ae3 + Be ! + <—4t2 — 8) e avec A,B€ER
(d) y"+5y +4y =te™';
Posons
y'+ 5y +dy =te (E)
et son équation homogene associée
y'+5y +4y =0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
Résolvons I'équation homogene (H) :
L’équation caractéristique est

X2 4+5X +4=(X+1)(X+4)=0.
Ses racines sont —1 et —4; ainsi
yu(t) =Ae™"+Be™, A, BeR.

Le second membre est te™" avec a« = —1, racine simple de (X + 1)(X +4).

On prend donc
yp(t) = (at* + bt)e ", a,beR.

Soit t € R Alors :
yp(t) = (—at2 + (2a — b)t + b) e !,
yp(t) = (at® + (—4a + b}t + (2a — 2b) e ™.

Yp + 5yp + dyp = {at2 + (—4a + b)t + (2a — 2D)
+ 5(—at2 + (2a — b)t + b) + 4(at2 + bt)} e’
= {O 2+ 6at+ (2a + 3b)]e’t.

On veut I’égalité avec te™?, d’ou

6a =1, . 1 y_ 1
a= -, =——.
2a + 3b = 0. 6 9
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Ainsi

1 1
yp(t) = (6152 — 9t> et

Donc les solutions de I'équation (E) sont de la forme :

1 1
y:tr—>Ae_t+Be_4t+<t2—t>6_t, A B eR.

6 9

y" =2y + 2y =e"cos(t);

Posons

y' — 2y +2y=e""cos(t) (E)

et son équation homogene associée

y' =2y +2y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.

Résolvons 1'équation homogene (H) :

L’équation caractéristique est

X?-2X+2=0 (O)

On calcule le discriminant :

A=(-2?-4-1-2=4—-8=—4.

On pose 6 = 167 tel que §% = —4.
Donc les racines de (C') sont :

24++/—4
leii

Xip =

Donc les solutions de I’équation homogene (H) sur R (!) sont :

yp ot — €' (Acos(t) + Bsin(t)) avec A, B € R.

Posons yp : t — et (acos(t) + bsin(t)) avec a,b € R une solution particuliere de

I'équation (E).
Soit t € R, on a :

Donc :

yp(t) = e " ((b— a)cos(t) — (a+ b)sin(t))
yp(t) = e (—=2bcos(t) + 2asin(t))

yh(t) — 2yp(t) + 2yp(t) = (—2bcost + 2asint) e

—2((b—a)cost — (a+b)sint) e
+2(acost +bsint) e

= {— 2bcost + 2asint
—2(b—a)cost+2(a+b)sint + 2acost + 2bsint}et
= {(—Qb —2b+ 2a + 2a) cost + (2a + 2a + 2b + 2b) sint} e’

= {(—41) + 4a) cost + (4a + 4b) sint|e "
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Donc :
(—4b+ 4a) cost + (4a + 4b) sint = cost

On identifie les coefficients :
—4b+4a =1, a=z,
<~
4a + 4b = 0. b= —=z.

Donc une solution particuliere de ’équation (FE) est :

ool

ool

1 1
yp:t—r e’ (8 cos(t) — 3 sin(t)) :

Donc les solutions de I’équation (E) sont de la forme :

1 1
y:tr e (Acos(t) + Bsin(t)) + e (8 cos(t) — 3 sin(t)> avec A, B € R.
(f) v + 3y + 2y = sin(t) ;
Posons
y" + 3y +2y =sin(t) (E)

et son équation homogene associée
y'+3y +2y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
Résolvons 1'équation homogene (H) :
L’équation caractéristique est :

X?P4+3X+2=(X+1)(X+2)=0 (C)

Les racines de (C') sont —1 et —2.
Donc les solutions de 'équation homogene (H) sont : yg : t — Ae™' + Be™? avec
A, B eR.
Posons yp : t — acos(t) + bsin(t) avec a,b € R une solution particuliere de
I'équation (F).
Soit t € R, on a :

yp(t) = —asin(t) + bcos(t)

yp(t) = —acos(t) — bsin(t)

Donc :
(t) + Byp(t) + 2yp(t) = sin(t)
(—acos(t) — bsin(t)) + 3(—asin(t) + beos(t)) + 2(acos(t) + bsin(t)) = sin(t)
(—a + 3b+ 2a) cos(t) + (—b — 3a + 2b) sin(t) = sin(t)
(a + 3b) cos(t) + (b — 3a) sin(t) = sin(t)
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On identifie les coefficients :
a+3b=0, a = —%,
b—3a=1. b= 15
Donc une solution particuliere de I’équation (E) est :

U= -+ mi7).
yp 10 COSs 10 S

Donc les solutions de I'équation (E) sont de la forme :

3 1
y:trs Ae”' + Be ? — 1 cos(t) + 1 sin(t) avec A, B € R.
y" + 4y' + 3y = cos(3t) ;
Posons
y" + 4y’ + 3y = cos(3t) (E)

et son équation homogene associée
y'+4y' +3y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
Résolvons 1'équation homogene (H) :
L’équation caractéristique est :

X?4+4X +3=(X+1)(X+3)=0 (C)

Les racines de (C') sont —1 et —3.
Donc les solutions de I’équation homogene (H) sont : yg : t — Ae™" + Be 3! avec
A B eR.
Posons yp : t + acos(3t) + bsin(3t) avec a,b € R une solution particuliere de
I’équation (FE).
Soit t € R, on a :

yp(t) = —3asin(3t) + 3bcos(3t)

yp(t) = —9a cos(3t) — 9bsin(3t)

Donc :
Yh(t) + 4yp(t) + Byp(t) = cos(3t
(—9a cos(3t) — 9bsin(3t)) + 4(—3asin(3t) 4+ 3bcos(3t)) + 3(a cos(3t) + bsin(3t)) = cos

(—9a + 120 + 3a) cos(3t) + (—=9b — 12a + 3b) sin(3t)
(—6a + 12b) cos(3t) + (—6b — 12a) sin(3t) = cos(3t

On identifie les coeflicients :

—6a + 12b =1, . Ja= — 3,
—6b — 12a = 0. b=—-L1.

15
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Donc une solution particuliere de ’équation () est :

Fs —& cos(3t) — —= sin(31)
. —— COS — — S1n .
yp 30 15

Donc les solutions de I’équation (£) sont de la forme :

1 1
y:t— Ae”' + Be ¥ — — cos(3t) — e sin(3t) avec A, B € R.

(h) y" +y =sh(t).
Posons
y' +y=sh(t) (E)

et son équation homogene associée
y'+y=0 (H)

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
Résolvons I'équation homogene (H) :
L’équation caractéristique est :

X*+1=0 (0O)

Les racines de (C') sont 0 =+ i.

Donc les solutions de I’équation homogene (H) sont : yg : t — Acos(t) + Bsin(t)
avec A, B € R.

Posons yp : t — £ sh(t) une solution particuli¢re de I'équation (E).
Donc la solution de 1'équation (F) est :

1
y :t— Acos(t) + Bsin(t) + 5 sh(t) avec A, B € R.

9. Enoncé : On considere ['équation différentielle dont on recherche les solutions da valeurs
réelles
y' — 4y + 5y = > sin(x) (E)

(a) Résoudre l’équation (E).
L’équation caractéristique associée a I’équation différentielle homogene
(En) :y" —4y' +5y =0

est

X?—4X+5=0
Les racines de cette équation sont 2 + 7 et 2 — 7. On en déduit que les solutions
de ( Eg ) sont les fonctions
z+— (Acosx + psinz)e®

avec(\, 1) € R?.
On passe ensuite en complexes, autrement dit on considere 1’équation différentielle
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(E(C) :y/l N 4y/ + 5y _ e(2+i)x

On cherche une solution particuliere de la forme x +— P(z)e®*9? ot P est un
polynome a coefficients complexes. Une telle fonction est solution si et seulement
si

Vo € R, P"(z) + 2iP'(z) = 1
I suffit donc de prendre P(z) = ix = —%x pour tout x € R. Une solution
particuliere de (E¢) est donc
v > —Lgerin
2

Une solution particuliere de (E) est donc la partie imaginaire de cette derniere
fonction. Or pour tout z € R

——gel?tie — —gxeh(cos x+isinz) = ixe% sinx — 5:56296 cos T

Une solution particuliere de (E) est donc

1
T — —§£L'€2x COS T

Déterminer ['unique solution f de (E) telle que f(0) =1 et f'(0) = 2.
D’apres (a), les solutions de (E) sont les fonctions

1
x> —ixe% cosz + (Acosx + psinz)e®

ou encore

1 : 2x
x — (—Zxcosm+)\cosx+usmw) e

avec(\, ) € R?.
Il existe donc (A, 1) € R? tel que pour tout z € R

1
flz) = (—Qxcos:c + Acosz + usin:c) e

On a ainsi pour tout x € R

fl(x) = (—%cos:c—xcosx—i— swsing — )\sinx+/Lcosx+2)\cosx+2usinx) e?®

\ FO)=1 , | \
Le systeme { 7(0) = 2 équivaut alors a
A=1
1
—5 +u+ 220 =2

et donc A =1et p= % Ainsi pour tout x € R

1 1
flz) = (—2:1: COS T + cos T + 5 sinaz) e
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10. Enoncé :

(a) Démontrer que toute fonction f : R — R s’écrit de fagon unique comme somme
d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

Soit f,g,h: R — R.
Existence :
On pose pour tout x € R :

gl = T ) 160 = fon
On a alors, pour tout x € R :
NS (L VS O (C B
Donc g est paire et h est impaire.
Et de plus :

Donc on a bien montrer que f peut s’écrire comme somme d’une fonction paire
et d’une fonction impaire.
Unicité :
Supposons qu’il existe 2 manieres d’écrire f comme somme d’une fonction paires
et impaires.
P:R—R , , I:R—R
Posons : ¢ -~ des fonctions paires et < .
P:R—R I:R—R

Par hypothese, on a :
Donc :

Mais également :

Donc on a :

Donc P = P et I =1, et Pécriture de f et donc unique.
(b) Déterminer toutes les fonctions f € €*(R) telles que Vx € R, f"(x) + f(—z) = x.
Posons :

(@) + f(=x) =z (E)

d’apres a) :

3 {P R Rpaire o e R f@) = P@) 4+ 1)

I : R — R impaire
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Mais on a également :
f(=z) = P(=z) + I(-z) = P(x) — I(x)
Donc posons :
P"(x)4+ P(x) =0 (Ep)
I"(z)—I(z) =2 (E)

Et on a donc :
(E) = (Ep) + (E1)

Résolution de (Ep) :
On pose I'équation caractéristique associée :

X*+1=0 (Cp)

Les racines de (Cp) sont :
X172 = :i:Z

Donc les solutions de ’équation (Ep) sont :
Pz Acos(z)+ Bsin(x) avec A, B €R

Or P est paire, donc B = 0.

Donc on a :
P:xw Acos(z) avec A€R

Résolution de (Ej) :

On pose 'équation caractéristique associée :

X2-1=0 (Cy)

Les racines de (Cy) sont :
Xip= %1

Donc les solutions de I’équation (Ej) sont :
Iy :x— Ce"+ De™™® avec C,D €R

Or Iy est impaire, donc C' = —D.

Donc on a : 3 )
Iy:x—C(e" —e ™) =Csh(x) avec C €R

Et I, : x — —x est une solution particuliere de (E7).
Donc les solutions de (E}) sont de la forme :

I:2+ Csh(z) —z avec C €R
Donc les solutions de (E) sont de la forme :

f:axe Acos(x) 4+ Csh(z) —z avec A,C €R
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» Approfondissement

11. Enoncé : Un produit de convolution. Soit g : R — R continue. Pour = € R, on pose :

fz) = /Ox sin(x —t) g(t) dt

(a) Montrer que f est de classe € sur R et que, pour tout v € R :

f(z) = /Ox cos(t —x) g(t)dt

On a pour tout x € R :

f(z) = sin(z) /0 " cos(t)g(t)dt — cos(z) /0 " sin(t)g(t)dt

Les applications x +— [ cos(t)g(t)dt et z — [y sin(¢)g(¢)dt sont de classe C?
comme primitives de fonctions continues. Comme sin et cos sont également de
classe C!, on en déduit que f est de classe C! et que pour tout z € R :

f'(z) = cos(x) / cos(t)g(t)dt + sin(z) cos(z)g(x) + sin(z) / sin(t)g(t)dt — cos(z) sin(z)g(x)
0 0
= / (cos(z) cos(t) + sin(x) sin(t))g(t)dt = / cos(t — x)g(t)dt
0 0
(b) Montrer que f est de classe €* et que f est solution de I’équation différentielle
y'+y=g.
On a montré a la question précédente que pour tout x € R :

f(z) = cos(x) /Ox cos(t)g(t)dt + sin(z) /Ox sin(t)g(t)dt

On démontre comme a la premiére question que f’ est de classe C! i.e. que f est
de classe C?. De plus, pour tout x € R :

" (x) = —sin(x) /Oac cos(t)g(t)dt + cos®(z)g(z) + cos(z) /Ox sin(t)g(t)dt + sin®(x)g(x)

_ /Ox(sin(x) cos(t) — cos(x) sin(t))g(t)dt + g(z) = —f(x) + g(x)

Ceci prouve que f est bien solution de vy +y = g.

(¢) En déduire toutes les solutions de l’équation différentielle y" +y = g.
La solution générale de I’équation homogene ¢y’ +y = 0 est & — A cos(z)+ psin(x)
avec \, it € R. Comme f est une solution particuliere de y” 4+ y = g, on en déduit
que les solutions de y” +y = g sont x — f(x) + Acos(x) + psin(z) avec A\, u € R.

12. Enoncé : Soient w € R, et z,y € (R, R) telles que :

{ o' (t) = —y(t) + sin(wt)

y'(t) = x(t) — cos(wt)
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(a) Soit z : R — C définie par z(t) = z(t) + wy(t). Justifier la dérivabilité de z
et montrer que z vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre a
coefficients constants avec second membre.

La fonction z est dérivable par définition de la dérivabilité des fonctions de la
variable rélle a valeurs complexes. De plus, le systeme est équivalent a 1’équation

2 (t) —iz(t) = —ie™!
(b) Déterminer x et y.

— Premier cas, w # 1 : I’équation admet une solution particuliere de la forme

t — ae™"
On obtient a = 1/(1 — w). Les solutions sont donc les fonctions de la forme

iwt

t— 1 + X't

— W

ou A € C. Posons A = a — if8 avec a, € R. Les solutions z,y sont les
fonctions de la forme

t
x:t cos(wt) + accos(t) + S sin(t)
l—w
et
t
y:it— cos(wt) _ 3 cos(t) + asin(t)
aveca, 5 € R.

— Second cas, w = 1 : ’équation admet une solution particuliere de la forme

t —> ate®

On obtient a = —i. Les solutions sont donc les fonctions de la forme

t— —ite™t + et

ou A € C. Posons A = a — i3 avec «, f € R. Les solutions x,y sont les fonctions
de la forme

x :t > tsin(t) + acos(t) + [ sin(t)
et
y:t—> —tcos(t) — B eos(t) + asin(t)

aveca, € R.
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13. Enoncé : Equation de Bernoulli. On souhaite résoudre I’équation suivante sur linter-
valle I =)0, 400 :

1
(B) 2%y +3ay' +y=—
z?
On se donne y : I — R deuz fois dérivable et on définit Y : R — R par Y (t) = y(et).

(a) Calculer les dérivées y, v, y" en fonction de Y, Y' et Y.

On a, d’apres le théoreme de dérivation d’une fonction composée, que Y = yoexp
est dérivable sur I et que Y'(t) = e'y/ (¢'). De méme, Y’ est dérivable sur I et 'on
a

Y//(Zf) _ ety/ (et) + thy// <€t>
On en déduit que

y/ (et) _ €_tY/(t) ot y// (6t) — 2 (Y”(Zf) . Y/(t))
(b) En déduire que y est solution de (E) si et seulement si Y est solution d’une
équation différentielle linéaire du second ordre da coefficients constants (E'), que
l’on précisera.

Soit & > 0, posons t = In(z), ie © = e'. Comme

Vo >0, 2%y (z)+ 3zy (z) +y(z) = 'y ( t) + 3ely/ (e ) y (et)
=Y"(t) = Y'(t) +3Y'(t) + Y(¢)
=Y"(t) +2Y'(t) + Y(2)
Ainsi, y est solution de (E) sur I si et seulement si Y est solution sur R (image
de I par la fonction In) de I'équation ( E' ) : Y/ +2Y' +Y = e~ 2.
(c) Résoudre (E") sur R.
Comme les solutions de ( Efy ) sont de la forme

— (At+B)e™!, avec A, BER

on sait d’apres le cours que ( E' ) admet une solution particuliere de la forme
t — ae~?. Apreés tout calcul, on trouve a = 1. Les solutions de ( E’ ) sont donc
les fonctions de la forme

tse ? +(At+B)e!, avec A, BER

(d) En déduire les solutions de (E) sur I.
Comme t = In(x), on en déduit les solutions de (E) sur I :
x>0»—>%+w, avec A, BeR
x x
(e) Montrer qu’il existe une unique solution y de (E) sur I telle que y(1) = y'(1) = 0.
C’est immédiat, la condition initiale (y(1),4'(1)) = (0,0) impose les constantes
précédentes (A, B) = (1,—1) et I'on trouve donc

1 In(z)—1
xt—)y(x)—la—l-()
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