MPSI Corot TD 13 2024-2025

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

» Calculs de primitives

1. Déterminer une primitive des expressions suivantes vues comme fonctions de la variable ¢ :

ot oL/t resin
(@) gy @ s (&) VIFi-¥t () 317—(;2);
3 3
(b) sin(4); (o) tt:f; (b) \/% ) ttTl;
3 . L 4t+1 1
© Grgp: @ cs@e™: () . sin(t)? cos(t)?”

2. Déterminer une primitive (en précisant ’ensemble de définition) des fonctions suivantes &
I’aide du changement de variable donné :
cos(z) + sin(x)

1 :t d _ . _ T
(a) Sin(z) cos(z)? via u an(z) (d) =z T+ th(a) via u = €%
1 1
b) z+— —— viau=+e*—1; e T viau = Jx .
v = © oo v (G
() x> via u = Va2 —1;
zvar? —1

» Equations différentielles linéaires du premier ordre

3. Résoudre les équations homogénes suivantes :

(a) ¢ +3zy=0surR; () ¢ —cos(x)y =0 sur R;
1
/—7 = M / — =
() v T2y =0suwR; (d) '+ ——y=0sur]l,o0l

4. Résoudre les équations différentielles suivantes :
Indication : pour les questions (a) & (¢) on pourra rechercher une solution particuliére sous une forme

similaire & celle du second membre.

1 1
(a) ¥ +2y=t>+t+1surR; (d) v+ = sur | — 1, 00[;

1+ggy1 (1+2)3
(b) Yy +3y=@>+De > surR; (e) ¢y +y=

sur R;
x

1+
() v +2y=(z+1sin(z) sur R; (f) ¢ —tan(t)y = H—%os(t) sur } —g, g {
5. Résoudre les problémes de Cauchy suivants :
(a) xln(z)y’ —y =4 sur ]1,00[ avec y(e) = 1;
(b) ¥ + xy = 2z sur R avec y(0) = 1.
(¢) ¥ +th(t)y = tth(¢) sur R avec y(0) = 1.

6. Résoudre sur R I’équation
y _ sh(z)?

y'sh(z) - ch(z)  ch(z)

7. Déterminer I'ensemble des fonctions f € 4°(R) telles que :

VreR,  2f(z) =3¢ /If(t)dt
0

» Equations différentielles linéaires d’ordre deux

8. Résoudre les équations différentielles suivantes sur R :
(@) y'+y =342 (e) ' —2y +2y=etcos(t);
(b) ¢ +3y +2y=e"t; (f) ' +3y +2y=sin(t);
() ' =2y —3y=1t%'; (g) y"+4y +3y=-cos(3t);
(d) (h)

f
g
y' +5y +4y=tet; (h) y"+y=sh(t).
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9. On considére I’équation différentielle dont on recherche les solutions a valeurs réelles
y" — 4y + by = €2 sin(x) . (E)

(a) Résoudre I'équation (E).
(b) Déterminer 'unique solution f de (E) telle que f(0) =1 et f/(0) = 2.
10. (a) Démontrer que toute fonction f : R — R s’écrit de fagon unique comme somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire.

(b) Déterminer toutes les fonctions f € €%(R) telles que Vo € R, f”(z) + f(—z) = z.

» Approfondissements

11. Un produit de convolution. Soit g : R — R continue. Pour x € R, on pose
(@) = / " sin(x — £)g(t)dt
0
(a) Montrer que f est de classe € sur R et que pour tout = € R,
fl(z) = /z cos(t — x)g(t)dt
0

(b) Montrer que f est de classe € et que f est solution de I’équation différentielle 3’ +y = g.
(¢) En déduire toutes les solutions de I’équation différentielle ¢y’ + y = g.
12. Soient w € R, x,y € R¥ dérivables telles que

' = —y + sin(wt)
Yy = x — cos(wt)

(a) Soit z: R — C définie par
t— x(t) + iy (¢)

Justifier la dérivabilité de z et montrer que z vérifie une équation différentielle linéaire
du premier ordre a coefficients constants avec second membre.
(b) Déterminer x et y.
13. Equation de Bernoulli. On souhaite résoudre 1’équation suivante sur I'intervalle I =]0, +o0] :
2. 1 / 1
Y 43y +y=—. (E)
x
On se donne y : I — R deux fois dérivable et Y : R — R définie par Y : ¢ — y (e?).
(a) Calculer les dérivées y,y’ et ¢y’ en fonction de Y, Y’ et Y.

(b) En déduire que y est solution de (E) si et seulement si Y est solution d’une équation
différentielle linéaire du deuxiéme ordre & coefficients constants (E’) que 'on précisera.

(¢) Résoudre (E’) sur R.
(d) En déduire les solutions de (E) sur I.
(e) Montrer qu’il existe une unique solution y de (E) sur I telle que y(1) = ¢'(1) = 0.

» Exercice CCINP

On considére les deux équations suivantes :
2zy’ —3y=0 (H)
2zy' =3y =z (E)
(a) Résoudre I’équation (H) sur I'intervalle |0, +o0].
(b) Résoudre ’équation (E) sur 'intervalle |0, +oo.

(¢) L’équation (E) admet-elle des solutions sur [0, +oco[?
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