MPSI Corot CORRECTION TD 12 20242025

MATRICES, SYSTEMES LINEAIRES

Dans toute la suite, K désigne R ou C et n est un entier fixé dans N*, I

» Calcul matriciel

1. Enoncé : Soient A et B deuzr matrices diagonales. Démontrer que la matrice AB est
diagonale.
Soit A, B € #,(K) deux matrices diagonales.
On pose :
A = diag(ay, ag, ..., an) = (a;;)i; = (didi;)i;

Et :
B = diag(bl, bQ, . ,bn) = (bi,j)i,j = (d;é‘i,j)i,j

Fixons i,j € [1,n].
Le coefficient (i, 7) de la matrice AB est donné par :

n
hij =Y aikbr;
k=1

I
M=

di(si,kd;gék,j

k=1
= dz Z d;gdi,kak,j
k=1
_d dix1 sii=j
0 sii#j

Donc :
AB = (dldgéw)w = dlag(dld’l, dgdlg, . ,dnd;) € %H(K)
2. Enoncé : Soient 1,7, k,0 € [1,n] ; déterminer le produit E; jEy, dans 4, (K).
Posons Ez',j = (ua,b)a,be[[l,n]]; i.e Va, be [[1, TL]], Ugp = 51»@(5]-,1,.
Posons E;; = (Vap)apeing: 1€  Va,b € [1,n], vap = Okalrp-

Soit wg le coefficient ligne a € [1,n] et colonne b € [1,n] de la matrice E; ; Ej ;.
On a :
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n

Wa,p = Z Ugq,cVc,b
c=1

- Z 5i,a5j,05k,05€,b

c=1

= 6i,a§€,b X Z 5j,05k,c

= 0;,a00,60 k
B 51'7&(54,5 si j =k
o sinon

Comme §; 404 est le coefficient ligne a et colonne b de la matrice E; 4, on a par égalité
des coefficients :

EijEre=FEiy sij=k
E;jEL, =0 sinon.

3. Enoncé : Calculer les puissances des matrices

1 2 3 3 01
A= 01 2 et B=]|0 3
0 01 00 3
On remarque que A est triangulaire supérieure.
On a:
0 2 3
A"=(I3+ N)" avec N=| 0 0 2
0 00
na
0 06 000
N*=[00 2 et N>°=[0 0 0
0 00 000
Donc, pour tout n > 3, on a N" = 0 et également I[3N = N3
Donc :
A":(13+N)”
— (o) N + (T) 7N + (Z) AN’
nn—1) ,
213+nN+TN
Donc :
1 2n 3ng+ &=l
A"=10 1 2n+2”<" =
0 0 1
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De méme :
0 01
B=3I3+N avec N=| 0 0 0
0 0O
On a
0 0O
N’=|0 0 0)
0 0O
DonconaVn > 2 N"=0et 3[3N = N3I;.
Donc :

B" = (313 + N)"

f: ( >N’c 3L)"

( ) (31;)"N° + G) (31;)""'N

=3"I3+n3" 1N

3" 0 n3vt
=10 3" 0
0 0 3"

4. Enoncé : Soient a,b € C; calculer les puissances de la matrice

a+b 0 a
A= 0 b 0
a 0 a+b

Posons :

1
A=0bl3+aM avec N(O
1

o O O
—_ O =

On a:

2k—1 0 2k—1

Ve>1,M"=| 0 0 0 et M°=1I5 et bIy(aM) = (aM)bls
2k—1 0 2k:—1

Donc :

A" = (bI3 + aM)"

n

=3 (1) or

vb.webprepa.eu o 3 / 18



MPSI Corot CORRECTION TD 12

2024-2025

Posons : .
n
Sn — < >akbn—k2k—1
= \k
Et donc :
1 n
S, == (Z (") (2a)*0"F + b”)
2\ \k
1
= 5 ((2a +b)" —b")
1
=5 ((2a+10)" —v")
Donc :

(2a+b 7L+b7L 0 (2a+b)n_bn
2
A" = 0 b"
Qath)"—b" () (2a4h)"+b"
2 2

ow

5. Enoncé : Soit a € R*. On considére la matrice suivante :

0 a a?
A=| 1/a 0 a
1/a* 1/a 0
(a) Vérifier que A?> = A+ 2I3.
On a :
2 a a?
11
Donc ok.

(b) Démontrer qu’il existe deuz suites a,b € RY telles que pour tout n > 0, A" =

CLnA —+ bnfg
Montrons par récurrences que pour tout n > 0 :

P(n) : "I(an)n, (bn)n €RY, A" = a, A + b, 15"

Initialisation :

Pour n =0, on a :
A0:]3:OXA+1X]3

Donc ag =0 et by = 1.
Hérédité :

Supposons P(n) vrai, i.e 3(a,)n, (bp)n € RY, A" = a, A+ b,I3.

Montrons que P(n + 1) est vrai.
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On a:

ATl = AmA
= (a, A+ b,13)A
=a,A*+b,A
=an(A+2I3)+b,A
= (an + by)A + 2a,1;5
= Apg1 A+ bpy1l3

avec api1 = Gy + b, €t by = 2a,.
Donc P(n + 1) est vrai.
Déterminer de facon explicite les suites a et b.

On a:
Ap+1 = QAp + bn
bn-l—l = 2a,
et :
ao 0
b() - 1
On a donc :

Qpt1 = Qp + bn
20p11 = 2a, + 2b,
bn+2 = bn+1 + 2bn

Posons I’équation caractéristique :
X2 X-2=X-2)(X+1)=0

On a donc les racines 2 et —1.

Donc la solution générale de I'équation est :

JA,BeR, Yn>0 b,=Ax2"+Bx(-1)"

On a
bp=A+B=0 A:%
<~ 1
bh=2A—B=1 =—3
Donc on a : ] ]
Vn>0, b,==-x2"——-x(=1)"
n >0, 3>< 3><( )
Et donc, commeb"T“:an, ona :
b1 1 1
Vn>0,a, = == x 2"+ - x (=1)"!
n>0,a 5 3 % +6><( )
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6. Enoncé : Soit 6 € R. On pose :

0 1 — sin(#)
A= ( -1 0 cos(0) ) :
—sin(f) cos(0) 0

(a) Déterminer A3.

On a:
—1+sin?(f) —sin(0) cos(d) cos(6)
A? = | —sin(f)cos(d) —1+cos?() sin(h)
—cos(6) — sin(0) 1
et donc :
0 00
AP =A*A=100 0
0 00

Donc A3 est la matrice nilpotente.
(b) En déduite (A+ I3)" pourn > 1.
On a :

(A+ )" =3 (Z) Ayt

7. Enoncé : Soit X € M, 1(K). Ezprimer de fagon simple la quantité X T X.
Soit X € %n,l(K)
Donc X' € 4, ,(K) et :

xq
€T n
XTX = (21,0020 | . | = (Z x,?) € M, (K)

i=1
Tn

Donc les coefficients de X " X sont les carrés des composantes de X.

cos(0) —sin(@))
sin(f) cos(0) )

8. Enoncé : Pour € R, déterminer les puissances de la matrice Ry = <

Montrons par récurrence que pour tout n € N :

PO) = () oty )

Initialisation :

Pour n =0, on a :

(4 0)- (ol ) -(00)
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Donc P(0) est vrai.
Hérédité :

Supposons P(n) vrai, i.e In € R,

Montrons que P(n + 1) est vrai.
On a:

Rn+1 RgRO
[ cos(nf) —sin(nh)
~ \ sin(nf)  cos(nd)
_ )
sin(nf) cos( )+cos(n ) sin

_ ( cos((n+1)8) —sin((n + )
sin((n +1)0)  cos((n + )9)

Donc P(n + 1) est vrai.

B = (nle) oot )

Donc par récurrence, P(n) est vrai pour tout n € N.

9. Enoncé : On consideére les deux matrices

00 1\° /0 1
01 0 10

0 01 0\ /0 01 1
1| B*=10 0 1|1 0 0|l=10
0 1 00/\0 10 0

Montrons par récurrence les propositions suivantes :

I
P: A" = { 3
A
Initialisation n = 0
AO - Ig
B’ =1,

Hérédité

Supposons P(n),Q(n) vraies pour un n arbitraire, montrons que P(n + 1) et

Q(n+1) le sont :

s%n: 2] Q:B"=4{B sin=1[3]
sin = 1[2] B? sin=2[3

or 0 = 0[2] = donc P est initialisée

or 0 = 0[3] = donc Q est initialisée

vb.webprepa.eu o 7 / 18



MPSI Corot CORRECTION TD 12 20242025

— sin =0[2], alors A" = I3 (HR) et A" = A avec n+ 1 = 1[2]
— sin=1[2], alors A" = A (HR) et A" = A%? = [3 avec n + 1 = 0[2]

Donc P est héréditaire
— sin=0[3], B* =13 (HR) et B""! = B avec n + 1 = 1[3]

— sin =1[3], B* = B (HR) et B""' = B? avec n + 1 = 23]
— sin =2[3], B* = B? (HR) et B""! = B3 = [y avec n + 1 = 0[3]

Donc @) est héréditaire

I sin=o2 I3y sin=0[3]

On a donc Vn € N, A" ={° STn_ et B"=(B sin=1[3
A sin=1[2] :

B? sin=2[3

(b) Calculer AB, AB* BA et B*A.

» Matrices inversibles

10. Enoncé : Les matrices suivantes sont-elles inversibles ¢ Le cas échéant, déterminer leur
inverse.

0 0 0
(a) A= -1 1 0 |;
0 0 =2

Posons A = (a; j)1<i j<3-

Comme Vj € [1,3],a;,; = 0, A n’est pas inversible.

-1 0 0
by B=| -1 11 |;
—1 0 0

Avec un pivot de Gauss, cherchons si il exists B~! tel que BB~ = I5.
On a :
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[ —1 0 0|1 0 O
-1 1 110 1 0
| -1 0 0/0 0 1
[—1 0 0/ 1 0 0]
Lechobi b g 1 1/=1 1 0
| -1 0 0] 0 0 1]
[—1 0 0/ 1 0 0]
Lschsmlit g 1 1/—-1 1 0
| 0 0 0|-1 0 1|
On a une ligne de 0, donc B n’est pas inversible.
0 1 0
@ C=|-11 1 |;
-1 2 -2
0 1 0|1 0 0]
-1 1 110 1 0
-1 2 20 0 1 |
-1 1 1|0 1 0]
Lol g 1 01 0 0
-1 2 2/0 0 1]
[ —1 1 1/0 1 0
Lsclsli g 1 0|1 0 0
0 1 10 -1 1
[ —1 0 1|—-1 1 0]
ichizl2 b g 1 0l 1 0 0
0 1 1|0 -1 1|
[ —1 0 1|—-1 1 0]
Lsclszla g 1 0l 1 0 0
0 0 1|-1 —1 1|
Ll(—Ll—ng,L;;(—LgX —l [ 1 O O % _g _%
’ <3> 010[(1 0 o0
KO
Donce C est inversible et son inverse est :
4 2 _1
. 3 3 3
cC—=11 0 0
1 1 _1
3 3 3
0O 0 0
dD=|1 -1 -1 |;
0O 0 0

Posons D = (di,j)lgi,jﬁ&
Comme Vi € [1,3],d;1 =0, D n’est pas inversible.
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-1 1 0
(e) E= 0o 0 2 |;
-1 1 =2
-1 1 0|1 0 0
0 0 21]0 10
| -1 1 -2/0 0 1
LLlLLL_l_lo_loo_
e eetath 1 g 9 2 10 10
' 0 0 —-2|-1 0 1|
1 -1 0 |—-1 0 0]
Lotlatls 1 g 0 0 |-1 11
0 0 —-2|-1 0 1]
Donc E n’est pas inversible car il y a une ligne de 0.
0 -1 0
(f) F = 0 0 0
-2 0 0
Posons F' = (fi,j)lgi,jg?,-
Comme Vj € [1,3], fo,; = 0, F' n’est pas inversible.
11. Enoncé : Soit
0 01
A=|[1 0 3 | e #(R)
010
(a) Déterminer a,b,c € R tels que A3 + aA% + bA + cl3 = 0.
0 01
A=|[1 0 3
010
0 0 1\ /0 0 1 010
A*=[10 3|1 0 3|=]0 3 1
01 0/\0O 10 10 3
01 0\ /0 01 10 3
A3=10 3 1]|1 0 3|=1[3 109
1 0 3/\0 10 010
On cherche les a, b, c € R tels que :
AP+ aA? + VA +cl3 =0
1 0 3 010 0 01 1 00 000
31 9l4al0 3 1]4+b|1 0 3|+c|0 1 0f=[0 0 0
010 10 3 010 0 01 000
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I+c a b 000
=134+b 1+3a+c 3b+a|=(0 0 O
a 1+b 3a+c¢ 0 00
D’ou le systeme :
a=0
b= -3
c=—1

Donc :

A3 —3A—-1,=0

(b) En déduire que A € GL3(R) et calculer A™'.
D’apres la question a), A3 —3A — I3 =0

AP —3A=14
A(A2 - 3[3) - I3
Al =A% 30
Donc A € GL3(R) et
A7 = A% — 314

12. Enoncé : Soient A, B,C € M,(K) trois matrices non nulles telles que ABC = 0.
Démontrer qu’au moins deux de ces dernieres sont non inversibles.

Supposons que A est inversible.
On a:

ABC =0 «— A 'ABC =0 < BC =0
* G§i B est inversible : On a :
BC =0 < B 'BC=0+«<= C=0

Donc C' est nulle ce qui est absurde, donc B n’est pas inversible.
* Si C est inversible :

Symétriquement, on a :
BC =0 < BCC'=0 < B=0

Donc B est nulle ce qui est absurde, donc C' n’est pas inversible.
Donc si A est inversible, alors B et C' ne le sont pas.
Supposons que A n’est pas inversible.

* Si C est inversible :

On a:
ABC =0 < ABCC'=0 < AB=0

** Gi B est inversible :

On a:
AB=0 < ABB'=0 < A=0

Donc A est nulle ce qui est absurde, donc B n’est pas inversible.
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** Si B n’est pas inversible :

On a :
AB =0

et donc A et B ne sont pas inversibles.
* Si C n’est pas inversible :
Donc A (hyp) et C(x) ne sont pas inversibles.

Dans tout les cas, au moins deux des matrices A, B et C' ne sont pas inversibles.

13. Enoncé : Soit A = (min(7,j))1<ij<n. Montrer que A est inversible et calculer son
mnuerse.

On pose B = (bi,j>1§i,j§n définie par

2, l<i<neti=j,

1, 1=j3=1oui=7j=n,

bi':
Yo -L il =1,
0, sinon.
On a donc :
2 -1 0 0
-1 2 -1 0

Sy
I
- O
|
—_
N}
e}

Notons BA = (hi,k)lgi,kgn et :

(BA);x = Z b;; min(j, k) = b;;—y min(i — 1, k) + b;; min(¢, k) + b; ;41 min(z + 1, k).

j=1
On distingue trois cas :
— Si k < i, alors min(i — 1,k) = min(i, k) = min(i + 1,k) = k et (BA)x =
—1-k+2-k—1-k=0.
— Si k =4, alors min(i — 1,4) = ¢ — 1, min(¢,7) = 4, min(i + 1,4) = i et (BA);; =
~1(i—1)+2i—1-i=1.
— Si k > i, alors tous les minimums valent i et (BA);y =—1-i+2-i—1-i=0.

On obtient ainsi BA = I,,, ce qui montre que A est inversible et que A™! = B.

> Systéemes linéaires

14. Enoncé : Résoudre les systemes linéaires suivants :

r+2y+z=1
(a) {3x+y—2223 ’

{x+ y+z {aH— y+z @{y 2 @{x +2

3r+y—22=3 | . 5,3, | —Py—52=0 r—2z+z=1 =—z
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S5 4+y+2z=—5/2
(b) ~ -~ ;
2c —y+2z=-5/3
_ 5 __5 _ _5_5_ =2
5x—|—y—|—2z——g N y——5§—5x—2z PN Tr+dz=—3—-3==
2r—y+2z2=-3 20+ 5+ 5 +22+22=—3 Yy=—35—0r—22
z:;—f’—gx
= —
y=—2-5z+2+Ir=2_3g
3r+2y+32=0
(c) § 22 —y+2z2=-1
dr +by+4z=1
3r+2y+32=0 y=2x+22+1 y=2zx+22+1
20 —y+2z2=—-1 & 3r+4r+4242+32=0 << Tv+T7z=-2
dr+5y+4z=1 dr 4+ 10z + 10z + 5+ 42 =1 dxr + 14z = —4

7

r—y+32=5/2
(d) {x+2y—z:3/2 ’

2
@{y:2x+2z+1 @{x:—z—7

T=—z—2 y:—22—%+22—|—1:%

x—y+3z:g x—y+3z:% y:_?l—l—gz
<~ _ =
{x—i—Qy—z:g Lot Lo—Ly8y—demd-_3——1 & =3 +32—32+3 r=23-2z
rT+2y—2=-3
() § 20 —y+2=8 ;
dr+y+2z=11
rT4+2y—z=-3 rT4+2y—z=-3
2t —y+2=28 Lo la2ly, Lot la— 3l —by+3z=14
3r+y+2z=11 —Hy + 52 =20
rTH+2y—2=-3
Lsclsla, —5y+3z =14
22 =06
a—b—c=-7
(f) ¢ 3a+2b—c=3 ;
da+b+2c=14
a—b—c=-7 a—b—c=-7 a—b—c=-7
3a+2b—c=3 Ly« Ly—4L4: 5b + 2¢ = 24 LL2—3L1: 5b + 2¢ = 24
da+b+2c=4 5b + 6¢ = 32 4c =8
c=2 c=72
= a—-b-2=-7 < ( b=4
5b+2x2=24 a=-5+4=-1
() 3r—2y+2z2=6
r4+2y—z=-2"
3r—2y+2==6 — dor =4 o r=1 ol =
TH2Yy—2=—-2 LivLitl | v+2y—2= -2 20—z = -3 z=2y+3

r+3y+z=1
(h) S 20 —y+2z=-1.
r+10y+2=0
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r+3y+z2=1 - r+3y+z2=1 r+3y+z2=1
20 —y+2z2=—1 Lo Ly —214< —Ty= -3 < L3« L3+ Loy —Ty= -3
r+10y+2=0 Ty =—1 0=—-4

15. Enoncé : Résoudre, pour yy,ys2,ys, ys € C le systeme :

2I1+$2+I3+$4:y1
T1+ 229 + T3+ 14 = Yo
T1+ 2o+ 203+ 14 = Y3
T1+ X2+ 23+ 214 = Yy
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201 + X0+ T3+ x4 = Yy
T1+ 229 + T3+ x4 = Y3
1+ To + 223 + x4 = Yo
T1+ 22+ 23+ 20 =y

avec Y1, Y2,Y3, Ya S R

201 + X9+ 23+ T4 = Yy

3 1 1 1
0+§$2+§$3+§l’4:y3—§y4
0. L 3 1 1 (L; + L; — 3Ly pour i € {2,3,4})
+§$2+§$3+§$4—y2—§y4
O—i-l +1 +3 1
—x —x —T4 =Y — —
g2 T 53T 5l (A 294

201 + o+ T3+ x4 = Yy
3xe + 23+ T4 =2y3 — Ya
To+ 303+ T4 =2y — s
To + X3+ 314 = 2y1 — s
201+ 0+ 205 + 224 = ys — 2Y2 + 50

(L; < 2L; pour i € {2,3,4})

Ll(—Ll—%LQ

3o + 23+ T4 = 2y3 — s I La— 1L
0+§ 2 —9 . _12 . 3 37 342
573+ 574 = 20 — Ys — 5(2y3 — Yu) L L 17

4 4— 3lo

04 225+ 524 = 21 — ya — 5(2y3 — ya)
201 + 04 F3 + 524 = ya — 3Y2 + 3
3wy + x5 + x4 = 2y3 — Ya
04 Sxs+ 224 = 2yp — 2ys — S
0+§x3+§x4:2y1—§y3—§y4
$1+0+%$3+%$4:%y4—%3/2
3wy + w3+ T4 =2y3 — Ys
04 323+ 324 = Yo — 33 — 3V
04 323+ 524 = Y1 — 33 — 3V
21+ 0+ 0+ j2a =3y — 1Yo — 1Us
To+ 0+ tzs =3y — ys — tua L+ 3L; pourie€ {1,2,3}
$3+i9€4: %ys—iyz—iyl L3 «+ %Lz
0+ 2s =ya— (2 +ys + 1)
A1+ 040424 =3y1 — Y2 — Y3
To+0+24 =3y —Ys — Ua
T3+ T4 =3Ys — Y2 —
O0+5zs=4dys —y2—ys —
401+ 0+0+0=3y1 — Y2 — Ys — sya + 2 + sys + 1
To+0+0+0=3ys—Ys — Ya — 2Ya + 2Y1 + +3
23+ 0+0+0=3ys — Y2 — Y1 — 2Ua + 341 + £
xy = +(4ys — Y2 — Y3 — 1)

(L; + 3L; pour i € {1,3,4})

(L2 <— LQ — %L4)

(L4 — L4 X 5)

L+ L; — %L4 pour ¢ € {1,2,3}
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Donc les solutions du systeme sont :

xy = 3(4y1 — Yo — Y3 — Ya)
Ty = +(4y2 — Y1 — Y3 — Ya)
T3 = +(4ys — Y2 — Y1 — Ya)
ty=3(4ys — Yo — Y3 — 1)
16. Enoncé : Résoudre ’équation X? = A ou
1 0 1
A= 0 4 2
0 0 16

Soit X € .#5(R) une matrice telle que X? = A. On cherche une matrice X = (z; )
triangulaire supérieure telle que X? = A.

Donc
z3 xa(@11 + ) wi3(T11 + 233)
X?=10 T3, T93(T22 + T33)
0 0 r3,

Par identification des coefficients de X? et de A, on obtient les équations

T1a(x11 + T2) =0,  Xoz(eg + x33) = 2,  w13(w11 + 233) = 1.

Comme x1; + x99 # 0 pour tout choix de signes car x%l =1et x%2 =4,0na x5 =0.

De plus
2 1

Ty = ———, T3 = —.
23 Too + X33 b T11 + X33
Les choix
T = €1 € {:l:l}, Tog = €9 € {:t2}, X33 = €3 € {:]:4}

produisent huit solutions distinctes :

1
&1 0
81"‘53
X=|g o 2 | (enezes) € {£1} x {2} x {4},
€2+€3
0 O €3

Chacune vérifie bien X2 = A.

» Approfondissement

17. Enoncé : Soit A € M, (R) une matrice triangulaire supérieure. Démontrer que A est
diagonale si et seulement si ATA = AAT.
On le fait par récurrence sur n > 1. La propriété est immédiate pour n = 1.
Supposons la propriété vraie au rang n > 1; soit A € M,,;1(K) triangulaire supérieure
commutant avec sa transposée.
On peut écrire
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18.

19.

e X7
“lo. s
avec a € K, X € M,,1(K) et S € M,,(K) triangulaire supérieure.
L’identification du coefficient d’indice ( 1,1 ) dans la relation ATA = AA” donne
=2+ XTX

On en déduit X = O, et I'égalité ATA = AAT donne alors S7S = SST. Par hypo-
thése de récurrence, la matrice S est diagonale et par conséquent la matrice A 'est
aussi.

Enoncé : Soit A € GL,(K) telle que A+ A~1 = I,. Déterminer A* + A% pour tout
ke N.
Soit k > 0; posons B, = A¥ 4+ A7*. On vérifie

(AF+ A7F) (A4 A7) = Ab+t 4 A g ghot g gD

et donc

By = Bgy1+ Br—1

Sachant By = 2I, et By = I,, on a par récurrence B, = AiI, avec (\g), la suite
récurrente linéaire double déterminée par

)\0 - 2, )\1 =1
Vn Z On, )\n-l-l = )\n — )\n—l
Apres résolution, pour n > 0 :
(14iV3)" + (1 —iV/3)"
2n
Enoncé : Matrices a diagonale dominante. Soit A € #,(C) telle que

An =

Vie[l,n], el > Z |a; ;|-
i
Montrer que A est inversible.

Raisonnons par I'absurde en supposant A non inversible. Le systeme AX = 0 n’est
donc pas de Cramer, ce qui entraine l'existence d'un vecteur colonne non nul

X1
X =
Tn

tel que AX = 0. Soit igp < n tel que |z;,| > 0 soit le maximum des |z;|,7 < n. Puisque
AX =0, on a en particulier

n
—QigigTig = Z Qig,j L4
J#io
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Or, d’apres I'inégalité triangulaire,

n

< > aigl ]

J=1,jio

n
Z Qig,j L j

J#io0

et, par définition de iy,

n
> lai,

J#i0

n
|xj| < (Z |ai07j|) ‘xio‘

J#i0

d’ou

n
|aio,io| |Ilo| < (Z |ai0,j|) |Ilo|

J#io
et puisque |z;,| # 0,

n
|aio7io| < Z ’aio,jl
J#i0

ce qui contredit I’hypothese de 1’énoncé.

20. Enoncé : Pour un sous-ensemble E de 4, (K), on appelle commutant de E [’ensemble

C(E) = {M € #,(K)|VA € E, AM = MA}.

Déterminer € (M, (K)) et € (GL,(K)).

Soit M € M,,(K) commutant avec toute matrice de M,,(K). Pour i # j, on a E; ;M =
ME,,.

L’égalité des coefficients d’indice ( 4,7 ) donne m;; = 0.

L’égalité des coefficients d’indice ( 4, ) donne m;; = m;;.

Par suite la matrice M est scalaire. La réciproque est immeédiate.

Pour GL,(K), on étudie la commutation de M avec I, + E; ; qui conduit a nouveau a
I'égalité E; ;M = ME; ;. On obtient la méme conclusion.
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