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Systeémes linéaires
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Approfondissements

17. On le fait par récurrence sur n > 1. La propriété est immédiate pour n = 1.
Supposons la propriété vraie au rang n > 1; soit A € M,,,1(K) triangulaire supérieure commutant avec
sa transposée.
On peut écrire
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A (@ xT
On1 S
avec a € K, X € M, 1(K) et S € M, (K) triangulaire supérieure.
Lidentification du coefficient d'indice (1,1) dans la relation ATA = AAT donne
a?=a?+XTX

On en déduit X = O, 1 etl'¢galité ATA = AAT donne alors STS = SST. Par hypothése de récurrence, la
matrice S est diagonale et par conséquent la matrice A I'est aussi.

18. Soit K > 0; posons By, = AF + A~F On vérifie
(Ak + A*k) (A + A*l) _ Ak+1 + A*(kJrl) + Akfl + A*(k*l)
et donc
By, = Bpy1 + By

Sachant By = 2I,, et By = I,,, on a par récurrence By, = AiI,, avec (\;), la suite récurrente linéaire double
déterminée par

)\0 = 2,A1 =1

Vn > Onv >‘n+l =X —An1

Apres résolution, pour n > 0:

_ A+a3)"+ (A -iv3)"
2n '

An
19. Raisonnons par l'absurde en supposant A non inversible. Le systeme AX = 0 n'est donc pas de Cramer,
ce qui entraine l'existence d'un vecteur colonne non nul
T1
X =
Tn
tel que AX = 0. Soit 29 < n tel que |z;,| > 0 soit le maximum des |z;|,¢ < n. Puisque AX = 0, on a en particulier
n
T QigyigTig = Z iy 5T -
J#io
Or, d'apres l'inégalité triangulaire ,

n

< > aigl |z,

J=1,j#i0

n
E :ailhjmj

J#io

et, par définition de i,
n n
ool < (3 )
J#io J#io
d'ou
n
|@iiol [2io] < | D l@igs] | ||
J#io

et puisque |z;,| # 0,

n
@il <D lai]

J#io

ce qui contredit I'nypotheése de 1'énoncé.
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20. Soit M € M, (K) commutant avec toute matrice de M,,(K). Pour i # j,ona E; ;M = ME,; ;.
Légalité des coefficients d'indice (%,%) donne mj; = 0.
Légalité des coefficients d'indice (¢, j) donne m;; = m;;.
Par suite la matrice M est scalaire. La réciproque est immédiate.
Pour GL,(K), on étudie la commutation de M avec I, + E; j qui conduit a nouveau a l'égalité
E; ;M = ME; ;. On obtient la méme conclusion.
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