MPSI Corot TD 12 2024-2025

MATRICES, SYSTEMES LINEAIRES

Dans toute la suite, K désigne R ou C et n est un entier fizé dans N*. '

» Calcul matriciel

1. Soient A et B deux matrices diagonales. Démontrer que la matrice AB est diagonale.
2. Soient i, j, k, ¢ € [1,n]; déterminer le produit E; ;Ey o dans ., (K).
3. Calculer les puissances des matrices

1 2 3 3 01
A=10 1 2 et B=|0 3 O
0 0 1 0 0 3

4. Soient a,b € C; calculer les puissances de la matrice

a+b 0 a
A= 0 b 0
a 0 a+b

5. Soit a € R*. On considére la matrice suivante :

0 a a?
A=1|1/a 0 a
1/a? 1/a 0

(a) Vérifier que A% = A + 213.
(b) Démontrer qu’il existe deux suites a, b € RY telles que pour tout n > 0, A" = a, A+b,I3.
(¢) Déterminer de fagon explicite les suites a et b.

6. Soit # € R. On pose :
0 1 —sin(6)
A= -1 0 cos(0)
—sin(f) cos(#) 0
(a) Déterminer A3.
(b) En déduite (A + I3)™ pour n > 1.
7. Soit X € .4, 1(K). Exprimer de facon simple la quantité X T X.

cos(6) — sm(e)))

8. Pour 0 € R, déterminer les puissances de la matrice Ry = (sin 6)  cos(6)

9. On considére les deux matrices

1 00 0 01
A=10 0 1 et B=[1 0 0
01 0 0 10

(a) Calculer A%, B? et B®. En déduire A" et B™ pour tout entier n € N*.
(b) Calculer AB, AB? BA et B? A.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.
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Matrices inversibles

Les matrices suivantes sont—elles inversibles ? Le cas échéant, déterminer leur inverse.

0 0 0 0 1 0
(a) A= -1 1 0 ;7 (¢) C=1 -1 1 1 ;o (e)
0 0 -2 -1 2 =2
-1 0 0 0 O 0
(by B=[ -1 1 1 |; d D=1 -1 -1 |; (&
-1 0 0 0 0 0
Soit
0 0 1
A=1[1 0 3| e #(R).
010

(a) Déterminer a,b,c € R tels que A3 + aA% +bA + cl3 = 0.
(b) En déduire que A € GL3(R) et calculer A~

-1 1 0
E= 0 0 2
-1 1 -2
0 -1 0
F= 0 0 0
-2 0 0

Soient A, B,C € #,(K) trois matrices non nulles telles que ABC = 0. Démontrer qu’au

moins deux de ces derniéres sont non inversibles.

Soit A = (min(, j))1<i,j<n. Montrer que A est inversible et calculer son inverse.

Systémes linéaires

Résoudre les systémes linéaires suivants :
r+2y+z=1 r—y+32=5/2
(2) {3x+y—22=3 ’ (d) {x+2y—z:3/2 » o (8)
r+2y—z=-3
2c—y+2z=8 ; (h)

S5r+y+2z=-5/2
o { 2 e
3r+y+2z=11

2¢ —y+2z=-5/3 "’

3r+2y+32=0 a—b—c=-T7
(c) 2 —y+22=-1 () 3a+2b—c=3 ;
dr+5y+4z=1 da+b+2c=4
Résoudre, pour y1,y2,ys3,ys € C le systéme :
2r1 4+ x9 + 3 + T4 = Y1
T+ 2@y 4+ x3 + Ta= Yo
T+ x2 4+ 223 + Ta= Y3
1+ x2 + ®3 + 2ma= Y
Résoudre I’équation X2 = A ou
1 0 1
A= 0 4 2
0 0 16

Approfondissements

{

3r—2y+2=6
T+2y—z2=-2
r+3y+z=1

2 —y+2z=-1 .

z+10y+2=0

Soit A € A, (R) une matrice triangulaire supérieure. Démontrer que A est diagonale si et

seulement si ATA = AAT.

Soit A € GL,(K) telle que A+ A~! = I,,. Déterminer A* + A=* pour tout k € N.

Matrices a diagonale dominante. Soit A € 4, (C) telle que
Vie[ln], lail> Z |ai.j| -
J#i

Montrer que A est inversible.

Pour un sous-ensemble E de .#,,(K), on appelle commutant de E 1’ensemble :

C(E)={M c #4,K)|VAec E, AM =MA}.
Déterminer € (4, (K)) et €(GL,(K)).
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