MPSI Corot CORRECTION TD 11 20242025

DERIVATION

» Gammes calculatoires

1. Enoncé : Calculer les dérivées des fonctions définies par les expressions suivantes, en
précisant leurs domaines de dérivabilité :

(a)

In(In(z));
La fonction In (la deuxieme) est dérivable sur R* et (la premiere) strictement
positive sur |1, +o00[, donc In o In est dérivable sur |1, +oof et

Ve >1, (lnoln)(z)=

xIn(x)

arctan(In(x));
La fonction arctan est dérivable sur R et In est dérivable sur RY, donc arctan o
In est dérivable sur R et

1

Vo >0, (arctanoln)(z)= m

11—z .
arctan ( T +x> ;

Un tableau de signes montre que (1 — x)/(1 4+ x) est strictement positif si, et
seulement si, —1 < o < 1. Par conséquent, la fonction f considérée est dérivable
sur | — 1, 1] et pour tout = dans cet intervalle,

—1 1
— arccos' (z)

f'(z) BEWipe= Ak

(COSQ(I) + %) sin(2x) ;
La fonction f considérée est dérivable sur R et, pour tout x € R,

f'(z) = —sin?(2)x + (1 + cos(2x)) cos(2x) + 3 cos(2z)
= cos(4x) + 4 cos(2x)
In ( 1- 2sin2(w)) ;
La fonction sin? est périodique, de période 7. La fonction /. est dérivable et
strictement positive sur R* , donc la fonction f considérée est (définie et) dérivable

au point zsi, et seulement si, 1 — 2sin?x > 0, c’est-adire si = est strictement
compris entre —7/4 et /4 modulo 7. Pour de tels z,

() = 5 nfcos(|2a1))

et done

/() = —tan(22)
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cos(x)+z sin(x)
( ) sin(z)—x cos(z) *

La fonction f considérée est définie et dérivable en tout point x tel que sin(x) #
x cos(z). Cette équation possede une infinité de solutions, une dans chaque in-
tervalle de la forme | — 7/2 + kn,7/2 + kr[( avec k € Z). En tout point de son
ensemble de définition,

f'(x) =

(sin(z) — x cos(z))?

n—lel/x

2. Enoncé : Pour n > 1, on définit sur R la fonction f, : x — x . On pose

également g, = f.

n

(a) Soit n € N*. Justifier l'existence de g, et établit que :

Ve €RY,  gna(2) = zg,(x) + (n+ 1)gn(z)

La fonction g, est de classe C* sur |0, +oo[ d’apres le théoréme sur les produits.
En appliquant la formule de Leibniz, on trouve que la dérivée n + 1-ieme de
fox1 iz = xf,(z) est égale a

2 2f @)+ (n+ D)

ainsi, pour tout n € N* et tout x € R,

Int1 = 2g,(2) + (n 4 1)gn(x)

(b) Démontrer que pour tout n € N* et tout v € R* , on a :

(_l)n el/r
xn—i—l

gn(T) =

Prouvons la formule par récurrence sur n € N*,

La formule est triviale pour n = 1.

— Supposons la formule vraie pour un certain n € N*. Alors g,, est dérivable sur
R* et
+ )

. nl—(n+1) 1 .
Vo € R+,g;(x) =(-1) [ o2 gnt3 e/

On a donc, d’apres la formule démontrée a la premiere question,

(_1>n+1 el/m

Vo € Rj—ugn—i-l(x) = n+2

La formule est prouvée au rang n + 1.

— La formule est vraie pour tout n € N* d’apres le principe de récurrence.

3. Enoncé : Soit a € R.. On considere la fonction f : x +— arctan ( 210 )

l—ax
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(a)

Etudier la dérivabilité de la fonction f. Est-elle de classe €' sur son ensemble de
dérivabilité ?
Posons :

fR\{{} —R

T+ a
xr—>arctan( )

— ax

arctan est définis sur R.

Donc f est définie sur R\ {1} =] — oo, £[U]$, +o0].

[ est de classe € sur R\ {1} comme composé de fonctions usuelles.
Donner une expression alternative de la fonction f.

Six # é, on a :

,mz(l—a:c)—l—a(:c—i-a)x 1
o= T )

1 —az + ax + a?
(1—ax)?+ (x —a)?
1+ a?
14+ a? + 22 + a?22
1+ a?
(14 a2)(1+ 2?)

1
14+ 22

Donc on a :
(f — arctan) =0

Ve <L = f(x)=arctan(z)+ A

Donc JA, B € R tels que |
Vz > -, f(x) = arctan(x) + B

On a0 €] — oo, [ donc :

f(0) =arctan(0) + A=0+ A=A

Donc 0+
A = arctan (1_(1(1.0> = arctan(a)
Et : ] N
r+a
Vo < =, = arct ( ) = arct t
T < f(z) = arctan - arctan(z) + arctan(a)

Or :

T+a -1

1—ax 2=+ a
Donc :

r+ta

—1 1
f(x) = arctan < > > arctan () = —arctan ()
]_ — ax T—+00 a a
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Et :

T
arctan(z) — 5
Donc :
— arctan (1> =—+2B
a
Donc :
1 1 s
Vo > p f(z) = arctan(z) — (arctan (a) 4 2)

» Fonctions dérivables et de classe €*
4. Enoncé : On considere la fonction suivante, définie sur R :

f:R—R

{ eV sz 0
T — . .
0 sinon

(a) Montrer que f est de classe € sur R*.
f est de classe € sur R* par composé de fonctions usuelles.

(b) Démontrer que pour tout n > 1, il existe une fonction polynomiale P, tel que :

vz € R*, [0 (z) = L ;gf) (z)

Montrons par récurrence sur n que :

Vn > 1, P(n) : "3P, € R[X] tel que Yz € R*, f)(z) =

Initialisation : Pour n =1, on a :

On a :

f'(x) =

Donc on peut poser P(z) = 2.
Hérédité : Supposons P(n) vrai pour un certain n € N*.
Montrons que P(n + 1) est vrai.

Po(z)

xSn

/()
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Soit z € R*, on a :

FO (@) = (F™) (2)
L <Wel/w2> Par H.R

dr \ a3

_P@) 2 e (Pg<x>x3n - 3mampn<x>e_l/xz>

:L‘Sn CC'3 xGn

Pl (z)z®"  3na®" 1P, (2)
3n 3 23n—3 671/x2
xr3n+3

( )+ P (z)2® — SnxQPn(a:)> —1/a?

x3n+3

Donc :
Poii(z) = 2°Pl(z) + (2 — 3n2?) B, ()
Donc P, est héréditaire.
Conclusion :
Vn > 1, P(n) est vrai.
(c) En déduire que f est dérivable a tout ordre en 0 et calculer f(™(0).
Montrons par récurrence sur n que :

Vn > 0,P(n) : ”f est dérivable n fois, est de classe € sur R et f™(0) = 0”

Initialisation : Pour n = 0,
On a :

[un

ex2 — 0
x—0

Donc f est continue en 0. et f(® = f(0) = 0.

Hérédité :

Supposons P(n) vrai pour un certain n € N*, f € €°(R) et £ (0) = 0.
Montrons que P(n + 1) est vrai.

Si on pose g = f(™, par hypothese de récurrence, on a g € €>(R) et g(0) = 0.
Donc g est dérivable sur R* et Vo # 0 :

P (33') 2
! — f(n+1) _ I\ 1/
g(x) = [ (@) = T 0

Donc par théoreme des limites dérivables :

¢(0)=0 Fe(0) = 0

Donc P(n) est héréditaire.
Conclusion :
Vn >0, P(n) est vrai et donc f € €>(R) et Vn > 0, f™(0) = 0.

{g cE®) {f € ¢"(R)
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1

I) se prolonge par continuité en

5. Enoncé : Démontrer que la fonction f : x s x° sin(
une fonction dérivable sur R sans y étre de classe €.
Posons :

fR*—R

in ()
T = sm | —
i

Alors f(x) — 0 par produit d’une fonction bornée et par z — x? qui tends vers 0.
T—

Donc, on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) =0 et f € €°(R).
Six € R*, alors f est dérivable en x par produit et composé de fonctions usuelles.

rr=aein() () (-
= 2z sin (i) — COS (;)

Donc f est dérivable sur R* et sa dérivé y est continue.
En 0 :
Six #0,alorson a :

Et on a :

r—0 N x—0 T

Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

fl) = fO) _@*sn(i)-0 ()

2rsin (1) — 1 ; 0
Donc f est dérivable sur R et f': x {Om S (96) cos (a:) sia 7

Mais si on pose les suites (2,)neny = ﬁ et (Yn)nen = alors on a :

_1

2n7r+% )

z, ——0 et y, ——0
n—-4o0o n—-4o0o

Et Vn > 1,0on a:

2 1
/ A _ _ 1 B B
fi(x,) = S sin(nm) — cos(2nm) - sin(nm) — 1 m 1
=1

2 T T 2 T
/ e — — | — — ) = —— si —
flyn) = onm 42 sin (mr + 2) Ccos <2n7r + 2) o1 I sin(nm + 2) . 0

=0

Donc par caractérisation séquentielle de la limite en 0, f/ n’as pas de limite en 0. Donc
f' n’est pas continue en 0.

Donc f ¢ €' (R).
6. Enoncé : Démontrer que la fonction tangente hyperbolique admet une réciproque définie
sur un ensemble a déterminer et calculer sa dérivée.

Posons :

fR—R
x +— tanh(x)
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Soit z € R, on a :

f(z) = tanh(x)
sinh(z)
cosh(x)

T —X

e —e
e —1
62z+1

1
e2z

T 1+ L

€

Donc :

De plus, pour x € R, on a :

1

= ———=1—tanh*(z) > 0
cosh?(z) anh()

f'(z)
Donc f est strictement croissante et continue sur R.
Donc par théoreme de la bijection, f est bijective.
Donc f admet une réciproque de | — 1,1 dans | — oo, +00], que I'on note f~1.

Et par le théoreme de la dérivée de la réciproque, pour y €] — 1,1[ on a :

1—92

7. Enoncé : Déterminer les fonctions f : R — R dérivables en 0 telles que

Vo,y €R, f(z +y) =e"fly) +e'f(z)

Soit f une fonction vérifiant la condition de I’énoncé. Fixons y € R. Puisque exp
et f sont dérivables en 0,z — e”f(y) + eV f(x) est également dérivable en 0 . Ainsi
x— f(z+vy) est dérivable en 0 i.e. f

est dérivable en y. Puisque le choix de y est arbitraire, f est dérivable sur R.
Dérivons maintenant la condition de I’énoncé par rapport a la variable y. On obtient

V(z,y) € R? flla+y) =€e"f'(y) + e f(x)

Fixons maintenant y = 0. On a donc pour tout z € R, f’(z) = f'(0)e*+ f(z). Posons
a = f'(0). La fonction f est donc solution de 1'équation différentielle v/ — y = ae®. Les
solutions de I’équation homogene 3y’ — y = 0 sont les fonctions de la forme x — Ae®
avec A € R. La méthode de variation de la constante fournit une solution particuliere
de I'équation différentielle 4/ — y = ae®, a savoir x +— axe®. On en déduit que [ est
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de la forme x — axe * + X\e® avec A € R. Enfin f(0 + 0) = ¢°f(0) + ¢°f(0) et donc
f(0) =0, ce qui impose A = 0. f est donc de la forme z +— azxe®.
Réciproquement soit a € R et f : x + aze®. Alors pour tout (z,y) € R?

Flz+y) = alw +y)e™ = aze"e? + aye”e? = eV f(x) + e f(y)

Ainsi f vérifie bien la condition de 1’énoncé.
Les fonctions recherchées sont donc exactement les fonctions de la forme z — axe *
avec a € R.

» Théoreme de Rolle, accroissements finis

8. Enoncé : En utilisant le théoreme des accroissement finis, montrer les inégalités sui-
vantes :

On rappelle le théoreme des accroissements finis :
Soit f € €°([a,b]) avec a < b dérivable sur ]a, b[, alors :

¢ o, b tel que f/(c) = LW = /(@)
b—a
(a) Vz € R, |sin(z)| < |z|;
Soit z € R
o .
Posons S, = 0, 2] S%x_oetSb: 10, 2] S%x_O
[,0] siz <0 2,0 siz <0

!/

On a : sin € €°(9,) et dérivable sur Sj.
|

Et comme |sin’| =|cos| <1, ona:

|sin(z) —sin(0)| = 1 x |z — 0

|sin(z)] = |z]

(b) Vx € R4,0 <In(1+2) <.
Posons f: x +— In(1 + z)
Soit x € Ry, on a: f € €°([0,x]) et dérivable sur |0, z|.

Et comme |f’ |<1,ona:

=l
[f(z) = f(O)] <1 x [z -0

|f ()] < |z
In(l1+2z) <z

9. Enoncé : Soit f : R — R dérivable admettant une méme limite en +oo et —oo.
Prouver existence d’un réel x tel que f'(x) = 0.
Quitte a changer f en f — ¢, on peut supposer que £ = 0. Si f est nulle, le résultat est
banal. Dans le cas contraire, quitte a changer f en —f, on peut supposer qu’elle prend
une valeur S > 0 en a. Puisque

lim f(z)=0

r—+o0
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10.

11.

et d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, f prend la valeur /2 sur les inter-
valles |a, +oo[ et | — oo, . Ainsi, d’apres le lemme de Rolle, il existe ¢ € R tel que

fe)=o.
Enoncé : Etudier la limite en 400 de [’expression
(x + 1)eﬁ — zet
Posons :
f:R— R
ts ter
Six > 0, alors :

flz+1) - f(x)

= (x+1)e%+1 — zev
r+1—ux

Fixons z > 0.

0 1
Alors : Jew gi'v’x—i_ )
f est dérivable sur |z, z + 1]
Donc par théoréme des accroissements finis :

flz+1) - f(z)
(x+1)—=x

de, €]z, x4 1], tel que = f'(cy)

1
(-2
Cx

Or z < ¢, <z + 1, donc par encadrement/minoration :

Cp — +00

T—+00

Donc par composée :

flle) — " (1-0)=1

Enoncé : Soit P une fonction polynomiale ; démontrer que ’équation P(x) = e n’admet
qu’un nombre fini de solutions.

Soit P une fonction polynomiale, i.e, P:z+— >} apx® avec n > 1 et a, # 0.
Montrons que I'équation P(z) = e® n’admet qu’un nombre fini de solutions.
Supposons qu’il y en a une infinité.

Donc par caractérisation séquentielle de la limite, il existe une suite (z,).en telle que

Vn e N, P(z,) = e™
Posons : f:x+— P(x) —e* € €T°(R).
Fixons n € N.
) € C [z, 2nn])

" | f est dérivable sur |x,, 2,1 [f (zn) = f(@p11) =0
Rolle :

{(xn)n est strictement croissante

On a Donc par le théoreme de

Fyn €)Tn, Tnia] tel que f(y,) =0
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12.

Donc : P'(y,) = eV
Donc I'équation P’(x) = e admet une infinité de solutions.

Par récurrence :

VEk € N, P®) () = ¢ admet une infinité de solutions.

Or P+ = ( et I’équation 0 = e* n’admet pas de solutions ce qui est absurde.
Donc I'équation P(z) = e* n’admet qu'un nombre fini de solutions.
Enoncé : On consideére la fonction définie sur]—1,+00 {parf cx 1+ ainsi que
la suite (u,,), vérifiant ug =3 et Vn > 0,up1 = f (uy).
(a) Démontrer que f admet un point fize, que nous noterons c.
Soit x > —1,on a :

(b) Justifier que ¥Yn > 0,u, € Ry.
Ona:ug=3€R,.
Et par récurrence, comme f a valeurs dans R (\[), ona:Vvn>0u, € R,.

(¢) Montrer que ¥n > 0, |u, —a| < (%)n |up — o|. En déduire que (uy), converge
(vers quelle limite ?).

f e (R)

Comme : o
f est dérivable sur R

1 1 1 1
Donc par 'inégalité des accroissement des accroissements finis, f est %—Lipschitzienne
sur R.

Donc :

V=0, |unp —af <[f(un) — f(@)]

< *1 |un —
Uy, — O
2

Donc par récurrence, on a :
1 n
|un—a|§(2> lup —a]| —— 0

n—-+00

Donc (u,), converge vers a.
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13. Enoncé : Démontrer que Vr € R, 7 < arctan(z) < z.
Posons :

f:R+—>R

x +— arctan(z)

fee([0,a])
f est dérivable sur |0, z|

Donc par le théoreme des accroissements finis, on a :

Soitx€R+,ona:{

de, €]0, x| o f'(cz)
f(z)=2f"(c;)
arctan(z) = ’ 5
1+cs
Donc : .

Ve e Ry, de, €]0,2] arctan(z) =
Or, a x fixé :

0<ecy, <z

0<c? < a?

I<l4c<1+a?
1 1

<
1+22  14¢2
T T

<
1+22 14¢2

<1

<x

Donc on a bien :

Ve € Ry, ﬁ < arctan(z) < x

» Fonctions convexes

14. Enoncé : Soient x1,...,x, € RY ; montrer que :

(H xk) <=y
n

Soit x1,xo,...,x, > 0.

Posons f = —1n, alors f est convexe sur R .
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Et par croissance de I'exponentielle, on a bien :
1
1 n n
— Z Ty = H Ty,
4 k=1

15. Enoncé : Soit f € €*([a,b]) une fonction convexe. Démontrer que :

(b—a)f <a;b> < /abf(t)dtg (b_a)M

2

Soit f € €([a,b]) tel que f soit convexe.
Soit t € [a, b], posons : g(t) = %(t —a)+ f(a).
Donc Vt € [a,b], on a :

f(t) < g(t)
/bf(t)dt < ["gat

[ $0)t < 7a)(b - a) + 5 (7(6) ~ F@)b )

b h—
f(t)dt < f(CL)(QCL)

Soit 2 1 t = f(X2) + (t — 4E) f(%E2).

Donc par convexité, Vt € [a,b], on a :

Donc ok.

16. Enoncé : Soit ay, . ..,a, € RY ; démontrer que :

lzakﬁ lzai

n,3 ny4

-~
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On a x — 22 convexe sur R%. Et pour n > 1, ona >}, % =1.

Donc par Jensen, on a :

17. Enoncé : Inégalités de Young et Hélder. Soient p,q > 1 tels que % + % =1.

(a) Démontrer que pour tous x,y >0, on a xy < ‘%p + %,

Posons f : x + In(x), alors f est convexe sur RY.

)

Soit z,y > 0, par jensen on a :

kﬁ
VRS
D=

8

=

+ o+

'7anabl>"

p

(b) En déduire que pour tous ay, .. b eRYL ona

k
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En sommant sur £ et en utilisant les normalisations précédentes :

n 1 n 1 n 1
- - =1.
kZ::l =0 Z:: q Z:: T
Et donc on a :
n n n 1/p n l/q
k=1 k=1 k=1 k=1

» Approfondissement

18. Enoncé : Regle de I’Hopital.

(a)

Soient f et g deuz fonctions continues sur |a,b] et dérivables sur |a,b[. Montrer
qu’il existe ¢ €]a, b| tel que :

Soit ¢ la fonction définie sur [a, b] par

z = (9(z) = 9(a))(f(b) = f(a)) = (f(z) = g(a))(g(b) - g(a))

Cete fonction vérifie les mémes hypotheses que f et 'on a p(a) = ¢(b) = 0, ainsi
d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €la, b[ tel que ¢'(c) = 0, c’est- a—dlre

g (©)(f(b) = f(a)) = f'(c)(g(b) — g(a))

Soit I un intervalle de R, xq € I, et f et g deux fonctions définies et continues
sur I, dérivables sur I\ {xo}, telles que :

Ve e I\{xo}, 4(x)#0, et

Démontrer que :

f(@) — f(z0)

g(x) = g(wg) wo
D’apres le théoréeme des accroissements finis, pour tout z # xo, il existe 2’ # xg
tel que

9(x) = g (w0) = (x — o) g’ (') # 0

car ¢’ ne s’annule pas sur I. Ainsi le quotient de 1’énoncé est-il défini pour tout
T # . Soit x # xg. D’apres le résultat de la question 1., il existe ¢, appartenant
a |xg, z[ ou |z, zo| tel que

fl@) = f(x0) _ f'(cs)
g(x) —g(x0) ¢ (ca)

Comme xy < ¢, < z ou x < ¢, < xg, d’apres le théoreme d’encadrement,
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limc, = x
T—T0 z 0

puis par composition des limites,

f@) = f (@)
w20 g(x) — g (wo)
19. Enoncé : Théoréme de Darbouz. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable telle que

f'(a) < 0et f'(b) > 0. Démontrer qu’il existe ¢ € |a, b[ tel que f'(c) = 0.
(a) On considere les fonctions définies par
f'(a) siz=a
o) = {f(w)f(a)

sia<x<b

et
7(b) siz=»b
w(x):{f(bl)):i(m) sia<xz<b

Comme quotient de fonctions continues, la fonction ¢ est continue sur 'intervalle
la,b]. Comme f est dérivable en a,

o(a) = 7'ta) = tim LT i )

donc ¢ est aussi continue en x = a.
On justifie de maniére analogue la continuité de ¢ sur le segment [a, b].

(b) Les fonctions ¢ et 1 sont continues sur le segment [a, b]. D’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires, ¢ prend toutes les valeurs comprises entre ¢(a) = f'(a)
et ¢(b) et ¥ prend toutes les valeurs comprises entre 1(a) et (b)) = f'(b). Or

P(a) = ¢(b)!

Voici les différents cas possibles, selon la valeur du réel v = 1 (a) = ¢(b) :

— siy <0< f/(b), alors il existe = €] a, b[ tel que (z) = 0;
— si f'(a) < 0 <7, alors il existe x €] a, b[ tel que ¢(z) =0;
— siy =0, alors ¥(a) = ¢(b) = 0.

Mais d’apres le théoreme des accroissements finis,

Va €la,b],3c €la,b[, o(z) = f'(c)

et

Va € [a,b[,3c €]a, b, ¥(x) = f'(c)

Ainsi, qu’elle soit ou non continue, 'application f’ vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires (théoréeme attribué a Darboux).
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20. Enoncé : Soit f : R — R une fonction dérivable telle que

21.

fAa)+ 1+ fi(@)* < 1.

Montrer que f est nulle.

L’inégalité de I’énoncé implique que f est bornée (entre -1 et 1 ) et que f’ est négative.
Ainsi f est décroissante sur R et, d’apres le théoreme de la limite monotone, admet
des limites finies en —o0 et +o0.

Supposons que f admette une limite non nulle en +o00. Alors il existe ¢ > 0 et A € R tel
que |f(z)] > ¢pour x > A. Sionposed =1 —c?2—1 < 0,alors f'(x) < d pour z > A.
Mais, d’apres le théoreme des accroissements finis, f(z) — f( A) < d(z — A) pour x >
A. Ceci implique que lim, o, f = —o0 et donc une contradiction. Ainsi lim,, f = 0.
On prouve de la méme maniere que lim_, f = 0.

La décroissance de f permet alors de conclure que f est nulle.

Enoncé : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, a valeurs dans R. Soient A
et B deux points distincts de sa courbe représentative € tels que B soit sur la tangente
a % en A.

Montrer qu’il existe un point M de €, distinct de A, tel que A soit sur la tangente a
€ en M.

Notons a et b les abscisses respectives de A et B . Pour simplifier, nous supposerons
a < b. Le fait que B soit sur la tangente a C en A se traduit par :

f(b) = f(a)
b—a

De méme, on cherche donc un point M d’abscisse ¢ vérifiant :

f(b) = f(a) + f'(a)(b — a) ou encore = f'(a)

fa) = f(e) + f(c)(a—c)

g(z) = f(@)—f(a)
Définissons une fonction g sur I par e~ pour z € I\{a}.g est continue
g(a) = f'(a)

sur |a, b ] comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
Comme f est dérivable en a, g est continue en a. g est donc continue sur [a, b]. De plus,
g est dérivable sur |a, b[ comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur
ne s’annule pas. Enfin, g(b) = g(a) = f’(a). D’apres le théoreme de Rolle, il existe

— f/(r)(fﬂ—a)—fgff)Jrf(a

¢ €] a,b[ tel que ¢'(¢) = 0. Or pour = €] a,b [, g (x) a) ) On a donc

fe)c—a)—flc)+ fla) =0

ce qui est bien I'égalité annoncée plus haut.
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