MPSI Corot TD 11 2024-2025

DERIVATION

» Gammes calculatoires

1. Calculer les dérivées des fonctions définies par les expressions suivantes, en précisant leurs
domaines de dérivabilité :

(a) In(ln(x)); (c) arctan (R ); (e) 1n< 1—ZSin2(x)>;

(b) arctan(In(z)); (d) (cos*(z)+ 2)sin(2z); (f) ;O;((;E)) j;:::g;

2. Pour n > 1, on définit sur R} la fonction f, : x z"~tel/% On pose également g, = fy(Ln).

(a) Soit n € N*. Justifier 'existence de g, et établit que :
Ve €RY,  gni1(z) = 2g,(2) + (n+ 1)gn(2)
(b) . Démontrer que pour tout n € N* et tout 2 € R*, on a :

(_1)n 1/x
gn(z) = prrsuals /

x+a
3. Soit a € R’}. On considére la fonction f : z + arctan (1 a >
—ax

(a) Etudier la dérivabilité de la fonction f. Est-elle de classe €' sur son ensemble de déri-
vabilité 7

(b) Donner une expression alternative de la fonction f.

» Fonctions dérivables et de classe ¢*
4. On considére la fonction suivante, définie sur R :
fR—R
zr—){ e~1/” siz#0

0 sinon

(a) Montrer que f est de classe € sur R*.
(b) Démontrer que pour tout n > 1, il existe une fonction polynomiale P, tel que :

P, (x)

Vo e R, fM)(x) = (@)

(c) En déduire que f est dérivable & tout ordre en 0 et calculer £(™)(0).

1
5. Démontrer que la fonction f : x — 2?sin <> se prolonge par continuité en une fonction
T

dérivable sur R sans y étre de classe €.
6. Démontrer que la fonction tangente hyperbolique admet une réciproque définie sur un en-
semble & déterminer et calculer sa dérivée.

7. Déterminer les fonctions f : R — R dérivables en 0 telles que

Vr,y € R, flz+y)=e"fly) +ef(x)
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» Théoréme de Rolle, accroissements finis

8. En utilisant le théoréme des accroissement finis, montrer les inégalités suivantes :
(a) VzeR,|sin(x)| <|z|]; (b) VzeR,,0<In(l+z) <z

9. Soit f : R — R dérivable admettant une méme limite en +00 et —oo. Prouver 'existence
d’un réel z tel que f/'(z) = 0.

10. Etudier la limite en 400 de ’expression

(x + 1)ewi1 — zer

11. Soit P une fonction polynomiale ; démontrer que I’équation P(z) = €® n’admet qu'un nombre
fini de solutions.

12. On considére la fonction définie sur | — 1, 4+o00[ par f :  — /1 + x ainsi que la suite (uy),
vérifiant ug = 3 et Vn > 0, up11 = f(up).

(a) Démontrer que f admet un point fixe, que nous noterons «.
(b) Justifier que ¥Yn > 0, u, € R,.
1 n
(¢) Montrer que Yn > 0, |u, — a| < <2> |ug — a|. En déduire que (un), converge (vers
quelle limite ?).

13. Démontrer que Va € Ry, < arctan(z) < z.

x
1+ 22
| g Fonctions convexes

14. Soient z1,...,%, € R% ; montrer que :

< — .

(1) <33
k=1 k=1

15. Soit f € ¢*([a,b]) une fonction convexe. Démontrer que :

a b a
(b—a)f< ;Lb>§/ f(t)dtg(b_a)w,

16. Soit ay,...,a, € R ; démontrer que :

1 n 1 n
- Z ay < - Z az.
k=1 k=1

1 1
17. Inégalités de Young et Holder. Soient p,q > 1 tels que — + — = 1.
p q

P q
(a) Démontrer que pour tous z,y >0, on a zy < — + Loy

p q
(b) En déduire que pour tous ay,...,an,b1,...,b, € R} ona:

1 1
Zakbk S <Z ai) (Z bz> .
k=1 k=1 k=1
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» Approfondissements

18. Reégle de I’Hépital.

(a)

(b)

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur ]a,b[. Montrer qu’il

existe ¢ €]a, b] tel que

Soient I un intervalle de R, zg € I, f et g deux fonctions définies et continues sur I,
dérivables sur I\ {zo} telles que Vz € T\ {zo}, ¢'(z) # 0 et vérifiant que

f() ——fcR
g'(x) a0 ’

Démontrer que :
f(@) — f (x0)
9(x) — g (x0) =—wo

19. Théoréme de Darboux. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable telle que f'(a) < 0 et

f'(b)

> 0. Démontrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

20. Soit f: R — R une fonction dérivable telle que f2 + (1 + f’)2 < 1. Montrer que f est nulle.

21. Soient f dérivable sur un intervalle I a valeurs dans R, A et B deux points distincts de sa
courbe représentative % tels que B soit sur la tangente & ¥ en A. Montrer qu’il existe un
point M de %, distinct de A, tel que A soit sur la tangente & € en M.

» Exercices CCINP

3] 1

. On pose f : x —

1
On pose g : x +— e?® et h : 2 +» ——. Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée

T
d’ordre k des fonctions g et h sur leurs ensembles de définitions respectifs.
2z

N 1+z

n**™¢ d’un produit de fonctions, déterminer, pour tout entier naturel n et pour tout
z € R\{~1}, la valeur de f(™(z).

Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précé-
dente.

. En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée

. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

Soit f : [a,b] — R et soit z¢ €] a,b]. On suppose que f est continue sur [a,d] et que f
est dérivable sur |a, zg[ et sur |zg, b[. Démontrer que, si ' admet une limite finie en z,
alors f est dérivable en xg et [’ (zg) = limy_y4, f'(2)

. Prouver que 'implication :

( f est dérivable en x9) = (f’ admet une limite finie en xg )

est fausse. Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(x) = 22 sin (%)
six #0 et g(0) =0.
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