MPSI Corot CORRECTION TD 07 20242025

SUITES NUMERIQUES

» Autour de la convergence

1. Enoncé : Etudier la convergence des suites de termes générauzr suivants :
(a) up = (=1)"e™

VneN, —-1>-1">1 et e"—0

n—-+00

Donc par produits d’une fonction bornée et d'une fonction convergente vers 0 :

U, — 0
n—-+00
(b) @, = L% aveca > 0 et b > 0
Soit a,b > 0. On a :
n bn
VTLZO, n_a
am™ + bn
b n
1= (2)
)
Sia>b, alors 2 <1et (Q)n —— 0. Donc :
a a n—+o0
Ty, —— 1
n—-+00
Sia<b,alors 2 > 1 et (é)n — 400. Donc :
a a n—+o0
Ty, — 0
n——+00
Sia:b,alorsgzlet:
1-1 0
ajnziz
1+1

Donc dans tous les cas, on a :

1 sia>b
Ty —
0 sia<b

n?+7
_n3+n4
nz(l—i—n%)
n4(%+1)

T (1)

n
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(d) yo=vVn2+n+1—vn>—n+1

Vn>0, yo=vVn24+n+l—vn2—n+1

N R e e ) VIR R L B
- Sttt hri-t+4

2.1
- i+ L+ 1-L+ %
2

:\/1+$+,j—2+\/1—%+$ |

(e) w, = |e"]
On a:
VneNe" —1< [e"] <e”
Donc :
" —1<w, <e"

Donc par encadrement :

lim w, = 4+
n—-+o00

(f) 2n =z Zioi b

Ona:
1 n
Vn > 1, Z”:ﬁzk
k=1
1 _nn+1)
n? 2
_n+1_1 1
2n 2 2n
Donc :
1
“n n—+oo 2

2n? —sin(n)

2. Enoncé : Ftudier la convergence de la suite de terme général u,, = cos(m)—3n2 "

_2n* —sin(n)

Vn >0 n =
et cos(n) — 3n?
_2_si1711(2n)
COTSL(QTL)_B
202
nsto0 0—3 3

vb.webprepa.eu ¢ 2 / 15



MPSI Corot CORRECTION TD 07

2024-2025

3. Enoncé : Montrer que les suites définies par

"1 1
S, = — t 1T,=5,+—
kz::le e —l—n

pour n > 1 sont adjacentes.

Ona: .
Yn>0, S1—85,=——=2>0
"= + (n+1)2 =
et :
1 1
VTLZL Tn—&-l_Tn:Sn—s—l—'—i_Sn_*
n—+1 n
1 1

= (Sn+1 - Sn) + ( — )

n+1 n
_ 1 +<n—(n—|—1)>
(n+1)2 n(n+1)
1 1
(n+1)2 nn+1)
n—(n+1)
n(n+ 1)2
n(n+1)2 =

De plus, on a :
1
Vn > 1, Tn—Sn:<Sn+)—Sn
n
_ 1
_n n—-+oo

Dong, les suites S, et T}, sont adjacentes.

4. Enoncé : Etudier la convergence de la suite de terme général

~= (1)

Vn > 0,In(u,) = —In (H

Soit k € Nyn € N,
Alors :
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Donc :
_ ln(un) 0 __
Uy, = € —— e =1

n—-+00
5. Enoncé : Que dire de la convergence de la somme d’une suite divergente et d’une suite
convergente ¢
Soit (un),cy convergente et (vy,), . divergente.

Alors :
dl € R tel que u,, — 1
n——+oo

Supposons que u,, + v, — L pour un certain L € R.
n—-+00

Donc :

Vn > 0,v, = (Up +vp) — Uy — L —1
n—-+o0o

Donc v,, converge vers L — [, ce qui est absurde.
Donc v, + u,, diverge.

6. Enoncé : Soient (uy,), ey €t (Un), ey deus suites de [0, 1] telles que unvy, —— 1. Montrer
que (Uy), ey €t (Un),en convergent vers 1 .

Soit (tn)n, (Us)n deux suites de [0, 1] telles que u,v, — 1
(Un)n €t (vy)n étant & valeur dans [0, 1], elles sont bornées

0<y, <1
Ona'{ogungl

D’une part : 0 < u,v, < v,

Et donc : 0 < wu,v, <v, <1

D’autre part : 0 < u,v, < u,

Et donc : 0 < wu,v, <u, <1

Comme u,v, — 1, on a par encadrement que u, — 1 et v, — 1

7. Enoncé : Suites d’entiers.

(a) Etablir que toute suite décroissante d’entiers naturels est stationnaire.

Soit (un ),y une suite décroissante d’entiers naturels. On a :
VneN, 0<u <u, <

Comme la suite est bornée par 0 et ug, par le théoréme de la limite monotone, la
suite converge vers une limite [ € N.

Donc : -
V€>0,3N€Ntelque‘v’n2N,|un—l\<Z

Donc par inégalité triangulaire, on a :

Vn >N, |u, —uyn| <

un—l|+|uN—l|
£
4

IA

+

DN | O |

Posons € = 1, alors :

Vn >N, |u, —uyn| <

N | —
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Or u,, et uy sont des entiers naturels, donc :
VYn > N,u, = uy

Donc la suite est stationnaire.
(b) Démontrer que toute suite convergente d’entiers relatifs est stationnaire.
Soit (un ),y convergente vers [ € Z.

Donc : -
V€>0,3N€Ntelque‘v’n2N,|un—l\<Z

Donc par inégalité triangulaire, on a :

Vn >N, |u, —un| < |u, — 1] + Juy — |

<4
4 ' 4
_ ¢
)

Posons € = 1, alors :
1
VTLEN, ’un_uN|§§
Or u,, et uy sont des entiers relatifs, donc :

VYn > N,u, = uy

Donc la suite est stationnaire.

8. Enoncé : Moyenne arithmético-géométrique. Soit u,v deuz suites réelles définies de la
facon suivante : a ug, vy € R fixés tels que 0 < vy < ug on pose :

Uy + Uy,

Vn >0, U= — et Vpi1 = VUnUp
Démontrer que u et v convergent vers une méme limite.
On a :
Vn >0, (Vun, — \/vn)2 >0
Uy + Uy — 24/UnVp = 0
Uy, + U
% > /U,
Donc, on a :

vn Z 07 Un+1 Z Un+1

Et comme uy > vy, on a :
VYn >0, wu,>uv,

D’une part, on a :

22Uy > Up + Uy
Uy + 0
unzu
2
unzun—l—l
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Donc la suite (uy,), oy est décroissante.
D’autre part, on a :

Up Uy = vfl

Up, S Un+1

Donc la suite (vy), oy est croissante.
Donc les deux suites sont adjacentes et convergent vers la méme limite.

» Suites extraites

9. Enoncé : Soit (uy,), une suite réelle croissante telle que (uay,),, soit convergente. Montrer
que (uy), converge.
(u2n)n, est convergente, donc il existe [ € R tel que :

U9y —— (
n—+oo

u,, est croissante, donc pour tout n € N, on a :

Uopt2 = Ugpt1 = Uy

Donc la suite (u,,), converge vers [.

10. Enoncé : Soit (uy,), € RN telle que les suites (uay), , (uant1), €t (usn), convergent.
Montrer que (uy,), converge.
Hypothese :

Uy —— {

n—-+oo

U —
2+l n—-+oo

ugy, — 1"

n——+oo

Posons :
p:N — N
n — 2n

La suite extraite par ¢ de (ugy), oy €st :

(o), g = (on)ens

Donc :
(uﬁn)neN —

n—-+4o0o

Mais comme (Ugp),,cny = (Ug(gn))neN et que (usp), oy converge.
Par unicité de la limite, on a :
=1

Pour n > 0,

"
Ugn+3 = U3(2n+1) —Wroo [
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Or:

Un+3 = U2(3n+1)+1 m !
Donc par unicité de la limite, on a :
l/ — ll/
Donc :
I=10=1"
11. Enoncé : Montrer que la suite (v/n — |\/n]), est divergente.
Soit n € N, on remarque que :

w, = Vit — V] € 0.1]

De plus :

VneN, wu,=vn2—|[vVn? =0

Egalement,

Soit n € N tel que 3m € N,n? — 1 = m? Alors :
n?—1=m?
n*—m?=1

(n—m)(n+m)=1

Donc :

n—m=1 e n+m=1
n=1 e m=0

Ainsi, Vn € N, vn?2 — 1 # |V/n? — 1]
Donc : up2_; =vVn2—1—[vn2—-1] >0

On a:
(n—12<n*-1<n?
(n—1)2<vVn2—1<Vn?
n—l<vn?i—1<n
Donc :
L\/ﬁjzn—l
Donc :

Vn>2, Upq=vVn2—1—|vn2-—1]
=vn?—-1—(n—-1)
:\/n2—1—{\/n—|—1—\/n—1}

2
vn+1++yn—1

7\/n—1>< 2

= — ez,

vr—1 v 41
vn—1 2 2_1

g X > — =
1 n o)
vn—1 \/1+?+1 )

=vn?—1
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Donc, (un)nen diverge.

» Etude de suites récurrentes

12. Enoncé : Déterminer le terme général des suites récurrentes suivantes et calculer leur
limite éventuelle.

(a) up =3,u; =11 et Yn € Nty y0 = 6up1 — Dy ;
On pose ’équation caractéristique :

X?2—-6X+5=0

On remarque que 1 est racine, donc la deuxiéme racine est & = 5. Donc, da, b €
R tels que :
U, = a + bd"
On a :
up=a+b=3 b=
<~
u; =a-+5b=11 a=1
Donc :
U, =14+2-5"

Donc la suite converge vers +o0.
(b) uo=1,u3 =2 et Vn € Ny uyi0 = 2upiq — Up.
On pose ’équation caractéristique :

X?-2X+1=(X—-1>=0

Donc, da,b € R tel que :

U, = (a + nb)
ug=a=1 a=1
<
up=a+b=2 b=1
Donc :
u, =14+n

13. Enoncé : Déterminer le terme général et la limite éventuelle de chacune des suites
récurrentes suivantes (n € N) :

3 1, .
(a) uo = —1,uy = 1 et Upyo = SUny1 — 5Un;
On pose I'équation caractéristique :

1
On remarque que X = 1 est racine, donc la deuxiéme racine est —2- = 1.

Ix1 2
Donc, da,b € R tels que :
1 n
U, =a+b < >

2
up=a+b=-1 b= -4
b <~
u=a+5=1 a=3
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Donc :

Donc la suite converge vers 3.

1., .
Vo = 17U1 =9et Un+2 = Unt1 — 3 Un;
On pose I’équation caractéristique :

1 1
XX+ -=(X-2)*=0
+4 ( 2)
Donc, da,b € R tels que :
(a+ b)(l)n
v, = (a+nb) (=
2
On a :
Vo =1 a=1
v =4 =9 b=17
Donc :

on = (14 17n)) (;)n

Donc la suite converge vers 0.

— — — i .
Wo = O,U)1 =1let Wpt2 = Wpy1 — anv

On pose I'équation caractéristique :

i
X2 X+-=0
3

Calculons le discrimiant de ce polynome en X :

A=1—1

o)

Posons 0 = v/2e~'% tel que 6 = A. Donc les racines de 1’équation sont :

1+86 142
X1’2: =

us

tg

2 2
Donc, Ja,b € R tels que :

1— 2e%\" 14 v2e5\"
W, =aX | ——— | +bx 5

2
On a
w0:a+b20 —s -
wlzaTijqL?e_’% (b—a) b
Donc :

1 1— V2e 5 \" 1
— X =+ -
2 /e

= X
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En simplifiant :

1 1+ v2e 7%\ [1—2e75\"
Y = Re i3 2 2

Autre méthode :
Soit z € C,z,y € Rtelque z =a +iyet 22=1—14. Ona:

2= =+ 2y =1—1

Donc :

Donc z et y sont de signes opposées et :

2 1+\/§ 2 \/5_1
T 5 et y* = 5

Posons § = \/1+2‘/§ - i\/‘/z_l tel que 62 = A. Donc, Ja,b € R tels que :

o AT o )

Donc :

Comme wg = a + b = 0, on peut simplifier la suite en posant b = —a.
1 v V-1 (1 fieve Vet
wn:a( -+ —1 — |z — +1 )
2 8 8 2 8 8
On a :

et ()

Donc :

\/1 +2 \/\/5 1

a — 1 =1
2 2
Donc :
1
a =

\/1+2\/5 - Z‘\/\/52_1

Donc :

o A
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(d) zo=1,21 =1 et xy19 = 6241 — 8Tp;
On pose 'équation caractéristique :

X?2-6X+8=0

On remarque que X = 2 est racine, donc la deuxiéme racine est —= = 4.

1x2
Donc, da, b € R tels que :

Tp,=a X 2" +bx 4"

On a
ro=a+b=1 b:_%
<
x1=2a+4b=2(a+2b) =1 a:%
Donc : 5 .
T, == X2" — = x 4"
2 2

Donc la suite converge vers 3.

14. Enoncé : Etudier la suite définie par ug = 2 et Vn > 0, U1 = Uy, + i

15.

Montrons d’abord que la suite (u,) est positive par récurrence :

— Initialisation : ug = 2 > 0.

— Hérédité : Supposons u,, > 0. Alors u, 1 = u, + ui >0 car u, >0 et ui > 0.

Donc, par récurrence, Vn € N, u,, > 0.

Montrons que la suite est strictement croissante :
Upy1 — Uy = — >0
Unp,

car u, > 0. Donc (u,) est strictement croissante.
Montrons que la suite diverge vers +oo :

Supposons par 'absurde que (u,) est majorée, donc converge vers une limite [ > 2.

Alors, en passant a la limite dans la relation de récurrence :

1 1
Upg1 = Up +— == [ =1+ -

Uy, )
Donc % =0, donc [ = +00. Contradiction si [ est fini.
Ainsi, la suite (u,) est positive, strictement croissante et diverge vers +00.
Enoncé : On considere la suite (up), oy
suite (vy), ey définie pour n € N par v, = In (u,) — In(2).
Soit (uy,), définie par ug =1 et Vn € N,u2, | = 2u,
Soit (vy,)n telle que Vn € N, v, = In(u,) — In(2)
On a uZ,, = 2uy,, donc u,+1 = v2u,

(a) Enoncé : Montrer que (vn),cy €st une suite géométrique.

définie par ug =1 et Vn € N, u2 | = 2u,, et la
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2
1 1
=5 In(uy,) 5 In(2)
1
=5 (In(u,) —In(2)) = =v,
Egalement,
vo = In(1) — In(2)
Donc :

n

Vn > 0,v, = —(;) In(2)

(b) Enoncé : Calculer la limite de la suite (vn), ey, en déduire celle de (un), cy-

v, —— 0

n—-+o0o

Donc :

et :

Uy ——— 2
n——+o0o

» Considérations topologiques

16. Enoncé : Démontrer que D est dense dans R.
D’apres la caractérisation séquentielle de la densité :

D est une partie dense de R <= Vz € R, 3(z,,), € DNz, = x

Posons pour n € N, x € R,
| 10" |
Ty =
107

Et comme on a :
|10"z] < 10"z < [10"z| +1
On a bien :
Ty > x < xy,+ 107"
Et donc :
|z —z,| <10 et z,, > x
Donc D est dense dans R

17. Enoncé : Soit a € R différent de +oo et f :]a,+oo[— R une fonction continue telle
que f(x) — 0. Déterminer la borne inférieure de Uensemble {|f(@)| | = €]a, +oo]}.
r—a
La partie concernée est non vide et minorée par 0. De plus, par composition de limites
onaf(a—i—%) — 0.
Donc la borne inférieure recherché est bien 0 par caractérisation séquentielle.
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18. Enoncé : Soit I un intervalle ouvert non vide de R et a € I. Démontrer qu’il existe
une suite (ay), d’éléments de I\{a} telle que a, —a (on dit que a est adhérent d

I\{a} ).
Comme [ est un intervalle, il existe un N entier tel que pour tout > N, il existe un
élément a, € I tel que |a — a,| >+ d’ou le résultat.

» Approfondissement

19. Enoncé : Nombres harmoniques. Pour n > 1, on pose H,, = >} _4 %

(a) Vérifier que la suite (H,),, est croissante et établir qu’elle diverge vers +oo.

Sin>1alors H,.1 — H, = n+1 > 0 donc la suite est strictement croissante. De
plus, on vérifie par méthode des rectangles que, pour tout k£ > 2,

k1l dt 1 ko dt
/ 7<7</ “@
k t — k" Jr1 t
et donc, par somme, pour n > 1
n dt
an/ — =In(n)
1t

d’ou le résultat par minoration.

(b) Démontrer que

—
ln(n) n—o0
En sommant I'inégalité avec intégrales ci-dessus, on obtient, pour n > 1 :

In(n) < H, <1+In(n+1)
et donc on obtient le résultat par quotient et théoreme d’existence par encadre-
ment.

20. Enoncé : Moyenne de Césaro. Soit a € RY une suite convergente de limite { € R.
Démontrer que

1 Zak—>€

On fixe ¢ > 0; par définition de limite il existe un rang N > 0 tel que pour tout
n> N,|a, — (] <e.
De fait, pour tout n > N on a :

< —
k 0
N n
= (Z!ak—ﬁl—i— Z \ak—€|)
k=0 k=N+1
N n
§ (Z ar — 0| + Z 5) )

k=N+1
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En posant M = >& |ax — £| on a donc :

1
n+1

n M
Sap—f < —— +¢
o n+1

d’ou le résultat.

21. Enoncé : Soit (uy), la suite définie par ug,uy €10,1] fizés et par la relation de récur-

vV Un+1 + y Un
2

rence Upio = pour n € N.

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, €10, 1][.
On raisonne par récurrence double. Tout d’abord, wg,u; €]0,1[. On suppose
alors que Uy, up+1 €]0, 1] pour un certain n € N. Alors |/t \/tUnt1 E} 0,1[ puis
U2 €]0,1[. On conclut que u, €]0,1[ pour tout n € N.

(b) On pose v, = min (up, upy1) pour tout n € N. Montrer que (v,), est croissante.
Soit n € N.

— Si uy, < Upyq, alors v, = u,. De plus, w2 > /U, > u, puisque u, €]0,1[.
On a donc v,41 = min (41, Ups2) = Uy = Uy

— Si u, > uUpyq, alors v, = uyi1. De plus, upio > JfUni1 > upi1 puisque
Unt1 €]0,1 [ On a donc v, 41 = min (Upi1, Upio) = Upi1 = Up.

Dans les deux cas, v,41 > v,,. Ainsi (v,,),, est croissante.
(c) Montrer que vyio > \/Un pour tout n € N. En déduire la convergence et la limite

de (uy,),,.-

— Si up < Upqr, alors v, = uy,. De plus, Uy > /U, > u, puisque u, €]0,1 [.
Donc /uny2 > \/un. On a également u,,3 > /u, puisque \/tn 1 > /U, et
VUny2 2 /U, On a montré que Upio > /Uy €t Upiz > /U, donc v, o >
Vi = T

— Si Up = Upy1, alors v, = Upqq. De plus, tupyo > \/Uny1 = /U > v, puisque
Up = Up+1 €]0,1 [ On a également u, 3 > \/Un PUISQUE Upy2 = Uy €6 Upyq =
V. On a alors U9 > /Uy et Upys > /U, donc v,i9 > /Uy,

Dans les deux cas, v,42 > /Up.

Ona v, €]0,1[ pour tout n € N donc (v,,), est bornée et croissante ; elle converge.
Notons / sa limite. On a bien entendu [ € [0,1]. De plus, vp42 > /v, donc par
passage a la limite (la fonction racine carrée est continue), I > v/ et donc [ > 1.
Ainsi [ = 1.

De plus v, < u, < 1 pour tout n € N donc, d’apres le théoréeme des gendarmes,
(uy), converge vers 1 .

22. Enoncé : Soient (uy), et (vy), deux suites de nombres réels et p, q deux entiers naturels
impairs tels que (u, + vy,), et (u? — i), convergent vers 0. Montrer que (u,),, et (vy),
convergent vers 0.

Supposons (u,), non majorée. Alors on peut en extraire une soussuite (u@(n)>n diver-

geant vers +oo. Puisque v, = (u, + v,) — u, pour tout n € N et que u,, + v, =
n—-+0oo

0, (%(”))n diverge vers —oo. Mais alors lim,,_, u”, | = 400 et, ¢ étant impair,

w(n)
q P

. _ . . . _ q . . . b4 7’
lim,, .1 Vg(my = —00- Ainsi lim,, , Uy = Uy = 00, CE qui contredit 1’énoncé.
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Supposons (u,),, non minorée. Alors on peut en extraire une soussuite (u,(n)), diver-

geant vers —oo. Puisque v, = (u, + v,,) — u,, pour tout n € N et que u,, + v, T>
n o

0, (vw(n)> diverge vers +oo. Mais alors, p étant impair, lim, ., Ui(n) = —o0 et
n

lim,, 4 o0 vg)(n) = +o00. Ainsi lim,,_, ui(n) — vq(n) = —o00, ce qui contredit ’énoncé.

La suite (u,),, est donc bornée. D’apres le théoreme de BolzanoWeierstrass, elle admet

une suite extraite (“so(n)>n convergeant vers un réel [. Puisque lim, , . u, + v, =

0, (%(")>n converge vers —[. Enfin, puisque lim,,_, ;, u? —v? = 0,{? — (—=1)? = 0. pet g

étant impairs, ceci équivaut & P + [9 " =2®= (. La fonction z — 2P + 9 étant stricte-

ment croissante (encore une fois, on utilise le fait que p et ¢ sont impairs) et s’annulant
en 0, on a donc | = 0 est 'unique valeur d’adhérence de la suite (u,), : on démontre
alors classiquement que ( u, ) converge vers 0 . Puisque v, = (u, + v,) — u,, on en
déduit que ( v, ) converge vers 0 .
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