MPSI Corot CORRECTION TD 06

2024-2025

NOMBRES COMPLEXES

» Généralités calculatoires et géométriques

1. Enoncé : Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

(a) (2+6i)(5+1);

(246i)(5+14) =10+ 2i +30i — 6

- [i5)

o) 2

142 (14 2i)(1— i)

T4+4d  (1+4)(1—1)
3+

(c) (2—3i)%;

—119 + 120i
(d) (2+14)%;

(2+i)? = (2+4)(2+1)?
= (2+14)(4 + 4i +4?)
= (241)(3+ 4i)
= 6+ 8i + 3i + 44°

(e) B—1)(4+17);
(3—d)(4+14) =12+ 3i — 4i —7°
=12—i+1
=13 —i
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(f) 35

1 1(3 +1)

3—i  (3—14)(3+14)
3+
C9+1
341
10

0710

(8) (4-30)%

(4 — 3i)* = 16 — 24i — 24i + 9i*
=16 —48i — 9

~[r=s

2—3i  (2—3i)(5—20)
542 (5+2i)(5— 2i)
10 — 44 — 157 4 642

25 + 4
C10-19—6
N 29
419
29
[4 19
129 29"

2. Enoncé : Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants
s
(a) 1+e's;
14 eif = X0 4 ¢if

= eillz (eiil% =+ el%)

I
m&.
sl
/N
[\
Q
@)
n
—_
ol
N———
N———

T pis
=|2cos | — | e'1z
(1)
1+ez% .
(b) 1_ei1s !
On a
1+ €6 = 2cos (W) 'z
12
Et :
- o o o T -
1— Gzﬁ = elﬂ (G_Zﬂ —_ ezﬂ) = —278in <24) Gzﬂ
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Donc :

1+ €6 2 cos (1”—2) 13
- :

- T
1—e'12 — i si
2isin ( 57
cos (l) .
— 2] if5—igg
T
S1n (ﬂ)
Ll
_eos(F) s
= ———"7 .e'24
in (=
in (£)
CoSs (l> .
_\12) i(3+E)
in (&
an (2)
ws(8) s
- "7 . elﬁ
: s
Sin (ﬂ)
i
(c) =1 —¢'s;
—1—¢% = (—e_i% — ei%) e'1z
= —2cos | -—)e'n2
12
s .
= 2cos () ci(f+m)
12
=|2cos|—= e
12
;T
(d) 1—e'12;

(e) 1+¢€%;
1+ ei%ﬂ = e"%r (e’i% — e’%)
7 7x
= 2cos (W> s
12

7 7
= 2cos (W> s
12

:(—zaﬁ(
(

vb.webprepa.eu 3 / 26



MPSI Corot CORRECTION TD 06 20242025

(g) 1+ i€'s;

) (14ei)"

/N

—_

_l’_

®

.
o=
~—
)

I
N

[\]

Q

@]

)]
7N
Sl
[\]
N———
N—

)
N
gy
~
N

1—v3+i(v/3+1) ) 10_

3. Enoncé : Déterminer le module et [’argument du nombre complexe ( STt

(1 —V3+i(V3+ 1))10 _ ((1 - \/§+¢<\/8§+ 1))(2-2@))10

2+ 2

(1-V3+i(vV3+1)(1 _¢)>10
4

El\/gi(lﬁ)+i(\/§+1)+\/§+l>m
(

2y
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4. Enoncé : Donner une description explicite de ’ensemble

z+1
Z—1

fo {z e C\{i}

Soit z € C\ {i} tel que z = a + ib avec (a,b) € R*\ (0, 1)

Ez’R}.

z+1 a-+ib+1
z—1 a+1ib—1

_a+i(b+1)
S a+i(b—1)
_ (a+i(b+1))(a—1i(b—1))
a?+ (b—1)?

Ca?—aib—1) +ai(b+ 1)+ (b+1)(b—1)
B a’?+ (b—1)2
a?+2ai+ b7 -1
a2+ (b—1)2

a’+ v —1 2ai

P+ O—12 @ -1y
Donc :

Z4+1

Z—1

ciR «<— a* 4+’ =1

— 2ze U\ {i}

donc E =T\ {i}
5. Enoncé :
(a) Résoudre dans C ’équation z + Z = |z|.
Soit z € C tel que z = a + b avec a,b € R

24z =|z|
2a =|z| (=a>0)
2a = Va2 + b?
4a® = a® + b*
b? = 34>
b= +v3a
Donc 'ensemble des solutions est :
3(2) = £v3R(2)
{z e C| R(z) > 0 }
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3(2) = V3R(2)

@
&

R(2)

J(2) = —V3R(2)

(b) Résoudre dans C l’équation |z + 1] = |z] + 1.
Soit z € C tel que z = a + ib avec a,b € R

On a :
|2+ 1| =|a+1+1ib| =/(a +1)2 + b2
Et :
Izl +1=Va2+b>+1
Donc :
Vie+1)2+02=vVa2+b2+1
(a+124+0*=a*+b +2Va® + 02+ 1
A’ +2a+1+0=a"+b0 +2Va®+ b2 +1
20 = 2vVa? + b2
a=vVa*+b (=a>0)
a*=a*+b
b* =0
b=0
Donc :

z=a+ib=a

L’ensemble des solutions est donc I’ensemble des réels positifs :

F(z) =0
{zeq] %820}

3(2)
|

R(z)

6. Enoncé : Démontrer que les points d’affizes 1+i, —(1+1) et —4+42i forment un triangle
rectangle.
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Soit 21, 29, 23 € C tels que :

21:1+i
22:—1—1

Alors on a :

|21 — 20| = V22 + 22 = 212
|29 — 23| = V32 + 32 =312
|23 —21’ = \/52+ 12 = \/26

On remarque que :

21—22|2+|ZQ—2’3|2:4X2+9X2

=8+4+18
=26
= |Z3—Zl|2

Donc par la réciproque du théoreme de pythagore, 21, 29, z3 forment un triangle rec-
tangle en z3.

7. Enoncé : Déterminer les entiers n > 0 tels que (v/3 +14)" € R.

On a:

V3 +i| =2

v3+i V3L

R —1

V2+i 2 2
Donc : ‘

V3+i=2¢%
En passant a la puissance n :
(V3+i)" = (21F)"

= 2" (Cos(ng) + isin(ng))

Donc :
nm

(VB+i)" eR <= sin(~-) = 0

sin(%r) = sin (0) Sin(%r) = sin ()

%:0[271’] %EW[QW]

n =0 [12] n=6[12]
n=12k, ke N n =6k, k€N

Donc : (v/3 + i)™ est réel pour tout n = 6k avec k € N
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4
8. Enoncé : Déterminer les z € C tels que (Zf ) € R.

Soit z € C, alors :
z \* z \*
(2_1> €R<:)arg<(z_1>>:()[7r]

ore ((27) ) =4 et - anele = D) [

Donc on doit avoir :

4 (arg(z) — arg(z — 1)) = 0[n]
dke€Z, 4(arg(z)—arg(z—1)) =knr

On pose z=a+ibavecxr,y € Ret z# 1. On a

: atib (a+d)((@-1) =) a(a—1)+5—ib
z—1 (a—1)+ib (a—1)% + b2  (a—1)2 482

Ainsi
arg(z_ 1) = arg(a(a— 1)+b —zb) = arg(A+zB), A=ala—1)+0b°, B= —b.

La condition précédente devient

B
A:taIl(l{ZT), kZGZ

On distingue donc 8 cas possible en fonction de k :

k | tan (%’r) Condition

0,4 0 B=0=y=0, zeR\ {1}
1,5 1 —b=A=ala—1)+bB+b=0
3,7 -1 —b=—-A=ala—1)+0¥*-b=0
2,6 | indéfini A=0=ala—1)+b =0

Pour k € {1,5} :

A BTt
Pour k € {3,7} :

ala—1)+b*—b=0 (a—%)2+(b—%)2:%.
Pour k € {2,6} :

ala—1)+b0"=0 < b=0,ala—1)=0= (z=0)V (z =1),
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En rassemblant :

() er = e (=101 VCUC

avec

Ciz{zE(C’(?Rz—%)Q—I—(%qu%)Q:%}.

» Trigonométrie et exponentielles

Soit n € N, x € R, alors :

n n—k

0
nz<:>
i

n i(2k—n)x
( k
< —1 ) " (n i(2k—n)x
20 ) [ \k
Z n 'L(Qk n)x
k

Or sin™(z) € R, donc :

Si n est pair :
Alors, dp € N tel que n = 2p et :

etk — \zip(cos((Qk —n)x) +isin((2k — n)z))
(-1)
Donc
R (i) = (1) cos((2k — n)x)
Si n est impair :
Alors, dp e N tel quen =2p+ 1 et :

e CEmT — s (—1)P(cos((2k — n)x) + isin((2k — n)x))
= i(—1)? cos((2k — n)z) + (=1)""" x sin((2k — n)z)

Donc

R (ine ) = (—1)P* sin((2k — n)x)

Donc :
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1 n
on > (Z) (=1)** P cos((2k —n)z) SidpeN,n=2p
sin™(x) = ] k=0 i
27 Z (]{Z) (—1)k+p+1 sin((Qk — n):c) Si EIp I~ N’ n = Qp +1
k=0
Egalement :

Or cos™(z) € R, donc :

_ 2171 kzn% (Z) cos((2k — n)a)

9. Enoncé : Linéariser sin®(z), cos?(2z) sin?(z) et cos(3z) sin®(2x) pour z € R.
En appliquant les formules précédentes :
Ona:5=2x2+1, donc :

() = L3 @ (=12 sin((2k — 5)z)

2[5
= L5 () Sy sin((2k — 5)e)
32 & \k
1 -
=3l~ sin(—5z) + 5sin(—3z) — 10sin(—x) + 10sin(z) — 5sin(3x) + sin(5w)}
1 -
=3 + sin(5z) — 5sin(3x) 4+ 10sin(x) 4+ 10sin(x) — 5sin(3z) + sin(5:v)}
1 -
= 55 (25in(52) — 10sin(3z) + 20 sin(x)]

1 5 )
=16 sin(5zx) — T sin(3z) + 3 sin(x)
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2iz —2iz\ 2 [ iz _ iz 2
c0s2(2z)sin2($):<e +2€ ) (e ‘e )

21
1 2ix —2ix\2/( jix —ix\2
= _Tﬁ(e + ) (6 e )
1, o ,
= —1—6(64” 4+ 2 4 e M) (BT — 2 4 o7
= _T6 (66196 o 2641:(: + €2m + 2621:1: — 44+ 267211 + 67211‘ . 26741:1: + 66295)
1/ | | | | |
— _16(66196 =+ 67611 - 2(€4zx 4 67411) + 3(621:1: + eszx) _ 4>
1

= —8<cos(6x) — 2cos(4x) + 3 cos(2z) — 2)
cos(6x) N cos(4z)  3cos(2z) N 1

2 C20 N
cos”(2z) sin“(x) = 3 1 5 1

3ix —3ix 2z —2iz\ 3
cos(3x) sin®(2z) = (e _;6 ) (e 2‘6 >
1

o 1 3ix —3ix 2ix —2ix\3
= ~16i (e 4+ e (e e =)
_ 1 3ix —3ix 6ix 2ix —2ix —6ix
=~ (e 4+ e (e 3e”* + 3e e )
— _1762 (69151: _ 3657,z 4 3e — 6—31:5 + 6312: — 3¢ ™ 4 36—5113 . 6—9290)
1 ix —9iz ix —5iz i —ix ix —3iz

:—l—m((eg — e V) = 3(e — 7YY 4 (3e™ — 3e7 ) + (€ —63))

1 (sin(9z)  3sin(5z) N 3sin(z) N sin(3x)

8 2 2 2 2
_ _sin(9z)  3sin(5z) N 3sin(z) N sin(3x)

16 16 16 16

10. Enoncé : En linéarisant sin*(x), déterminer

7
sin? <g) + sin? <3£T) + sin? <5§) + sin? <g> .

sin(z) = 214;; (2) (1) cos((2k — n)a)

= 116 (cos(—4x) — 4 cos(—2x) + 6 cos(0) — 4 cos(2z) + cos(4x))

= 116 (2 cos(4x) — 8cos(2x) + 6)
cos(4x)  cos(2z) N 3

8 2 8
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sin’ <g> - 0088(3) - COSQ(Z) +: - \f *:
e L
() - g
(7)==

Donc :

sin* <7T> + sin? <37T> + sin® <57T) + sin® <77T) _12_3
8 8 8 8) 8 2

11. Enoncé : Soient a,0 € R et n € N; calculer les sommes suivantes :

> sin(kf)* et Y cos(a+ kb).
k=0

k=0

NE

N}
)

Ei: sin(kf)? = > (—1) (j) cos((2j — n)k6)

i=0

zn: (2 — 2cos(2k0))

e
Il
=)

£
I
o

S NI A

Djz
|
Msfrwmi

cos(2k0)

B
I

+
—_ o
o

[\

N | —
B

Il

[en}

%(62%0)

Zn: Q2ik0 _ 1— €2i("f1)9 _ ei(”ﬂ)@('e—i(nfl)e - ei(n+1)0)
k=0 1 — 2 e (e — ¢if)
ind COS((TL + 1)0) COS(TL@) + ZSII](TLQ)

- cos(0) - cos(0) wcos((n + 1)f)

Donc :
n+1  cos(nd)cos((n+1)0)
2 2 cos(0)

Z sin? (k0) =
k=0

> cos(a+kO) = R(elatko))
k=0

k=0

Or :

1 eiED0 i) (il 10 i(n+1)0)

¢ T e T eif (10 — i)

@ Cos((n+1)0)  e"(cos(nd) 4 isin(n)) cos((n + 1))
- cos(6) B cos(0)
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Donc : . 0 18
> cos(a+ k) = e - cos(nf) cos((n + 1)6)
= cos(f)

12. Enoncé : On pose j = e % et on firte n € N.
(a) Calculer jm et (5%)".
Soit n > 0,
On remarque que j" € {7, 52,73} = Us car j € Us (stable par produit).
=3 1
Donc dp, q € N tel que m=opt
q€{0,1,2}
Pour ¢ =0 :
== =1 =1
()" =% =
Pour g =1
= = <=
(7*)" =% x j* = j°
Pour g =2:

Jr == (P x g =5
(%) =" %t =i xi=
(b) Ezprimer sous la forme d’une somme la quantité (1 4+ 1)" + (1 + )" + (1 + 52)".
On a:

n

A1) 4 (1) + (14 7) 220 Zoju’;(;ﬂ)jzk

k=0

()HJ‘“HQ’“)
0

n

k

Or :
2 1_93
1+j+j°=0 Car ij:szo
Et :
3 sik=0[3] IpeZk=3p
T+ "4+ =014+j+72=0 sik=1[3] ez k=3p+1
1+j+5%2=0 sik=2[3] IpeZk=3p+2
Donc :
n n
IT+D)"+1+)"+1+)"= > )+ > < )(0)+ > ( )(0)
0<3k<n 0<3k+1<n 3k+1 0<3k+2<n 3k+2

-5 () 5 (o 2 ()0
Ln/3J
=2 )
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(¢) En déduire la valeur de la somme

£6)

k=0

\_"/3J n \n 2\ n
n\  (A+D"+1+5)"+1+57)
Z<3k:>_ 3

k=0

13. Enoncé : Calculer les sommes suivantes, pour n > 1 :

2 (_Dk(;@) ot 2 (_1);@(%11)_

0<2k<n 0<2k+1<n
On a
n n
5 <—1>’f( )= 5 <z'>2'f< )
0<2k<n 2]{: 0<2k<n Qk
Or,

o\ ok n 241
= 27" + Z ( >z
0<2k<n <2k> 0<2k+1<n 2k +1

-3 (2” ) (—1)F + iogg;;lgn (2];1 1) (—1)F

o

Mais on a aussi :

Donc par identification des parties réelles et imaginaires, on a :

s ()= e ()

0<2k<n
n n nm
—1)k — /2 sin ()
032%19( ) <2k+ 1> 4

14. Enoncé : Résoudre dans C les équations suivantes :
(a) e = —=T;
Soit a,b € R tel que z = a + ib, alors on a :
eF — €a+ib
= e (cos(b) + isin(b))
=7

eaezb
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Donc on a :

e cos(b) = =7
e*sin(b) = 0

Or, Va € R,e* > 0, donc sin(b) = 0 et cos(b) = —1. Donc :

b = 7[27]
b=m+2kn pour k € Z
e =T
a = 1In(7)
Donc on a :
z=In(7)+in(2k+1) pour k €Z
(b) €* = —2i;

Soit a,b € R tel que z = a + ib, alors on a :

€Z — €a+lb

aeib

e

= ¢* (cos(b) + isin(b))
—21

Donc on a :

e“cos(b) =0
e“sin(b) = —2
Or, Va € R, e* > 0, donc cos(b) = 0 et sin(b) = —1 Donc :

= —g[%]
b:—g—l—ZkW pour k € Z
e’ =2
a =1n(2)

Donc on a :

1
z=1In(2) —ir (2 —|—2k> pour k € Z
(c) e#4+e*=1,;
On a donc :

e“+e =1
e +1=¢
e —ef4+1=0
Posons X = ¢e?, alors on a :

X?-X+1=0
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Soit A le discriminant du polyndéme, alors on a :
A=(-1?—-4x1x1=1-4=-3<0

Les racines sont donc complexes, et on a :

Donc x4 = =% ot = Z[27] : Or X = ¢*, donc on a :
92%:&2/{# pour k € Z

1
z:zﬁr(giﬂf) pour k € Z

e+ e =2

Analyse :

Soit z € C, Posons X = e?, alors on a :
X?—2iX+1=0
on a :
e 4+e =2
X—l—l 21
— 9
X
X?—-2iX+1=0

Soit A le discriminant du polyndme, alors on a :

A= (-2 —4x1x1=-4—4=-8

Donc :
Xe {ZH;iﬂ, 2 _22“/5} = {@'(1 +2),i(1 - \/5)}
Donc :
e =i(1++v2) ou € =i(l—+?2)
Synthése :

Si e* = i(1+ /2), alors on a :

1 1
e+ =il+V2)+

i(1+/2)
=2
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Donc on a :
e te =2 < ¢ =i(1+V2)
Donc : ‘
= (14+V2)i «—= ¢ =(1+2)e'2
Et donc : -
3k € Z tel que z:ln(1+\/§)+i(2+2k7r)
Egalement :
= (1-V2)i < & =(1-2)e'2
= (V2 - 1)e¥2
et donc :

akeZtelquez:lnu—\/§)+i<g+2km>

» Equations algébriques

15. Enoncé : Déterminer les racines carrées des nombre complexes /3 +1i et 5 — 12i.
Soit z € C tel que 22 = /3 + 1, alors :

2 =V3+i

()

o () (7))

Donc les racines carrées sont :
Soit z € C tel que Ja,b € R tel que z = a +ibet 22 =5 — 12i.
Ona:

|22 = |5 — 124]

=4/5% + (—12)?
= v/25 + 144

= V169
=13

Et :

2? = (a +ib)?
=a® — b® + 2abi
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Donc :
a*—b* =5 a’ = a==3
2ab < —12 < <(ab=—6 < <(ab=—6
a®+b* =13 b2 =4 b= 42

On remarque que ab sont de signes opposés, donc on a :
z=+(3 — 2i)

16. Enoncé : Résoudre dans C les équations suivantes :
(a) 224+ (5—2i)2+5—-5i=0;
Posons A le discriminant du polynéme en z, alors on a :

A = (5—2i)* — 4(5 — 5i)
= 25 — 200 + 43 — 20 + 20i
=25 —20+4(-1)
=5-4
=1>0

Donc les racines sont réelles et distinctes, et on a :

—(5—-2)+ V1

2
—54+21+1

2

—4+2 —6+ 27

= ou

2 2
=—-241t ou —3+1

212 =

Donc les solutions sont :

z2n=—241 et z=-3+1

(b) 2% — (9 —2i)z+26 =0;
Posons A le discriminant du polynéme en z, alors on a :

A = (9 — 2i)* — 4(26)
= 81 — 36i + 4(—1) — 104
= —27— 361
= —9(3 + 4i)
Soit w € C,a,b € R tel que w? = —9(3 + 44), alors on a :

a? — b + 2iab = (—9)(3 + 4i) = —27 — 36i
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et :
w?| = | — 9(3 + 44)|
= 9|3 + 44|
= 0v3%2 442
=9v/9+ 16

= 9v25
=9.5
— 45

Donc on a le systeme :
a? — b = 27
ab = —18a? + b* = 45
On remarque que a et b sont de signes opposés, On a :

459 45 4 27
2 B g po BT

5 5 36

a

Donc on a :
a==23 et b==16

Et donc, les solutions sont :

YT o :
z:9 24 2(3 61):3—1—21' ot z:9 i §3+62):6—4i

() 25+ (2i—1)z>—-1—-i=0;
On pose Z = 23, alors on a :

224+ (2i-1)Z2—-1-i=0
Posons A le discriminant du polynéme en Z, alors on a :

A= (2i—1)2%—4(-1—1)
=4 —4i+1+4+4i
=—4+5
=1>0

Donc les racines sont réelles et distinctes, et on a :

Qi1 -1 -2

7, — —(2i-1)+1 —2i+2

2 2 Lot e 2 2 ¢

Or Z = 23, donc on a :

20 = —i
:e—i%
T 2ikm
z=e"'2 xe s pour k€ [0,2]
- - —iIn
z= €' ou e'6 ou e '
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Et également :

z=\V2e T x ™5 pour k € [0,2]
z = \6/56_’% ou \G/éei% ou v QGi%

Donec les solutions sont :

. . e 6 T 6 T
=€, zy=e 8, zg=e 6, z4=+2e 0, z5=+/2'1,

[ME]
XN

26:%

L
el12

22+ (=3+1)z+4—-3i=0;
Posons A le discriminant du polynéme en z, alors on a :

A= (=3+1)*—4(4 — 30)
=9—6i+1i>—16+12i
=9—16—1+6i
= —8+6i

Soit w € C,a,b € R tel que w = a + ib et w? = —8 + 64, alors on a :
a? — b? + 2iab = —8 + 6i
et :

|w?| = | — 8 + 6i

I
|
0]
~—
no
+
(@)
no

On a donc le systeme :
a’— b= -8
ab=3a*+b* =10

On remarque que a et b sont de signes méme signes, On a :

10 — 1
@208 g e 10F8
2 2
Donc :
a==+1 et b==3
i . (13
Donc:z:3 ! 2(+3Z):1—2@' ou z:3 ! (2 32):2—1—22'Donc

les solutions sont :

‘21:1—2i et 22:24‘22‘
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(e) 22 =23 —2+4+1=0;
On remarque que 1 est racine de I’équation, donc on peut factoriser le polynéme
par (z — 1) :
Soit a,b,c,d € R tel que :

AP 2t 1=(2—1D(a® +b2* +cz+d)
En développant, on a :

AP -2+ 1=(2-1)(a® +b2* +cz +d)
=azt + 02+ +dr—azd — b —cz—d
—at+(b—a)?+ (c—b)2+(d—c)z—d

Donc on a le systeme :

a=1

=1
b—a=-1

=0
c—b=0 = 0

c—
d—c=-1

d=—1
—d=1

Donc on a :
AP 2t l=-DE-1)=0

On remarque que 1 est racine de 2% — 1, donc on peut factoriser le polynome par
(z—1) : Soit u,v,w € R tel que :

22— 1= (2 —1)(uz® + vz +w)
En développant, on a :

22— 1= (2—1)(uz® + vz +w)
—ud+ vl +wz—uzt—vz—w

=u+(v—w+(w—v)z—w
Donc on a le systeme :

u =

u=1
vV— U=
=<v=1
w—v=0
w =
w =

Donc on a :
APt l=-D)EE -1 =1 +z+1)=0

Donc les solutions sont :

21:17 22:j7 2325
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(f) 24+ 2 —iv12 = 0.
On a:
A42-iV/12=
= —2+iV/12
= —2+i2V/3
(4%)

-2
= 461%

Donc les racines sont :
2= VA5 x " pour k € 10, 3]
— V2 F  ou V28 FTE ou V2T HT ou V26 FTF
= V26T ou V2T ou V2T ou V2o
=v2¢'FT ou V2T ou V2e'T ou V2e'T

Donc les solutions sont :

2m 51 dn x
21 = V26T, 2 =V2%, 23 =23, 2z =25

17. Enoncé : Soient 0 € R et n € N*.
(a) Enoncé : Résoudre sur [’équation d’inconnue z € C

22— 2zco80+1=0

On précisera le nombre de solutions suivant la valeur de 6.

Le discriminant A de ce polynome est :
A = 4cos*() — 4 = 4(cos*(0) — 1) = —4sin*(0)
Dans le cas ou A =0, on a :
A=0<%sin’) =1« 0=0[x]
Et donc, dans ce cas la :
_ 2cos(0)
2
= cos(0)
=+1

Dans le cas contraire, A < 0 et on a deux racines complexes distinctes

2 cos(0) £ 2isin(0)
2
= cos(f) £ isin(0)

_ pEif

Z4 =
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(b) En déduire la résolution sur C de [’équation

22" — 22" cos(nf) +1=0

On précisera le nombre de solutions suivant la valeur de 6.
Posons X = 2", on a alors : X? — 2X cos(nf) +1 =0
Le discriminant A de ce polynome est :

A = 4cos?(nf) — 4 = 4(cos*(nf) — 1) = —4sin*(nd)

Dans le cas ou A =0, on a :

A=0&sin’*(nd) =0 < 0= O[z]
n
Dans ce cas la, on a une racine double et :
2 0 ,
X = C()sZ(n) = cos(nf) = Re(e™’) = cos(nd)

Or X = 2", donc :

2" = cos(nd)
Si 0 = 0[%7], cos(nf) = 1, donc 2" =1 et donc z € U,
Sinon A < 0 et on a deux racines

_ 2cos(nf) % 2isin(nb)

Ty = 5 = cos(nf) £ isin(nf) = pEind

Comme X = 2", les racines de (E) sont z = e*0+%%) pour k € [0,n — 1]
» Approfondissement
18. Enoncé : Soient n € N* et z € C tels que

1424421 —nz"=0

Démontrer que |z| <1
Raisonnons par ’absurde en supposant que |z| > 1 et

l4+z4--+2"t=nz"

On a donc

n—1
n|z|" = ‘1 +z4-- —|—z”71‘ <Y e <z
k=0

ce qui est absurde.
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19.

20.

Enoncé : Soient a,b,c trois nombres complexes de module 1 deux a deux distincts.

Montrer que
b /c— a\?
— € R’
a (c—b) +

En se rappelant que I'inverse d’un nombre complexe de module 1 est son conjugué, on
trouve :

1 1 (ca)(a —¢) lc — al?

(c—a)2:(c—a)<_—_>: — =—a——

Cc a ac Cc

donc

b (c—a)z_ lc — al? c R

al\c—b)  Jc—0b?
Cette quantité est non nulle car a, b et ¢ sont non nuls deux a deux distincts.

Enoncé : Soit w une racine septieme de ['unité distincte de 1 . Simplifier le nombre

W N w? N w3
o =
14+w?2 14wt 14w
Puisque w # 1,
w w? w4 w4+ wt+wd

+ =
14+w?2 14wt 14+w?+wr+ws
w+w? +w! + o’
wd—1
w2—1

8 —wet

De plus w” = 1 donc w
l+w+...+w=0

W w?

_ 1_.3_ 6
1+w2+1+w4_(1+w)( b-w w)
= —1+w+u°
D’ou,puisque
w? w3 w?

l+wf 1+1l/w 14w

on obtient

(14 w)(-1+w? +w’) +w!

o =

1+ w
B 1l —wHw+wdF+wr+w+ b
N 14w
—1-w-1—-w
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21. Enoncé : Soit A un nombre irrationnel. Montrer que, pour toutn > 1, on a :

1
 —
| sin(A7)|

n—1
Z esz’)\Tr
k=0

Comme \ est irrationnel, e?*™ #£ 1 et ainsi, d’apres la formule de la série géométrique,

n— 2imA\" _ inm . .
Z:lemm _ (e ) 1 _ ¢ ! % sin(nmA) _ i(n—1)mA sin(nrA)
= e2imh — 1 e sin( ) sin(Ar)
et donc
2tk
e ST A
kz:% | sin(A7r)]
puisque |e?(?~Hm sin(mr)\)‘ = |sin(nwA)] < 1.

22. Enoncé : Déterminer les parties bornées non vides de C stables par z — 2>+ z + 1 et
2 22— 24 1.
Posons f:zrs 22 +2+1letg: 2z 22— 2+ 1.
Remarquons que f(i) =1, f(—i) = —i,9(i) = —i et g(—i) = 7. Soit z € C.

On en déduit que

(f(z) = i)(f(2) +i) = (z =)z +i)(z+i+ 1)(z—i+1) = (2 +1) (s* + 22+ 2)

1=(g(z) —)(g(2) +i) = 2+ i)z —i)(z —i = )(z+i—1) = (2 +1) (s - 22+ 2)

[z +1
24

Montrons maintenant que |22 + 2z + 2| > 2 ou |22 — 2z + 2| > 2. Posons x = Re(2) et
y = Im(z2).

‘zz + 2z + 2‘2 (:c2 —y? 42z + 2)2 + (2xy + 2y)?

o 2e = (20 ) -

Apres calcul,

2 2
22420+ 2] + |2 - 2242 = 20" + 4077 + 1627 + 2" + 8 > 8

On en déduit donc bien que |22 4+ 22z + 2| > 2 ou [2% — 22 + 2| > 2.
Il s’ensuit que |f(2)% + 1| > 2|22+ 1] ou |g(2)? + 1| > 2]z? + 1|. Soit maintenant B
une partie bornée non vide de C stable par f et g.

Donnons-nous z € B. Ce qui précede permet de construire par récurrence une suite
(25), d’éléments de B telle que pour tout n € N, |22 + 1| > 2" |22 4+ 1|. Il suffit en
effet de poser zy = z puis une fois z,...,z, construits de poser z,.1 = f(z,) ou
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Zny1 = ¢ (z,) suivant que ’f(zn)2 + 1‘ > 2122 4+ 1] ou que ’g (z0)? + 1‘ > 2122 +1).
Puisque B est bornée, on a 22+ 1 =0i.e. z =1 ou 2z = —i. Ainsi B C {7, —i}.
De plus, B est non vide donc i € B ou —i € B. Puisque B est stable par g, g(i) =
—i€ Bsiie Bet g(—i)=1i€ Bsi—ie B.Finalement, B = {i, —i}.

23. Enoncé : On dira qu’une famille finie non vide (21, . .., z,) de nombres complexes vérifie
la propriété () si :
—Vke[l,n],z2+zx+1€{z1,...,2a};
—Vke[l,n],z —zx+1€{z,..., 2.}

(a) Démontrer que

Vz € C, ((z2+17é0) = ((‘22+Z+1‘ > |z|)\/(‘22—z+1’> |z|))

(b) On suppose fizée dans cette question une famille (z1, .. ., z,) de nombres complezes
vérifiant la propriété (P ).
i. Justifier qu’il existe k € [1,n] tel que z, soit de module mazimal parmi
2y Zn.
ii. Démontrer, a l'aide de la question 1 ., que zi+1 = 0. Que peut-on en déduire
quant au module de zy, ..., 2z, ?
iti. En raisonnant par l'absurde, montrer qu’il n’existe aucun ¢ € [1,n] tel que
Zy 7é +i.

(c) En conclusion, démontrer que la seule famille vérifiant la propriété () est (i, —i).
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