MPSI Corot TD 6 2024-2025

NOMBRES COMPLEXES

» Généralités calculatoires et géométriques

1. Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique :
(a) 2+6)(B+i); (o) (2-3)% () B-)ME+i): (8) (4-30)%

1424 ) 1 9 _ 3
b)) T (@ @+ (0 53— O
2. Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :
(@) 1+ef; (o) —1-eF; () 1+ () 14ic's;
L+e's i . i\ 27
)y - T (@) 1-efry () eE-1; (n) (1 + 65) .
— e’ 12

242

1—\/§+i(\/§+1)>10.

3. Déterminer le module et I’argument du nombre complexe <

4. Donner une description explicite de ’ensemble

E—{zeC\{i}

ki eiR}.

z—1

5. (a) Résoudre dans C l’¢quation z + z = |z|.

(b) Résoudre dans C l'équation |z + 1| = |z| + 1.
6. Démontrer que les points d’affixes 1+ ¢, —(1 +4) et —4 + 2¢ forment un triangle rectangle.
7. Déterminer les entiers n > 0 tels que (v/3 + i) € R.

4
8. Déterminer les z € C tels que <Zl> eR.

» Trigonométrie et exponentielles

9. Linéariser sin®(z), cos?(2z)sin(x) et cos(3z)sin®(22) pour = € R.

10. En linéarisant sin*(z), déterminer

3 5 7
sin® (g) + sin® (87T> + sin* (g) + sin® <§) .

11. Soient a,0 € R et n € N; calculer les sommes suivantes :

Z sin(k6)? et Z cos(a + k0) .
k=0 k=0

2im

12. On pose j =e™3 et on fixe n € N.
(a) Calculer j™ et (52)™.
(b) Exprimer sous la forme d’une somme la quantité (14 1)" + (1 + j)" + (1 + j2)™.
(¢) En déduire la valeur de la somme
[n/3]
> (a1
(5)

k=0
13. Calculer les sommes suivantes, pour n > 1 :
_\k n _1\k n
Sev() o X oenr(yh)
0<2k<n 0<2k+1<n

14. Résoudre dans C les équations suivantes :
(a) e#=-=7; (b) e*=-2i; (¢) ef+e*=1; (d) e*+e*=2.
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» Equations algébriques

15. Déterminer les racines carrées des nombre complexes V3+ieth—12i.

16. Résoudre dans C les équations suivantes :
(a) 224+ (5-20)2+5-5=0; (c) 204+2i-1)z2-1-i=0; (e) 2*-23—2+1=0;
(b) 22—(9-2i)z2+26=0; (d) 224+ (-3+i)z+4-3i=0; (f) 2*+2-iV/I12=0.
17. Soient 6 € R et n € N*.

(a) Résoudre sur I’équation d’inconnue z € C
22 —2zcosf+1=0

On précisera le nombre de solutions suivant la valeur de 6.

(b) En déduire la résolution sur C de I’équation
22" — 22" cos(nf) +1=0

On précisera le nombre de solutions suivant la valeur de 6.

» Approfondissements
18. Soient n € N* et z € C tels que
l4+z4--+2"1—nz"=0.

Démontrer que |z| <1

19. Soient a, b, ¢ trois nombres complexes de module 1 deux & deux distincts. Montrer que

bfeza 26R*
a\c—b +

20. Soit w une racine septiéme de 1'unité distincte de 1 . Simplifier le nombre

w w2 WS

a:1+w2+1+w4+1+w6'

21. Soit A un nombre irrationnel. Montrer que, pour tout n > 1, on a :

n—1
E 62zk)\7r
k=0

1
< —.
~ |sin(A7)]

22. Déterminer les parties bornées non vides de C stables par z +— 22+ 2z +1et 2 — 22 — 2+ 1.
23. On dira qu’une famille finie non vide (z1,..., 2z,) de nombres complexes vérifie la propriété
() si:
— Vke[L,n], 2 +2+1€{z1,...,20};
— Vke[l,n], 22—z +1€{z1,... 20}

(a) Démontrer que
V2eC, ((Z24+1#£0) = ((|22+2z+1>|z]) V(22 —2z+1]>|2])

(b) On suppose fixée dans cette question une famille (z1,...,2,) de nombres complexes
vérifiant la propriété (&).

i. Justifier qu’il existe k € [1,n] tel que zj soit de module maximal parmi 21, ..., z,.

ii. Démontrer, a I’aide de la question 1., que 27 +1 = 0. Que peut-on en déduire quant
au module de z1,...,2, 7

iii. En raisonnant par I'absurde, montrer qu’il n’existe aucun ¢ € [1, n] tel que zp # =i.

(¢) En conclusion, démontrer que la seule famille vérifiant la propriété (22) est (i, —i).
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» Exercices CCINP

1. Donner la définition d’un argument d’un nombre complexe non nul (on ne demande ni
Pinterprétation géométrique, ni la démonstration de l'existence d’un tel nombre).

2. Soit n € N*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de I’équation z"™ = 1 et préciser
leur nombre.

3. En déduire, pour n € N*, les solutions dans C de Péquation (z 4+ )" = (z — i)™ et
démontrer que ce sont des nombres réels.

Soit n € N tel que n > 2. On pose z = el

1. On suppose k € [1,n — 1]. Déterminer le module et un argument du complexe z* — 1.

n—1
2. On pose S = > |z’c — 1|. Montrer que S = m%
k=0 2n
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