MPSI Corot CORRECTION TD 05 20242025

APPLICATIONS ET RELATIONS

» Applications

1. Enoncé : Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?

(a)
f:R—=R
z— 2t +1
— flx)=2+1
2,,
Il Im
-3 -2 -1 1 2 3
—9 |

0 n’as pas d’antécédents donc f n’est pas surjectif, 2 en possede deux (1 et —1)
donc f n’est pas injectif.

(b)
p:L—7L
n— 2n
¢(n)|®p(n) = 2n
10 ¢ ®
81 ®
6t ®
4+ @
2 T . n
@
54328+ 12345
o4+
® —6
° —8
°® —10
Application bijective.
(c)
Vv:Z—N
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b(n)@¢(n) = |n|

® o1 ®
[ 4+ [ ]
® 3T ®
e 2 ]
L R
—54-32-11 12345
Soit y € N, alors :
y=lyl =v(y)
Donc y admet un antécédent par v, on en déduit que 1 est surjective.
(d)
h:Q—Q
r—ax+1
6 |—h()=v+1
4 4
2 4
! Il x |
—6 2 4 6

Application bijective.
(e)
i:R—-R

2 +1
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0.6 ¢

0.4

0.2}

—0.6 *

0 admet deux antécédents, donc i n’est pas injective, 255 n’en admet aucun donc
i n’est pas surjective.

2. Enoncé : Tracer lallure du graphe de la fonction suivante ; est-elle injective, surjective,
bijective ?

fR—=R
{ r sizx<0
T = .
—x  sinon
On remarque rapidement que Vr € R, f(x) = —|x|.

f(1) = f(=1)=—1 f est non injective

1 n’as pas d’antécédents car f est négative. Donc f est non surjective

|— f(z) = —|z]

X

|
>

4 9 2 fl

3. Enoncé : Déterminer les injections f de N dans N telles que Vn € N, f(n) < n.
Analyse : Supposons trouvés f : N — N tel que Vn € N, (f(n) < n) A (finjectif)
On remarque que pour :
n=0:f(0) <0etdonc f(0)=0carVn € N, f(n) e N
et
n=1:f(1) <1etdonc f(1) =1 par injectivité.

Montrons par récurrence forte sur n que Vn € N, P(n) : ”f(n) =n
Initialisation : f(0) = 0 ok.

b}
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Hérédité :
Soit n € N, Supposons que Vk € [0,n], f(k) = k. Montrons que f(n+1) =n+1
On a :

fln+1)<n+1

Donc f(n+1) € [0,n+ 1], i.e:
fn+1)=n+1 ou Jke[0,n],f(n+1)=k

Or
Vk € [0,n], f(k)=Fk(HR)

Donc comme f est injective, f(n+ 1) € [0,n+ 1] \ [0, 7]
Donc :
fln+1)=n+1

Conclusion : La propriété est héréditaire et initialisé, donc en vertu du principe de

récurrence, on a VYn € N, f(n) =n

Synthese : idy convient et est bijective (de réciproque idy).

4. Enoncé : Pour (x,y) € R?, on pose f(z,y) = (z,zy) et g(z,y) = (x +y,z —y).
(a) Les fonctions f et g sont-elles injectives ? Surjectives ¢ Bijectives ?

Fonction f :
On remarque que f(0,1) = f(0,2) = f(0,0), donc f n’est pas injective.
De plus, supposons que : 3(x,y) € R? tel que f(z,y) = (0,1) alors :

x
(z,zy) = (0,1) = {
zy =1
On a donc 0 =1 ce qui est absurde, donc f n’est pas surjective.
Fonction g :
Supposons 3(a,b) € R? tel que :

(a,0) = g(z,y)
Donc :
a+b
{CL :$+y r = 9
b =x—vy :a—b
4 2
Posons
h:R?* - R?
Tty x—y)
(x,y)H( SRR
On a donc :

hog=goh=idg:

Donc g est bijective de réciproque g~ = h
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(b) Déterminer l'image et l'image réciproque de l'ensemble A = {(z,z) | v € R} par
les applications f et g.

Posons :
A={(z,2)|r € R}

Image (f) :
On a:

f(A) ={f(u)lue A} = {f(z,z)lx € R}
= {(:U,x2)]a: € ]R}

Donc si l'on pose v = (z,y) € f(A), on a:

veE f(A) < JueAv=f(u)

(a,a)
f(u) = (a,a?)

u

(%

= HaeR,{

Image réciproque (f) :
Soit V € R? V = (z,y), alors :

VeflA) < f(V)eA
< Ja R, f(V)=(a,a)
— (z,2y) = (a,a)

T =a
<~
{xy =a

Donc :

Image (g) :

Image réciproque (f) :

g admet une réc iproque, donc :

g = {7 (z,2)|z € R}
{ r+xT r—2x

5l € R}
{

( 2
(,0)|z € R}
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5. Enoncé : Soit E un ensemble et soient A, B € Z(FE). On fize une application f : E —
E.
(a) Montrer que (A C B) = (f(A) C f(B)).
Supposons A C B,
Soit y € f(A), alors Ja € A tel que y = f(a)
Or AC B,donca € Bety= f(a) € f(B)
Donc on a bien f(A) C f(B)
(b) Montrer que (A C B) = (f~'(4) C f~1(B)).
Supposons A C B,
Soit x € f~1(A), i.e f(x) e ACB
Donc f(x) € Bet z € f~1(B)
Donc on a bien f~!(A) C f~(B)
(c) Comparer f(ANB) et f(A)N f(B).
Soit y € f (AN B) alors 3z € AN B tel que y = f(x)
Or - {:C €A Donc f(z)e€ f(A)
|z € B Donc f(z) <€ f(B)
Donc y = f(x) € f(A) N f(B)
Donc on a bien f(ANB) C f(A)N f(B)
(d) Comparer f(AU B) et f(A)U f(B).

y€ f(AUB) < Jz€ AUB,y = f(x)
< [Ar € Ay=f(z)]V|[Iz € B,y = f(2)]
> y € f(AU[f(B)
< f(AUB) = f(A)U f(B)

6. Enoncé : Soient f,g deux applications telles que f o g soit bijective. Que dire de f et
g ? Réciproquement ?
Soit f,g: E — FE tel que f o g est bijective.
Donc 3h: E — E tel que ho (fog)=(fog)oh=idg
Siye E:
y=fogohly) = f(g(h(y)))
y admet un antécédent par f, donc f est surjectif
Siz, 2’ € E tel que g(z) = ¢'(z) alors :

ho (f(g(x))) = ho fg(x))

r=2a
Donc g est injectif.
7. Enoncé : Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application.
(a) Montrer que VA € Z(E), f~'(f(4)) D A.
Soit A C E,a € A, alors f(a) € f(A)
Donc a € f~(f(A))
Donc A C f71(f(A))
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(b) Montrer que f est injective si et seulement si VA € P(E), f~1(f(A)) = A.
=

Supposons que [ est injective

Soit y € £ (f(a)), ke f(y) € F(A)

Donc Ja € A tel que f(y) = f(a)

Or f est injective, donc y =a € A

Donc f~!(f(a)) C A

=

Supposons que VA € 2(E), f~1(f(A)) = A,
Soit z,2" € E tel que f(x) = f(2')

Alors () = f(x) € f({z})

Donc 2’ € f~(f({z})) = {z}, donc z = 2
Donc f est injective

8. Enoncé : Soit E un ensemble et soient A, B € P(F); on considére l'application

n: PE) - P(E)x P(B)
X+ (XUA XUB).

Démontrer que 1 est injective si et seulement si AN B = ().
=
Supposons que 7 est injective, alors :

n(ANB) = BYUA, (AN B)U B)

Donc par injectivité, AN B = &

=

Supposons AN B =g

Soit X, X’ € (P)(FE) tel que n(X) = n(X’) alors :

n(X) = n(X’)
(AUX,BUX')=(AUuX',BUX)

. re AUX =AUX' (xeA)V(xeX')
Soit x € X, alors : —
re BUX=BUX' (xe B)V(zxeX')

Si:ax¢ Bixe X'

Si:x ¢ Ajxe X'

Donc z € X' et X C X’. De maniere similaire X’ C X et donc X = X’
Donc n est injective.

9. Enoncé : Soit E un ensemble et soient A, B € Z(F). Démontrer que :

On avais AN B = & donc : {
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(a) lynp =14 x 1p
Soit x € E, On a : Lanp(z) € {0,1} et :

ﬂAmB(m):l <~ l‘E(AﬂB)
< (x € A)AN(x € B)
s (La(z) = 1) A (L, = 1)

Donc 1yng =14 x 1p
(b) ﬂAuB:]lA—f—]lB—]lAX ILB
Soit x € F, on a :

laup(z) =1 <= x € (AUB)
< (r€ AV (xeDB)
= ly(zx)=1Vvig=1

Donc lyup=14+1g—lgop=14+1p—1,4 x1p
(¢) Ipa=1p(1p — 1)
Soit z € F, on a :

lpa(z)=1 < z€B\ A
< re€BAzx¢gA
< ﬂB(I):l/\:ﬂA(ZL‘):O

Donc 1pu = 1p(1p — 14)

(d) 1y=1—14
Ona:li=1gpa=1g(lg—14)
OrVe e E,1g(x)=1,Donc 13 =1—14

» Relations d’ordre

10. Enoncé : Montrer que la relation "divise" est une relation d’ordre sur N.
Réfléxive :
Soit n € N, alors n =1 x n.
Donc n|n
Antisymétrie :

n|p
pln
Sin=20,alorsp=n=0et doncn=p

n=kp

Soit n,p € N telles que {
p=In

i.e dk,l € N tel que {

kl=1
Sinon donc k=[l=1et doncn=p
k,l €N

Transitivité :

nlp
plk
Donc k = vp = vun et donc n|k

=un

Soit n, p, k € N tel que {

i.e Ju,v € N tel que {z
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11. Enoncé : Soient E un ensemble et f : E — R une application injective. On définit sur
E une relation binaire < par

vy <= f(z) < f(y)

Montrer que < est une relation d’ordre sur E.

Réfléxive :
Soit z € F, alors f(x) < f(z), donc z 5 x
Antisymétrie :
—\<
Soit z,y € E tel que {x Y
y<w
<
Alors on a : J@) < J(y) . Donc f(x) = f(y)
fly) < flx)

Et par injectivité de f on a x = y.
Transitivité :
Soit x,y, 2z € E tel que { Sy

S
Alors f(z) < f(y) < f(2). En particulier f(z) < f(z).
Donc z < =

12. Enoncé : Soit f une application de R dans R. Pour tous réels a,b on pose

a<rbe f(b)— fla) = |b—al

(a) Montrer que <y est une relation d’ordre sur R.
Réfléxive :
Soit a € R, alors f(a) — f(a) =|a—al] =0
Donc f(a) — f(a) > |a —a| et donc a <f a
Antisymétrie :

Soit a,b € E tel que {a SL

b Sf a
f(b) = fla) = [b—al
fla) = f(b) = |a—b|

Donc en remarquant que |b — a| = |a — b| et en sommant :

f(0) = f(a) + fa) = f(b) = 0= 2|b —

Ainsi, on a : {

Donc [b —a| =0 et donc a =b
Transitivité :
a Sf b

Soit a, b, c € E tel que
b Sf &

f() = fa) = |b—a

Ainsi, on a :
{ﬂ@—ﬂ@zw—w
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Donc en sommant :
f(b) = fla) + f(c) = f(b) = f(c) = fla) = [b—al +]c—b] > |c —q

Donc on a bien a <; ¢
(b) Montrer que cette relation d’ordre est totale si et seulement si

Va,b e R, [f(b) = f(a)] = [b—d

= .
Supposons que <y est une relation d’ordre totale.
Soit a,b € R, alors :

a<s;b V b<ja
fo)=fla)=|b—al Vv  fla)= f(b) = |a—0|
[f() = fla)| = [b—al Vv [f(a) = f(b)] = |a—b]
[f() = fla)| = [b—al Vv [f(b) = f(a)] = |b—d
Donc ok.
=

Supposons que Va,b € R |f(b) — f(a)| > |b — al.
Soit a,b € R, on a :

b—al VvV fla) = f(b) = [b—d
b—al Vv fla) = f(b) = ]|a—b|
agfb V bgfa

[£(b) = f(a)l = |b— al
f(0) = f(a) = |
— fla) = |

Donc ok.
(¢) Que dire si f =1idg ?
Si f =idg, alors Vz € R, f(x) =
Soit a,b € R, alors f(b) =b et f(a) = a. Et donc :

a<;b<=b—a>|b—al <= a<b

Donc la relation <; devient la relation <

» Relations d’équivalence, partitions

13. Enoncé : Soit f : E — F une application.
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(a)

Démontrer que la relation Z définie sur E par

xRy <= [(x) = f(y)

est une relation d’équivalence.
Réfléxive :
Soit x € E, alors f(x) = f(x)
Donc xZx

Symétrie :

Soit z,y € E tel que zZy

Alors, on a : f(x) = f(y).
Donc f(y) = f(z) et yZx

Transitivité :
4
Soit z,y, z € E tel que {x Y
YRz
Ainsi, on a : (@) =)
fy) = 1(z)
Donc f(z) = f(y) = f(z) et xZ%=z
On se place dans le cas ou B = F =R et f = cos. Quelle est la classe de 0% De
5¢Dem?
Posons
f:R—=R
x > cos(x)

Donc, Vz,y € R, x#y <= cos(z) = cos(y)
Et donc :
= y[27] ou z = —y[27]

Donc :

0 = {z € Rlz20}

{ € R| cos(z) = cos(0) }
{

{

2krlk € 7}
reRlz=0[ 27r]}

C

{x € R|x%’§}

{x € R|cos(z) = cos(g)}
{5+ 2knlk € 2}

TN
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{x € ]R|x9?7r}

{az € R cos(z) = COS(?T)}
{x ERjz =7+ 2k7r}

= {m + 2knlk € Z}

14. Enoncé : On définit sur Z la relation Z par xZy si et seulement si x + y est pair.
Montrer que Z est une relation d’équivalence et en déterminer les classes d’équivalence.
Posons Vo, y € Z, xRy <— Ik € Z, z+y="2k.

Réfléxive :
Soit x € Z, alors x + x = 2x
Donc on a bien zZx.
Symétrie :
Soit z,y € Z tel que xZy
Alors : dk € Z,x +y = 2k.
Orz+y=y-+z et donc yZz
Transitivité :
Soit z,y, z € Z tel que {xﬁy , alors : {Hkl € Lyxty =2k
YRz dko € Z,y + 2z = 2ks
Donc :
x4+ 2y+ 2 =2(ky + ko)

En soustrayant 2y des deux cotés :
r+2z=2(k +ky—y)

On a bien ki + ko — y € Z et donc xZz
Soit x € Z, alors la classe de x est I’ensemble :

T = {y € Z\x%}
={y € Zlz +y = 2k|k € 2%}
={yezlz+y=072}
= {y e zjz = —y[2]}
= {y € Zlz = y[2]}

15. Enoncé : On définit une relation Z sur R de la facon suivante :

Vr,y € R, (x%y):) (;p2_y2:x—y)

(a) Démontrer que Z est une relation d’équivalence.
Réfléxive :
Soit z € R, alors 2?2 —a2 =2 —2 =10
Donc on a bien xZx.
Symétrie :
Soit z,y € R tel que 2 Zy
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Alors : 22 — > =2 —y.
En multipliant 1'égalité par —1 on a : y*> — 2% = y — x et donc yZx
Transitivité :
274 -yt =x—
Soit z,vy, z € Z tel que 4 , alors : 4 Y
Y& = V-2 =y—z
En additionnant les égalités, on a :
-ty -l =r—yty—2

ZL‘2—22:CL’—Z

Donc z% =
(b) Déterminer la classe d’un élément x de R. De combien d’éléments ces classes
sont-elles constituées ¢

Soit x,y € R tel que x # y

Alors :
-y =x+y
(@ —y)ety) _,
r+y
r—y=1
r=1—x
Donc :

g‘c:{x,l—x}

16. Enoncé : Soient E, F deux ensembles et soit f : E — F une application surjective. On
pose, pour tout x € F,

Ay = ({z})
Montrer que les A, forment une partition de E.
Posons f: E — F,
Ona:
Ve e F, A,=f"'({z})
=y € E|f(y) € {a}
=y €E|fly) ==

Or f est surjective, donc Vo € F,Jy € E tel que x = f(y)

- DoncVee F, A, CFEet A, # 2
- Soit x,y € F tel que = # y

A, N A, ={a€E|f(a) € {z}} n {be BIf() € {y}}
={ac E|f(a) =2} n{be EIf(b) =y}

Or x # y, donc Va,b € E, f(a) # f(b)
Donc A, NA, = O
Donc les pour tout z € F, A, forment une partition de
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» Approfondissement

17. Enoncé : Déterminer les applications f : N — N telles que :

Vn €N, f(n) + f(f(n)) + f(f(f(n))) = 3n

Soit f une telle application (si elle existe). On va montrer par récurrence que f(n) =n
pour tout n € N. Soit HR(n) 'hypothese de récurrence : Vk € [0,n], f(k) = k.

Ona f(0)+ f2(0)+ f2(0) = 3x0=0. Or f(0), f*(0) et f3(0) sont des entiers naturels;
en particulier, ils sont positifs. On a donc f(0) = 0. Supposons HR(n) pour un certain
neN.Ona f(n+1)+ f2(n+ 1)+ f3(n+1) = 3(n+ 1). Supposons par 'absurde que
f(n+1) # n+1. Un des trois entiers f(n+1), f2(n+1) et f3(n+1) est nécessairement
strictement inférieur a n + 1. Examinons les trois cas.

— Si f(n+1) <n+1. Notons k = f(n+1). Puisque k < n, f2(n+ 1) = f(k) =k en
utilisant HR (n). De méme, f3(n+1) = k. Ainsi f(n+1)+ f2(n+1)+ f3(n+1) =
3k < 3(n+ 1), ce qui est impossible.

— Si f?(n+1) < n+1. Notons k = f?(n+1). Puisque k < n, f3(n+ 1) = f(k) = ken
utilisant HR(n). De méme, f4(n+1) = k. Ainsi f2(n+1)+ f3(n+1)+ f4(n+1) =
3k. Mais on a également f?(n+ 1)+ f*(n+1) + f*(n+1) = 3f(n + 1). Donc
f(n+1) = k. Mais alors f(n+1)+ f2(n+1)+ f3(n+1) = 3k < 3(n+ 1), ce qui
est impossible.

— Si f3(n+1) < n+1. Notons k = f3(n+1). Puisque k < n, f4(n+ 1) = f(k) = ken
utilisant HR(n). De méme, f5(n+1) = k. Ainsi f2(n+1)+ f4(n+1)+ f°(n+1) =
3k. Mais on a également f3(n+ 1) + f4(n +1) + f°(n+ 1) = 3f%(n + 1). Donc
f?(n+1) = k. Mais alors f2(n+1) + f3(n+1) + f4(n+1) = 3k. On a également
Pn+ 1)+ fPn+1)+ fA(n+1) = 3f(n+1) donc f(n+ 1) = k. Finalement,
fin+ 1)+ f2(n+1)+ f3(n+1) = 3k < 3(n+ 1), ce qui est impossible.

On a donc nécessairement f(n+ 1) =n + 1 et donc HR(n + 1) est vraie.

On a donc montré que si f vérifiait la condition de I’énoncé, alors f était néces-
sairement l'identité. Réciproquement, la fonction identité vérifie bien la condition
recherchée.

18. Enoncé : Dans N*, on considére la relation X% suivante :

p#q < dneN', qg=p"
(a) Démontrer que Z est une relation d’ordre. Est-elle totale ¢

— La réflexivité est claire : pour tout p € N*, pRp puisque p = p'.
— Soient (p,q) € (N*)2 tels que pRq et ¢Rp. 1l existe alors n € N* et m € N*
tels que ¢ = p™ et p = ¢". Cela implique que p™™ = p. Puisque p # 0,

P =pe=p =l p=lounm=1

Sip=1,onag=1"=1=p,etsinm=1,onan=m=1dotq=p'=p.
La relation est donc antisymétrique.

— Soient (p,q,7) € (N*)? tels que pRq et ¢Rr. 1l existe alors n € N* et m € N*
tels que g = p" et r = ¢, ce qui implique r = p™™, donc pRr.
La relation est donc transitive.
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L’ordre n’est pas total puisque par exemple aucune des relations 2R3 ni 3R2
n’est vraie.

(b) La partie {2,3} est-elle majorée pour cette relation d’ordre ?
Supposons que {2,3} admette un majorant p. On a alors 2Rp et 3Rp, donc il
existe n € N* et m € N* tels que p = 2" et p = 3™. Ainsi p est a la fois pair et
impair, ce qui est absurde.
Ce raisonnement par 1’absurde prouve que {2,3} n’est pas majorée.

19. Enoncé Soient E, F deuzr ensembles non vides et soit f : E — F wune application.
Démontrer que :
(a) f est injective < 3g : F — E telle que go f =idg ;

(=) Supposons f injective et fixons un élément arbitraire y € F. Nous pouvons
alors définir g par le procédé suivant : pour tout y € F', soit y admet un (unique)
antécédent x € E et dans ce cas nous posons g(y) = x, soit ce n’est pas le cas et
alors nous fixons ¢g(y) = e pour un élément e € E arbitraire.
(<) Supposons f inversible a gauche d’inverse g : F' — E et soient z,z’ € E tels
que f(x) = f (2'). Alors, en composant cette égalité a gauche par g nous obtenons
go f(x)=go f(2'),i.e z =2'. On en déduit que f est bien injective.

(b) f est surjective < 3g : F' — E telle que fog=idp.
(=) Supposons f surjective. Alors, pour tout y € F, il existe x € E tel que
y = f(x); il nous suffit de poser g(y) = x pour avoir f o g(y) = f(z) = v.
(<) Supposons f inversible a droite d’inverse g : F' — E. Alors, pour tout y € F,
on a f(g(y)) = y;9(y) est donc un antécédent de y, ce qui prouve la surjectivité
de f.

20. Enoncé : On munit N? de la relation suivante ~ définie par :

(a,b) ~ (c,d) <= a+d=b+c

(a) Démontrer que ceci définit une relation d’équivalence.
Immédiat.

(b) Etablir une bijection entre l'ensemble des classes modulo ~ et Z.
Associer a n > 0 la classe de (n,0 ) et an < 0 celle de ( 0,n ). Réciproquement,
a la classe de ( n,p ) associer n — p.

21. Enoncé : Soit E un ensemble ; démontrer que l’application

p: P(B) = {0,1}"
A I—>,H4A

est une bijection.

L’application est injective car si les indicatrices de A et B sont égalements, un élément
est dans A si et seulement si il est dans B et donc A = B.

Pour la surjectivité, remarquer que toute fonction f : E — {0,1} est U'indicatrice de

S,
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