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APPLICATIONS ET RELATIONS

» Applications

1. Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?
a) f:R>R (b) ¢:Z—=Z () v:Z—-N (d h:Q—-Q (¢) i:R—-R
x

e a?+1 n—2n n— |n| r—ax+1 T -
z2+1
2. Tracer l'allure du graphe de la fonction suivante ; est—elle injective, surjective, bijective 7
fR—=>R
{ T six <0
x> .
—x  sinon

3. Déterminer les injections f de N dans N telles que Vn € N, f(n) < n.
4. Pour (z,y) € R?, on pose f(x,y) = (z,zy) et g(z,y) = (x +y,z — 7).
(a) Les fonctions f et g sont—elles injectives ? Surjectives ? Bijectives ?
(b) Déterminer I'image et I'image réciproque de l'ensemble A = {(z,z) |z € R} par les
applications f et g.
5. Soit E un ensemble et soient A, B € #(E). On fixe une application f : F — E.
(a) Montrer que (A C B) = (f(A) C f(B)).
(b) Montrer que (A C B) = (f~1(A) C f~1(B)).
(¢) Comparer f(ANB) et f(A)N f(B).
(d) Comparer f(AU B) et f(A)U f(B).
6. Soient f,g deux applications telles que f o g soit bijective. Que dire de f et g ? Réciproque-
ment ?
7. Soient E, F' deux ensembles et f : E — F une application.
(a) Montrer que VA € Z(E), f~1(f(4)) D A.
(b) Montrer que f est injective si et seulement si VA € 2(E), f~1(f(A)) = A.
8. Soit E un ensemble et soient A, B € #(E); on considére application
n: PE)— PE)x PE)
X~ (XUAXUB).
Démontrer que 7 est injective si et seulement si AN B = ().
9. Soit E un ensemble et soient A, B € &(F). Démontrer que :
(a) Tanp =14 x 1p;
(b) Taup =Ta+1p—14x1p;

» Relations d’ordre

10. Montrer que la relation "divise" est une relation d’ordre sur N.
11. Soient E un ensemble et f : E — R une application injective. On définit sur £ une relation

binaire < par

Sy <= flx) < fy)
Montrer que < est une relation d’ordre sur FE.
12. Soit f une application de R dans R. Pour tous réels a, b on pose

a<yb<= f(b) = f(a) = |b—al

a) Montrer que < est une relation d’ordre sur R.
f
(b) Montrer que cette relation d’ordre est totale si et seulement si

Va,beR, [f(b) = f(a)| = [b—al.
(¢) Que diresi f=1idg?
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Relations d’équivalence, partitions

Soit f : E — F une application.

(a) Démontrer que la relation % définie sur F par

xRy <= f(x) = f(y)

est une relation d’équivalence.

(b) On se place dans le cas ot £ = F =R et f = cos. Quelle est la classe de 07 De 5 ? De
w7

On définit sur Z la relation Z par xZy si et seulement si x + y est pair. Montrer que & est
une relation d’équivalence et en déterminer les classes d’équivalence.

On définit une relation # sur R de la fagon suivante :

2

Ve, y e R, (2Zy) <~ (x —yQ:x—y).

(a) Démontrer que # est une relation d’équivalence.

(b) Déterminer la classe d’un élément x de R. De combien d’éléments ces classes sont—elles
constituées ?

Soient E, F' deux ensembles et soit f : E — F une application surjective. On pose, pour tout

z e F,
Ar = {a)).

Montrer que les A, forment une partition de FE.

Approfondissements

Déterminer les applications f : N — N telles que :
Vn €N, f(n) + f(f(n)) + F(f(f(n))) = 3n.

Dans N*, on considére la relation % suivante :
p#q <— dIneN' qg=p".

(a) Démontrer que # est une relation d’ordre. Est—elle totale ?
(b) La partie {2, 3} est-elle majorée pour cette relation d’ordre ?
Soient E, F' deux ensembles non vides et soit f : £ — F une application. Démontrer que :
(a) f est injective & Jg: F — F telle que go f =idg;
(b) f est surjective < Jg: F — FE telle que fog=1idp.

On munit N? de la relation suivante ~ définie par :
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c.

(a) Démontrer que ceci définit une relation d’équivalence.
(b) Etablir une bijection entre I'’ensemble des classes modulo ~ et Z.

Soit E un ensemble ; démontrer que 'application

p: P(E) > {0,1}"
AI—>]1A

est une bijection.
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