MPSI Corot CORRECTION TD 03 20242025

ENSEMBLES, METHODES DE DEMONSTRATION

» Compléments calculatoires

1. Enoncé : Soient a,b € R,.

(a) Montrer que /a +b < v/a+ V/b.

\/a—I—bS\/E—i-\/l_)
(\/a+b>2§ (\/5+\/E)2 caraetb >0

a+b<a+2Vab+b
0 < 2Vab

(b) En déduire que |\/a — v/b| < \/|a —b|.

Posons 2 cas :

Casn°l:a>b Casn°2:a <b
Wa— Vo < \la—b Va— Vo < la—b
Va-vb<va-b Vb—va<vb-a
a—2m+b§a—b b—2\/%+a§b—a
Vab > b Vab > a
0>0b>—ab 0>a*—ab
0>0b(b—a) 0>a(a—0b)

Résultat cohérent : b — a négatif par hyp.Résultat cohérent : a — b négatif par hyp.

2. Enoncé : Résoudre dans R les (in)équations suivantes :

(&) ]z =3 = |z =1

Analyse : Soit x € R tel que :
v =3[ = [z — 1]

alors :
lz—3|=(r—1)* =220 +1 (%)

Carsiz > 3:
lt—3|=2-3

et () devient :

r—3=2>—-2r+1
ie0=2a?>—-3zx+4

Ce trindme a pour discriminant :

A=9-16=-7<0
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Il n’y as pas de solution Réelle. On doit donc avoir x < 3 :
|t —3|=3—2
et (x) devient donc :

3—r=a>—-2x+1

ie0=2>—2—2

Le discriminant est :

A=1+8=9
x est donc égal a :
1+£v9 1+3
T = = =—1ou?2
2 2
\ N 2-3 =[2—1] ok
Synthese : On vérifie :
1—-3] =|—-1-1]ok.

Je =3/ <z —1];

On peut réutiliser le travail effectuer précédement.

Pour z > 3 :

Le trinome z? — 3z + 4 est donc toujours positif. On a donc S} = [3, +00]

Pour z < 3 :

Le trinome x? — x — 2 est positif sur | — oo; —1] et [2;+o00[. On a donc Sy =
] — 00; —1] U [2; +00].

Donc z €] — oo; —1] U [2; 4+00]

VvVr+1 < Vr+2
Vr+2 — Jax+1®

Analyse : Soit z € R

r+1 <\/m+2
r+2  Vx+1

x
Cette inéquation existe, si z + 1 et x + 2 sont du méme signe. { _ (1) ou
x

{i = -1 (2) Donc x € ] — 00; —2[U] — 1, +00]

< -2
Cas n°1 Cas n°2

Sic:

x+1< T+ 2

r+2 Vaor+1
Alors :

r+1 < T+ 2

z+2 " |lz+1
Donc :

I+1<JZ—|—2

r+2 x+1
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ie:(x+1)* < (z+2)>

Cas n°l : Si x < 2, Alors par décroissance de z — 2?2 :
(z+2)° < (z+1)

Casn°2:Ona: (r+1) < (x+2) ok.

Donc : z €] — 1; 400

3. Enoncé : Inégalité arithmético-géométrique. Démontrer que :

Y(a,b) € (Ry)2, “;b > Vab.

On pose :
(vVa—vb)> >0
a—2Vab+b>0
a+b>2Vab

a;bz\@

4. Enoncé : Démontrer que pour tous réels x et y, on a :
Tt foy =1 < (1 + |y = 1)1 + |z — 1)

On sait que : |zy — 1| = max(zy — 1,1 — zy)
Majorons donc 1 + |zy — 1] :
Casn°l : zy > 1

>1 < -1
il faut donc que z et y soit du méme signe. On a donc : t= (1) ou r= (2)
y=>1 y=

Pour 1, on a :

Lt foy =1 < (L+ |y — 1)(L + [z — 1)
ry < xyYy

Et pour 2 :

L+loy -1 <A+ |y — 1)L+ [z 1)
zy < (2-y)(2+y)
xy <4 —2x—2y+axy
0<2—z—y

Pour la 1, la condition est imédiate. Pour la 2, cela est cohérent car x et y sont négatif.
Casn2: 2y <1

< -1 >1
On doit donc avoir z et y de signe opposés. On a donc : {x ; . (1) ou {x = (2)
Y=
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On remarque que (1) et (2) sont symétrique, il n’y as donc qu’a en démontrer une.
Prenons le cas (1)

Loy =1 < (1 + |y = 1)1 + |z — 1)

2—zy < (y)(2—x)
2 <2y
1<y

La condition est donc vérifié. L’inégalité est donc vérifié.
5. Enoncé : Montrer que v/2 ¢ Q et que ﬁg; ¢ Q.
Supposons que V2 € Q :

ie:
3(p,q) €Z x N,v/2 = P Avec p et q co-premiers
q
Donc, on a :
va="
q
2
2=
q
2¢> = p’
Or (4 démontrer) : si n? pair <= n pair
Donc 3k, € Z,p = 2k, :
2¢° = (2k,)?
2¢° = 4]{:]27
¢ = 2k§

Soit, 3k, € Z,q = 2k,
La fraction g n’est donc plus irréductible, car le numérateur et le dénominateur ont le
facteur 2 en commun. Cela est donc absurde. Donc v/2 ¢ Q

In(2)
In(3)

Supposons que : € Q Comme précédemment :

In(2
A(p,q) € Z x N, n(2) _P Avec p et q co-premiers
In(3)
On a donc :
In(2) P
n3) ¢
¢In(2) = pln(3)
94 _ 3P

Cela est donc absurde car 3 est impaire et 2 est paire. Donc % ¢Q

» Bornes
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6. Enoncé : Etudier l'exvistence puis déterminer les bornes supérieure et inférieure des
ensembles suivants :

(a) A={1-2|neN};

(b) B={1—-%—1|(mn) e (@)?};
(c) C = {1— Ao (mon) € Z2m #n
(d) D= {2 | (p,g) € (N)?};
(e) E = {QM+;n+m | (m7 n) € N2}7
(f) F={22+ %7 | (n,q) € N}
(8) G = {2 | (m,n) € (N*)?};
(h) H={1-2%|ze[lo0l}.
Correction :
(a) A:{ —%|n€N*};
Soit a € A, i.e:
2
meNtqa=1——
n
Donc
9< 2y
n
—1<a<1
—1 mi A
Donc : m1nore2 Donc : —1 = min(A) = inf(A)
1 majore A. On pose Vk >0 :
2
=1—-——€A
LA
On a : ap — 1, Donc par caractérisation séquentielle de la borne supérieur :
1 =sup(A)
(b) B={1— 3 =71 (mn) e @)}
Soit b € B, i.e: . .
= 7)Y tqb=1— — — —
(m.n) € (Z')° =
Donc
-1< L <1(1)
S-—=
1
1< —=<1 (2
<- <10
1 1
—2< —— - —<2(142)
m n
—-1<b<3

-1 =1-1-1€¢B —1 =min(B
Or{ 171 S BDonC:{ min(B)

3 :1—}1—}16 3 = max(DB)

vb.webprepa.eu o 5 / 13



MPSI Corot

CorrecTION TD 03

2024-2025

(c)

C:{l— L ](m,n)€Z2,m7fén};

Soit c € C i.e:
1
3 Z? tqe=1-—
(mon) € (B tqe=1-
Donc
-1< - ! <1
n—+m
0<cec<?2
0 =1--LeC 0 = min(C
Or 2116 . Donc : min(C)
D= {4 | (pq) € (W)}
Soit d € D, i.e:
*12 pq
Ap.q) € (N*)" tqd = 1 g
Ona:d>0
On pose : (p — ¢)* > 0, Donc :
P’ +q¢>—2pg>0
2 2
p°+q
<
pq >~ 5
1
d< =
-2

De plus 3§ = 1%1}2 € D, Donc § = max(D)

Pour n > 1, on pose :

_onx1
"op2 412
U, — 0, Donc par caractérisation séquentielle de la borne inférieur, 0 = inf(D)
E = { g | (m,n) € N2}
Soit e € E, i.e:
271
I(m,n) € (N)* tq e =
(mom) € (N tae= oot
Donc :
1<2" < 400
2< 2"+ 3™ < o0
1 1
— > 0
2 7 2n 4 3min T
ml>e >0
Alors :

e>0
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U — 0, Donc par caractérisation séquentielle de la borne inférieur, 0 = inf(£)

Pourk:ZO,Onpose:e:Uk:Wf%eE

Etudions la variations de la suite :
ok-+1 ok
gm | gmktl T gm 4 gmetk
- ok+1 (2m + 3m+k> _ ok (2m + 3m+k+1)
(2m 4 3mAk+L) (2m 4 3m + k)
28 (2 5 2m 4 2 x gtk — gm _ gmk+)
(2m 4 3mAhtL) (2m 4+ 3m 4 k)
2k (21— gm 4 9 x gmk _ gmikil)
(2m 4 3mAk+L) (2m 4 3m 4+ k)
28 (2 (2 = 1) + 3™+k (2 — 3))
(2m + 3mthtl) (2m 4 3m 4 k)
2k (2m — 3mih)
(2m 4 3mAk+1) (2m 4 3m 4+ k)
om+k _ ok v gm-tk
(2m 4 3mAk+1) (2m 4 3m 4 k)
R -
(2m 4 3mAk+l) (2m 4 3m + k) —

U1 — Uy =

Donc Vk >0, U, <0

Ore:Uk,DoncegUozé,et%:UOGE.
Donc 3 = max(E)
() F={22+ 41| (n,q) e N*};
Soit f € F,ie:
n+2 qg—1
J(n,q) € (N)? tq f = —
() € () ta f =2 4
Donc :
2
1< T2y
n+1
qg+1
2 -1
0 FE a7 g
n+1 q+1

Posons q = 0 : Alors :

f>0

Vk>0,U,="2—-1€F
Ui — 0, Donc par caractérisation séquentielle de la borne inférieur, 0 = inf(F’)
Posons n = 0 : Alors :

f>0
VE>0,U, =24+ e F

g+1
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U — 3, Donc par caractérisation séquentielle de la borne supérieur, 3 = max(F')

(8) G ={srrmmrs | (mon) € (N2}

Soit g € G, i.e:
mn

3(m,n) € (N*)* tq g = o Brp——»

Donc :

(m—n)*>0
m? —2mn+n%>0
m? 4+ mn +n? > 3mn

mn 1

0< < =
m2+mn-+n? — 3

1 1x1 1 _
OI'. E—WEG, DOHCg—Hl&X(G)

Posons m = 1 : Alors :

g>0

U, — 0, Donc par caractérisation séquentielle de la borne inférieur, 0 = inf(G)
(h) H={1-%|ze[lo0l}.
Soit h € H, i.e:

1

er[l,oo[tqhzl—ﬁ

Or:0=1- % € H, Donc 0 = inf(H)
Alors :
h >0
VE>0,Uy=1—5€H
U — 1, Donc par caractérisation séquentielle de la borne supérieur, 1 = max(G)

7. Enoncé : Soient A, B deux parties non vides de R telles que B C A. Montrer, en
justifiant ’existence des quantités concernées, que :

inf(A) <inf(B) < sup(B) < sup(A).

Ona: A, B C R non vides tel que : B C A.
Dans R, les bornes existent et comme B # (), on a :

inf(B) < sup(B)
ADB D sup(A) majore B
one :
sup(A) majore A sup(B) est le plus petit majorant de B

Donec :
sup(B) < sup(A)

Par méme raisonnnement, on retrouve aisément le résultat recherché.
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8. Enoncé : Soient A et B deux parties non vides et bornées de R telles que ¥(z,y) €

10.

11.

A X B,z <y. Que peut-on dire des quantités inf(B) et sup(A) ?
Ona:V(r,y) e Ax B,z <uy.

Fixons yy € B

Alors Vx € A, yo > x, Donc yy > sup(A)

Yo majore A
sup(A) est le plus petit des majorant de A

Yo €tait quelconque.

Donc on a :
Vy € B,y > sup(A)

sup(A) minore B
Donc :

inf(B) est le plus grand minorant de B
Donc on a :

sup(A) < inf(B)

Enoncé : Soient A et B deux parties non vides et majorées de R. On pose A+ B =
{r+vy| (z,y) € Ax B}. Démontrer que A+ B admet une borne supérieure vérifiant
sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

A+B={x+ylr e Ayec B}
Siz€ A+ B, Alors 3(z,y) e AxBtqz=x+y

< A
Or {x < sup(4) Donc z < sup(A) + sup(B)

y <sup(B)
Donc sup(A) + sup(B) majore A+ B
a, —> sup(A)

sup(A) existe, donc il existe (a,)nen : {Vn S 0.0, €A

. _ b, — sup(B)
B te, d 1 existe (by)nen :
sup(B) existe, donc il existe (b,)nen {Vn S 0.b, € B
On pose :
Vn >0
{x:;an b eALB Alors : z,, — sup(A) + sup(B)

Donc par caractérisation séquentiel, il en vient :

sup(A + B) = sup(A) + sup(B)
Enoncé : Soient a,b € R tels que a < b. Etudier les bornes supérieure et inférieure de
I’ensemble A = {% | 2,y € [a,b]}.

a<x<b
a<y<b

max(A)
min(A)
Enoncé : Soit f :[0,1] — [0, 1] une fonction croissante. On pose A ={x € [0,1] | x <

f(@)}.

V:r;,ye[a,b],{ Donc{%gigi Donc{ <0 Enﬁn{
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(a) Démontrer que pour tout x € A, on a également f(x) € A.
(b) Montrer que A admet une borne supérieure a et que f(a) > a.
(¢c) En déduire que f(a) = a.
12. Enoncé : Soit A une partie non vide et bornée de R. On pose B = {|z —y| | z,y € A}.

(a) Démontrer que B est non vide et bornée.

A # () donc Ja € A et inf(A) < sup(A)
Et alors 0 = |a —a| € B
Soit z € R Alors z,y € A,z = |z — y|

z >0
z =z -yl

Quitte a échanger les roles de x et y, on peut supposer que x > y
Donc z =z —y < sup(A) — inf(A)

< A

car {7 S50

y > inf(A)

Donc B est borné.

, et donc —y < -sup(A)

(b) Montrer que B admet un plus petit élément, dont on donnera la valeur.
0 minore B 0 =min(A)
onc
0eB = inf(B)

(¢) Démontrer que B admet une borne supérieure vérifiant sup(B) = sup(A)—inf(A).

B est bornée, donc {

sup(A) - inf(A) majore B
x, — sup(A)

sup(A)=sup(A) Donc par caractérisation séquentielle, il existe : (,,)nen :
p(A)=sup(A) Donc p a ( >@N{v”20ﬂneA

yn, — inf(A)

inf(A)=inf(A) Donc par caractérisation séquentielle, il existe : (Y, )nen :
(A)=inf(A) Donc p a (e %%ZQ%EA

Vn > 0, on pose :
Zn = |xn_yn| €B

Alors z, — [sup(A) — inf(A)| = sup(A) — inf(A)

Donc par Caractérisation séquentielle :

sup(B) = sup(A) — inf(A)

> Partie entiere
13. Enoncé : Soit x € R. Etudier la quantité |x| + |—x].

Cas n°l : x est un entier relatif.

x| =n
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Cas n°2 : x est quelconque :
n<lz]<n+l1
—n—1<]|—-z] <—n
2] + [-z] =n+(-n—-1)= -1

14. Enoncé : On considére la fonction suivante :
[P R=R, f(z) =z —|z]]

(a) Tracer Uallure du graphe de f sur [—3,3].
On pose : E = {f(z)|r € R}, on a:

Vn >1
Unzl—%:un—LunJGE

On a: U, — 1 et 1 majore E. Donc 1 = sup(F)
(b) Déterminer les antécédents de O par f.
Vre R, ona::

lz] <z
r—|z] >0
|z — |z][ =2 — [z]
On cherche donc :
x—|z] =0
r=|z]
rEZ

(¢) Démontrer que Vx € R, f(z + 1) = f(x).
Vre R, ona::

r+1<|z]+1<a+1
lz+1] = |z]+1

On a donc,

fle+1)=|zr+1—|z] —1]
flz+1) =z —[z]] = f(z)
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(d) Démontrer que sup{f(z) |z € R} = 1.
15. Enoncé : Soient x,y € R. Démontrer que |z| + |z +y| + |y| < [2z] + [2y].

Soit :
0y =2 — | 2|
dy =y — |y
Donc :
22 = 2([x] + 0a)
= 2|z] + 20,
Donc :
22 = 2] ] + 20
= 2|z) + 20,
0Sid, <1
Or: [24,] = {1 Sid, € [%al[
Donc :
2|z] +2[y) Si6,,0, < 5
[22) + (2] = { 2[x) +2]y) + 1 81 6 ou §, > §
2|x) +2y) +2 51 6,0, > 5
Or :
L +y] = [lz] + [y] + 0z + 6, ]
Donc :

2] + |z +yl + ly] =2[x] +2|y] + [0. + I,

| 0z/ 0y [ lel+ eyl + 1yl | [2¢] +[2y] |
0z, 0y < % 2|z | +2[y] +0 2|z | +2|y]

{g: i z (e)fl I'inverse 2lz] +21y) +‘<?’1" 2z +2ly) +1

00,0y > 1 2le] +2[y]+ 7 | 2[e] +2[y] +2

16. Enoncé : Montrer que Vx € R et Vn € N* :
0<|nz]—nlz] <n-1.

Encadrons |nz| —n|z| :
On a:
nr—1< |nz| <nx

et :
r—1<|z] <z
n(x—1) <nlz| <nz
—nx < —nlz| < —n(z —1)
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Donc :
—1 < |nz] —nlz] <n

Comme : |nz| —n|z] € Z, On a :

0< |[nz|—nlz)]<n-1
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