MPSI Corot CORRECTION TD 02 20242025

RAPPELS ET COMPLEMENTS CALCULATOIRES

» Fonctions d’une variable réelle

1. Enoncé : Fuaire l’étude des fonctions listées ci-dessous sur leurs ensembles de défini-
tion respectifs. Par « faire I’étude », on entend dresser le tableau de variation (avec
les éventuelles limites), lister les éventuels extrema (locauz et/ou globauz), énoncer
d’éventuelles propriétés remarquables (parité, etc.), et tracer lallure de la courbe.

(a) f:zeIn(l+4+ x4+ 2?) +1n(z) (e) j: x> exp (—1_1w2>
(b) g: @ 27

() b+ & = In(yz) — (d) i:a—In(2s) (f) k: 2 exp(log(3z)2).
(a)

f(x)=In(@*+x+1),D;: R
A=1"-4=-3

20+ 1

P =y

() = 22 +x+1) — 2z +1)2
(22 4z +1)?
227 -2z 41
(224 +1)?

g(z) = 7, D¢:R
g'(z) = (62°) (™)

g”(m) _ (12x)62$3+7 + (6]32)(623334-7)(6:62)
= 2 +7(12z + 362%)
= 12¢*"+7 (2 + 32%)

h"(x) =0
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(d)
i(x) =In (1 x2>,Df 'R
i'(z) = (_J;g)
o
a2+ 1
i'(x) = (_2>(<1£f212 )
—2(x* = 1)
(x24+1)2
(e)
j(x) =exp (—1 x2> ,D¢: R
o= (1))
o= () () + () () ()
2(32% + 1) —2x \*| [/ _ 1,
:<(1 x2)3 ) (1 x2>]<el_x2)
_ ( 2(3x? —1—11 o —1—435)] (6_1112)
_ ( 2 + 621 )]
1—22)4
_ ( —1+ 3z%) )]
1 —a2)4

2 2_
et Tt 4 9p2e

e (1 4 222)
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K (z) = 2z Y (1 4 22%) + 4ae” !
2

= 2ze” (14 227 + 2)
= 22¢” (3 4 22?)

Exemple de rédaction : (e).

1
j::cl—>exp<— )

1 — a2
J est définis et dérivable sur R / {—1,1} =] — o0, —1[U] — 1, 1[U]1, +00] et :
9 _
Vo € E, on a . j/(ﬂf) = (1_;:2)26 1-22

1

De plus, j est paire car exp (—1—2) = exp (—ﬁ) On peut donc uniquement se

concentrer sur une partie de la fonction.

[Réaliser le tableau de variation de la fonction, Ainsi que les limites potentielles.]

[Tracer la courbe de variations (en s’aidant des limites et valeurs connues)]

2. Enoncé : Déterminer les limites suivantes :

(a) lim, o ezT_ : (¢) lim, 4 lg(fl) :

(b) lim,_o 222 (d) lim, o @=L,

Exemple de correction de (c) :

lim In(x)  lim In(z) — In(1)
=1y —1 a1 z—1
1
— (1) => =1
(1) = 2

3. (a) Enoncé : Montrer que, pour tout x > —1, on a In(l +z) < z.
Soit x €] — 1, 400,
Posons :
firx—e®—(1+2x)

f est dérivable sur | — 1, +oo[ et Vo €] — 1, +00[ on a :
Flay=er—1

Apres tragage du tableau de variation, on a : f > 0.
Donc Vx €] — 1, +00] :
e >1+z

En passant au In (avec 1+ 2 >0 ), on a :

1n(1—|—3:) <z
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(b) Enoncé : En déduire que pour tout n € N\ {0, 1}, (1 + %>” <e< (1 B %)_n
Soit n € N* 0,1
En x = %, on a :

<1 + > < e Par croissance de exp

1 1
n{l——)<——
n n
1 n
In{l1—-— >1
n

1 —n
(1 — ) > e Par croissance de exp
n

1\" I\
(4 o1}
n n

4. Enoncé : Montrer que pour tous a,b > 0,

1
i(lna—f—lnb) <In (a—2|—b> :

Enz==ona:
n

Conclusion :

Prenons a,b > 0 :
(Va—vb)?* =0

“;bz¢5

In <a ; b) > In(vab) Par croissance du In

> ;(ln(a) +1In(b)

5. Enoncé : Soient 0 < a < b. Démontrer que :

Ve > 0,ae™% —be ™™ > q — b.
Soit :
fR—=R
o
f est dérivable. Et Vo € R, :

f'(z) = —abe™ + abe™**

= ab(e™™ — e ") > 0 car (b > a)

et si x # 0, I'inégalité devient stricte. Donc f est strictement croissante. Finalement :

Ve >0, f(x)> f(0)=a—10
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» Sommes et Produits
6. Enoncé : Calculer les sommes suivantes, pourn > 1 :
@) Sic i 0 Shammmesy (O Sioo(k+2)28 0 (d) S (14
(k+1) (k+1)(k+2)

(a) Travail préliminaire :
1 1 1

k- k+1  k(k+1)

SIS
o kk+1) ok kL
"1 "1 1
-(25+1) - (Zi+ 1)
1
:1—
n+1
(b) Travail préliminaire :
1 B k42— k
k(k+1)(k+2) 2 \k(k+1)(k+2)

N = N = DN =

k+ 2 k
<k:(k:+1)_(k+1)(k;+2)>

1 1
<k(k+ 1) (k+ 1)(k:+2)>

Donc :
kZ: k(k + 1§(k:+2) - ; <,§1 k(k1+ 1) kZ: (k + 1)1k:+2))>
:;Kék(klﬂ)*;) (ék(kiwﬁ(ml;(nw))]

(¢) Travail préliminaire : Soit z # 1

o (30)

k=0
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En dérivant :

Donc :

(d) Travail préliminaire :

In (1 + }f) =In (T) =In(k+1) —In(k)

Donc :
élm(l%—;) Zg:ll nk+1)— kzi:lln(k)
= (él (k) + In(n ) (Zln )+ In(1 )
zln(;z—i-l)

7. Enoncé : Calculer les sommes suivantes, pour n > 1 :

L6zl 26 5l

Utiliser principalement le binome de Newton pour la premiére et la deuxieme.
Pour le reste (3,4) : On s’aideras de cette égalité, a trouver par raisonnement logique :

n " (n
+ =
26 2 ) -2 )

8. Enoncé : Soit n > 1. En faisant un usage pertinent de la fonction f : x — (1 + x)",
calculer les sommes suivantes :

S0 mon) Sl

k=0
1) Soit n € R
fR—=R
= (1+2)"
oy =3 ()1
—~ kz::o
(1+z)
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D’ou

{

Enx=1,ona:

2)Enx =-1,ona:

(1) % 3R () = (1) % 1) = (1) sl =17 =0

k=0

3) Premieére méthode : Primitive. Soit ¢ € R

On choisit ¢ =0

(1+I>n+1 _Zn: n xk—i—l
n+1 = \kJk+1
—_——— =
f(x)
Enz=0,ona:F(0)=0+c Etdonc: =5 =c
Donc : )
Z”: n 1 ka:(l—i-x)”* —1
o \k)k+1 n+1
En z = .
n 1 n AL |
(o) o
=0 n—+1
Deuxieme méthode :
T n n
/f(t :Z()/t’“dt
0 o \k
[(1+t>n+1‘|x_zn:<n> ltk+l ]I
n+1l |, \k) | k+1],
(1+x)n+1_1_i n xk+1
n—+1 —k:0 k]x+1
Enz=1
£
n—i—l s

9. Soient n,p € N tels que p < n. Calculer

S ()G
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10. En considérant la fonction f:x — >}, ( )( 1)
(_1)k’+1

()

k

: k démontrer que :

11. Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

(a) Yicicjen(i+])
(a) :

(b) Zlgigjgn j

(c) > 1<ij<n max (4, j)(d) 2<ij<n t]

H
A
\g
A
—
-~
+
<o
SN—
I
MQ
-~
+
o

)
Il
—
-
Il

I

<
Il
—

.
Il
-

Il

I
NE
—~

<
I
—

M“~ H

S
Il
—

<.

<
+

—
.

[\]

+ [\
—_
N~—

-~
=0
-
.
N——————

_l’_
.
()
v

Et :

+ ol w
+
<
4=
<.
N————
N | —

X
\

|
DO O
.
4=
.
(o}
S S~ —

Z 1 + j est symétrique.

0<i<j<n

D+2S5 = Z zy-szz—i— Z 1] + Z

1<i,j<n 1<i<j<n 1<]<7,<n

1 (n*(n+1)? nn+1)2n+1)
—( I
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Donc :
> ij=D+S
1<i<j<n
_n(n+1)(2n+1) N 1(n*(n+1)?* nnr+1)@2n+1)
N 6 2 4 6
(c) :
Z max(i,j):Zi—l— Z 7+ Z
1<ij<n i=1 1<i<j<n 1<j<i<n
Or :
Z j est symétrique.
1<i<j<n
Donc : . N
> max(i,j) =) i+2x Y
1<i,j<n i=1 1<i<j<n
Or:
n Jj—1
dooi=>>07
1<i<j<n j=1 i=1
——
=j(j—-1)
=> (7> =)
j=1
= 5P =>J
7j=1 7=1
_nn+1)(n+2) nn+1)
N 6 2
Donc :
1 1)(2 1 1
S max(i, j) — n(n+1) Lo (n(n+ )2n+1)  n(n+ ))
1<ig<n 2 6 2
_nn+1)2n+1) n(n+1)
N 3 2
(d) :

~
<
I

INgE

Ngh
~
<

H
IN
s
3y
IN
3
~
Il
_
<
Il
_

I
sz
Eﬁ:

@
Il
—
o S
Il
-

g
I

Il
S /]

3 —
N .
+
—_
N—
no
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12. Calculer, pour n,p € N, la somme :

_ (n+p+1)
(p+1)n!
13. Enoncé : En faisant un usage pertinent de la fonction f : x — (1 + x)?", démontrer
que :
")\’ 2n
VnEN,Z( ) :< )
o \k n
Soit z,n € R
fR—=R
z— (1+2)%n
On a
fla)=(1+2)" = (1+2)" x (1+a)"
A B
Prenons A :
A=(14+xz)™"
2n
— > (27,1)#
j=0 J

:(251)x0+(21")x1+(22"):p2+‘..+(2:)x”

On remarque que devant z”, il y auras le terme
2n
n
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Prenons B :

On remarque que devant le ™, il y a auras le terme

02)0)

En identifiant les coefficients devant 2", On a :
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