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Notions de logique

Ce qui suit a pour vocation d’introduire quelques concepts absolument fondamen-
taux sans lesquels faire des mathématiques serait bien difficile. Il n’est pas attendu
une compréhension fine des théories sous—jacentes.

1.~ Propositions

a) C’est quoi?

Définition 0.1. Une assertion est un énoncé, pouvant étre vrai ou faux, mettant
en relation des objets mathématiques.

> Exemple 0.1.
— "2 42 =12" est une assertion.
— "Toute suite convergente est bornée" également.

Convention. Une assertion est toujours vraie ou fausse, et jamais les deux a la
fois.

Définition 0.2. Faire des mathématiques, c’est énoncer (et démontrer!) des asser-
tions vraies, appelées propositions.

Définition 0.3. Un peu de vocabulaire, en vrac.
— Un théoréme est une proposition importante.
— Un lemme est une proposition qui sert (dans le cadre ou elle est énoncée)
principalement & démontrer une autre proposition.
— Un corollaire est une proposition qui découle immédiatement d’une autre
proposition.
— Un axiome est une assertion que I'on décide vraie.

Définition 0.4. On appelle prédicat d’une variable x toute assertion P(z) dépen-
dant de celle—ci.
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b) Assertions équivalentes

Définition 0.5. Soient P et () deux assertions. On dira que P et () sont équivalentes
si elles ont exactement les mémes valeurs de vérité, c’est a dire si elles sont toutes
deux vraies ou toutes deux fausses.

Notation. P < Q)

> Exemple 0.2.
— (1 =0) < 2 est impair.
— Sin est un entier, (n est pair) < (n+ 1 est impair ).

2.7 Connecteurs logiques

Les connecteurs jouent un role fondamental en logique puisqu’ils permettent de
créer de nouvelles assertions a partir de assertions existantes (sans eux, les mathé-
matiques seraient relativement bornées...).

a) Le connecteur "ET"

Définition 0.6. Soient P et () deux assertions. On définit I'assertion "P et Q"
comme étant vraie si et seulement si P et () sont toutes deux vraies.

Notation. P A Q

i Exemple 0.3.
— (1+1=2)A (241 = 3) est vraie.
— (1+1=0)A (241 = 3) est fausse.

Proposition 0.1. Soient P, () et R des assertions. Alors :

(i) PA P < P |idempotence];
(i) PAQ < QA P [commutativité];
(i) PA(QAR) < (PAQ) AR |associativité].

& Remarque 0.1. Le troisiéme point de cette assertion donne un sens a la notation
P A QA R qui désigne arbitrairement P A (Q A R) ou (P A Q) A R.

b) Le connecteur "OU"

Définition 0.7. Soient P et () deux assertions. On définit 1'assertion "P ou Q"
comme étant vraie si et seulement si P est vraie et/ou @ est vraie.

cpge.webgirand.eu 10
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Notation. PV Q.

& Remarque 0.2. On parle aussi de "OU inclusif", par opposition au "OU exclu-
sif".

# Exemple 0.4. (1+1=0)V (1+1=2) est vraie.

Proposition 0.2. Soient P, ) et R des assertions. Alors on a :
(i) PVP& P,
(ii)) PVQ & QV P;
(iii) PV(QVR)<= (PVQ)VR;
)
)

PV(QAR)< (PVQ)A(PV R) [distributivité] ;

(iv

(v) PAN(QVR)< (PAQ)V (P A R) [distributivité].

& Remarque 0.3. Le troisiéme point de cette assertion donne un sens a la notation
PV QV R qui désigne arbitrairement PV (Q V R) ou (P V Q) V R.

c) Le connecteur "NON"

Définition 0.8. Soit P une assertion. On définit 'assertion "Non P" comme étant
vraie si et seulement si P est fausse.

Notation. P

Proposition 0.3. Soit P une assertion. Alors :
(i) P P;

(ii) (P A P) est vraie [non—contradiction] ;

(iii) PV P est vraie [tiers exclus].

Le théoréme suivant est du & Augustus de Morgan (1806—1871), mathématicien et
logicien britannique.

Théoréme 0.4 (De Morgan).

Soient P et () deux assertions. Alors :

(i) PVvQ=PAQ
(i) PANQ=PVQ

#1 Exercice .1. Soient P et Q deux assertions. On définit I'assertion PRQ = (PAQ)V(PAQ)
(ce nouveau connecteur est appelé "OU exclusif"). Dresser la table de vérité de ®.

cpge.webgirand.eu 11
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d) Le connecteur "IMPLIQUE"

Définition 0.9. Soient P et () deux assertions. On définit ’assertion " P implique
Q" comme étant fausse si et seulement si P est vraie alors que () est fausse.

Notation. P = @
% Remarque 0.4. On notera que "faux" implique tout ce que 'on veut...
q q pliq q

% Exemple 0.5.
— (1 =0) = (J’ai mangé une pomme hier a 21h)
— (3 est pair) = (2 est pair)
— Si f est une fonction de R dans R, (f est dérivable) = (f est continue)

Proposition 0.5. Soient P, () et R des assertions. Alors on a :

i) (P=Q)N(Q= R)) = (P = R) |Transitivité|

(i) (Pe=Q) & (P=Q)ANQ@=P)
(i) (P= Q)< PVQ
(iv) (PVQ) & (P=Q)
(v) (P=Q)& PAQ
(vi) (P = Q) < (Q = P) [Contraposée]

) (P= (QAQ))= P |Démonstration par I'absurde]

(vii

3.7 Méthodes de démonstration

Enoncer des assertions, c’est bien. Les démontrer c’est mieux. Les démontrer
proprement, c’est encore mieux! Voici une sélection de quelques-unes des méthodes
les plus usitées dans tous les domaines des mathématiques...

a) Comment démontrer que P = Q7

Cette méthode de démonstration est absolument primordiale. On voit trop sou-
vent des rédactions du genre "P = R = S = @ = ok"... La premiére régle a
respecter lorsque l'on veut démontrer une implication est de ne pas utiliser le
symbole "="1! En effet, comme 1’on vient de le voir, celui-ci est un connecteur

logique qui n’a absolument rien & voir avec le mot "donc". Pour montrer
que P = @, le mieux est de suivre la méthode suivante :

1. Supposer que P est vraie.
2. Démontrer qu’alors () est vraie.

Cette approche est en régle générale la seule valable...

Exemple "idiot" :
On veut démontrer "(2 + 3 = 6) = (16 est un carré parfait)".

1. Supposons que 243 = 6.

cpge.webgirand.eu 12
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2. 16 = 4 x 4 donc 16 est un carré parfait. D’ou le résultat.

Cet exemple n’a aucun intérét mathématique étant donné que 'on a pas fait usage
de I'hypotheése (qui par ailleurs a la facheuse propriété d’étre fausse...) ! Lorsque 'on
arrive & démontrer que P = () sans avoir utilisé la véracité de P, c’est que 'on a
fort vraisemblablement commis une erreur...

b) Comment démontrer que P < Q7

Pour démontrer une équivalence, il faut et il suffit de montrer deux implications.
Alinsi, on procéde en 2 temps :

1. On montre que P = Q.
2. On montre que @Q = P.

Ce type de rédaction a I'immense avantage d’étre bien moins "casse-gueule" que les
suites (plus ou moins logiques, hélas...) de symboles " < "...

c) Comment démontrer que PV Q7

Sur le papier, ce genre de choses est excessivement simple. En pratique, il donne
lieu & des raisonnements souvent assez brouillons. La meilleure méthode pour dé-
montrer ce genre d’assertion est de procéder de la facon suivante : comme on a vu
que (PV Q) < (P = Q) , démontrer une assertion du type "soit P, soit Q" peut
se faire en suivant ce plan :

1. Supposer que P est fausse.

2. Montrer qu’alors () est vraie.
%1 Exercice .2. Soit z € [0, 1] démontrer que :

(x=0)V((z>0)A(z<1)).

d) Comment démontrer que PAQ ?

Lorsque 'on doit démontrer "P et Q", le mieux reste encore... de démontrer P
et de démontrer () ! Attention cependant & bien séparer les deux démonstrations, il
ne s’agit pas de montrer P = (...

e) Contraposée

Comme (P = Q) < (Q = P) , il est possible de démontrer P = Q en démon-

trant Q = P.
#1y Exercice .3. Démontrer que si a est un nombre réel tel que
Ve >0, J|a|<e

alors a est nécessairement nul.

cpge.webgirand.eu 13



MPSI Corot TABLE DES MATIERES

f) Démonstration par ’absurde

On a vu que (P = (Q A Q)) = P. Ainsi, si on suppose "Non P" et que 'on
aboutit & une contradiction, alors P est vraie. Il est recommandé de ne pas abuser
de cette méthode.

#1 Exercice .4. Démontrer qu'un nombre entier ne peut étre a la fois pair et
impair.

g) Démonstration par analyse—synthése

Lorsque l'on se retrouve face a une question ouverte, il peut étre intéressant de
supposer trouvée une solution au probléme pour en déduire des conditions nécessaires
dessus (I'analyse), avant de vérifier qu’elles sont suffisantes (la synthése).

La partie analyse assure 1'unicité du ou des objets étudiés, la synthése en dé-
montre (ou pas, auquel cas on peut basculer sur une démonstration par ’absurde a
peu de frais) l'existence.

#1 Exercice .5. Soit f : R — R une fonction. Démontrer qu’il existe une unique
écriture de f comme somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

cpge.webgirand.eu 14



Chapitre 1

Ensembles

1.~ C’est quoi?

a) Ensembles, quantificateurs

Définition I.1. On appelle ensemble toute collection (non ordonnée) d’objets
distincts, appelés éléments.

Notation. a € E signifie que I'objet a est un élément de I’ensemble E.

La question qui va nous occuper dans un premier temps est la suivante : com-
ment décrire un ensemble ? De prime abord, deux choix s’offrent & nous.

1. Lister les éléments de ’ensemble.
E={& V,4}.
2. Caractériser ’ensemble par une propriété.

E={zxzeR |x>0}.

cas de base prédicat
3. Comme image d’une application.
E={s*+1|zec]0,1]}.

Vocabulaire. Un ensemble ne contenant qu'un seul élément est appelé singleton.

¢ Quantificateurs

Définition 1.2. On définit les deux quantificateurs suivants :
1. le quantificateur universel, noté "V"
2. le quantificateur existentiel, noté "3"

On appelle phrase (ou expression) quantifiée toute propriété faisant intervenir des
quantificateurs.

15
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Signification des quantificateurs :
Soit P une assertion portant sur les éléments d’un ensemble E. On définit alors de
nouvelles assertions :

1. Vz € E, P(x), qui signifie que tous les éléments de E vérifient la propriété P.

2. Jdz € E, P(x), qui signifie qu’il existe un élément de E qui vérifie la propriété
P.

De plus, si un unique élément de E vérifie P, on note : 3z € E, P(x).

> Fxemple I.1.
F={neN|3peN, n=2p}

décrit I'ensemble des entiers naturels pairs.

o Echange de quantificateurs

Soit P une propriété dépendant de deux paramétres x € E et y € F. Alors les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. 3z € E,Jy € F, P(z,y)

2. JyeF,dx €K, P(x,y)
Il est ainsi possible au sein d’une phrase quantifiée d’intervertir deux quantificateurs
existentiels sans en changer le sens. De la méme fagon, sont équivalents :

1. Vx € E,Vy € F, P(z,vy)

2. Vy e F.Vx € E, P(z,y)

® Exemple I.2. Pour z,y € Z, on définit P(z,y) = z|y.

En revanche, il est impossible d’échanger la place d’'un quantificateur universel
et d’'un quantificateur existentiel, comme nous le verrons ci-aprés. Les deux équi-
valences ci dessus donnent un sens aux notations "J(z,y) € E x F, P(z,y)" et
"W(z,y) € ExF, P(x,y)".

¢ Dépendances

Le probléme des dépendances dans les phrases quantifiées est trés important en
mathématiques. Par exemple, considérons les deux assertions suivantes, portant sur
une fonction f: R — R :

(1) Ve eR, JyeR,, y=a?;
(2) eR,, VreR, y=a2a°

Ces deux assertions ne sont absolument pas équivalentes! Pourtant, la seule
différence entre ces deux assertions est la place occupée par le "Vax € R"...

Le noeud du probléme réside dans les dépendances. Dans l'assertion (1), le réel
y dépend de z : en effet, ce que signifie cette phrase quantifiée, c’est que si on fixe
x dans R, alors on va pouvoir trouver un y tel que la propriété soit vérifiée. Tandis
que (2) nous indique que l'on va pouvoir trouver y tel que la propriété soit vraie
pour tous .

cpge.webgirand.eu 16
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Conséquence :

Lorsque 'on manipule des phrases quantifiées, il faut apporter une attention toute
particuliere aux dépendances des paramétres entre eux afin d’éviter de monumen-
tales erreurs d’interprétation. Une régle efficace en pratique est la suivante : les "3"
dépendent des "V" qui les précédent. Par exemple, dans 3z, V¢, dq, P(z,t,q) le pa-
ramétre ¢ dépend de t alors que z et t ne dépendent d’aucun des autres paramétres
(et ne sont pas dépendant entre eux).

¢ Difficultés

Cette définition naive n’est pas sans risques. L’une des complications rencon-
trées, appelée paradoxe de Russel, peut s’énoncer de la facon suivante : soit
& = {F ensemble | F ¢ E}; at-on & € &7 Peu importe que 1'on suppose que ce
soit vrai ou faux, on arrive a une contradiction.

Pour éviter ce type de difficulté, on prendra toujours gare a définir nos ensembles
a partir d'un cas de base précis, clair et sans ambiguité.

b) Concepts élémentaires de théorie des ensembles
o Egalité
Axiome A. Deux ensembles sont égaux si et seulement si ils ont les mémes éléments.
® Exemple I.3.

T {07 172} = {2707 1} )

Par conséquent, la seule méthode valable pour démontrer que deux ensembles
A et B sont égaux est la suivante :

— se donner z € A et démontrer que x € B;;
— réciproquement, se donner x € B et montrer que x € A.

¢ Inclusion

Définition I.3. On dit qu’'un ensemble A est inclus dans un ensemble B si
Ve A ze€B.

Notation. A C B
¥ ATTENTION : ne pas confondre inclusion et appartenance : 1 € R, {1} C R.

Proposition 1.1. Soient A, B, C' des ensembles. Alors :

(i) A C A [reflexivité];
(ii) (AC B)A(B C A) & (A = B) |antisymétrie] ;
(ili) (AC B)A (B C ()= (A CC) [transitivité].

Démonstration. Immeédiat. O

& Remarque I.1. Le point (ii) nous indique que pour démontrer une égalité d’en-
sembles, il faut démontrer deux inclusions. A retenir.
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o Zoologie des ensembles classiques

Axiome B. Il existe un ensemble ne contenant aucun élément, appelé ensemble
vide et noté (.

& Remarque L.2. Si P est un prédicat faux sur un ensemble E, alors {z € E | P(z)} = 0.
Par exemple, ) = {z € R|2? < 0}.

Profitons de ce paragraphe pour rappeler quelques définitions logiquement vues
dans une vie antérieure.

— N est I’ensemble des entiers naturels.

— Z est I’'ensemble des entiers relatifs, i.e

Z={a—"0bla,beN}.

— DD est ’ensemble des nombres décimaux, soit :
D:{ﬁl
107

— @ est 'ensemble des nombres rationnels, soit :

mGZ,nEN}.

Q:{g‘pGZ,QGN*}.

— R est I’ensemble des nombres réels.
— C est I'ensemble des nombres complexes, soit :

C={a+ib|a,beR}

ol i est tel que i? = —1.
Rappelons au passage que 'on a la chaine d’inclusions suivante :

NcZcDcQcRcC.

¢ Parties d’un ensemble

Axiome C. Soit E un ensemble. Alors il existe un unique ensemble, noté Z(FE),
tel que :
Ae P E)< ACE.

Cet ensemble est appelé ensembles des parties de F.

& Remarque 1.3.
— Il s’agit donc d'un ensemble d’ensembles . . .
— Quel que soit 'ensemble FE, on a toujours ) € Z(FE) et E € Z(E).

> Exemple 1.4.
— 2(0) ={0,{0}}.
— P({a,b,c}) ={0,{a}, {b}. {c},{a, b}, {a,c} {b,c} . {a,b,c}} .

& Remarque 1.4. La construction "moderne" de I’ensemble N des entiers naturels
s’obtient via les "ensembles parties itérés" de 'ensemble vide, i.e les Z2(Z(...... Z(0))).
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2.7 Opérations sur les ensembles

a) Réunion

Définition I1.4. Soient A, B deux sous—ensembles d’un ensemble E'; on appelle
réunion de A et B ’ensemble

{reE|(xeA)V(reB)}.

Notation. AU B
" Exemple I.5. {1,2}U{2,7} = {1,2,7}.
& Remarque 1.5. De facon plus générale, si (A;);c; est une famille d’ensembles

indexée par un ensemble I, ce qui signifie qu’a chaque élément ¢ de I on associe un
unique sous—ensemble A; d’un ensemble F, on pose :

JAi={zcE|Tiel, zecA}.

iel
Il s’agit du plus petit sous—ensemble de E contenant tous les A;. Notons que I peut
tout a fait étre infini; on peut par exemple montrer assez aisément (démontrer deux

inclusions) que
1
U {0,1—-[:[0,1[.
n
neN*

Notation. Si I = {1,...,n}, on notera |J A; la réunion (J 4;.
i=1 i€l

Proposition 1.2. Soient A, B, C, D quatre ensembles. Alors :
(i) AUB = BU A [commutativité];
(ii) (AUB)UC = AU (BUC) [associativité] ;
(i) AUD = A [0 est neutre];
(iv) AU A = A [idempotence] ;
(v) (AUB=A)< (BCA);
(vi) (ACB)A(CCc D)= (AUuC C BUD).

Démonstration. Immédiat en utilisant les propriétés du connecteur V. Un dessin
peut étre utile pour (v) et (vi). O

b) Intersection

Définition 1.5. Soient A, B deux sous—ensembles d’un ensemble E'; on appelle
instersection de A et B I’ensemble

{reE|(xeA)N(zeB)}.
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Notation. AN B

i Exemple I.6.
— {172} N {277} = {2};
— {1,3}n{2,7} =0.

Vocabulaire. Deux ensembles A, B tels que A N B = () sont dits disjoints.

& Remarque 1.6. De facon plus générale, si (A;);e; est une famille de sous—
ensembles d'un ensemble £ indexée par un ensemble 7, on pose :

(NAi={zc€E|Viel xeA}.
el

Il s’agit du plus grand sous—ensemble de E' contenu dans tous les A;. Notons que [
peut tout a fait étre infini; on peut par exemple montrer assez aisément (démontrer

N [0,1+H =10,1] .

neN*

deux inclusions) que

Proposition 1.3. Soient A, B, C, D quatre ensembles. Alors :
(i) AN B = BNA [commutativité];
(ii) (ANB)NC = AN (BNC) |associativité] ;
(i) AND =0 [0 est absorbant];
(iv) AN A= A [idempotence];
)
)

(v) (ANB=A)& (AC B);
(vi) (ACB)A(CC D)= (ANnC cC BND).

Démonstration. Immédiat en utilisant les propriétés du connecteur A. Un dessin
peut une fois encore étre utile pour (v) et (vi). O

Proposition 1.4. Soient A, B, C' trois ensembles. Alors :
(i) AN(BUC)=(ANnB)U(ANC);
(ii) AU(BNC)=(AuB)N(AUC).

Démonstration. Faisons le premier :

e A)AN(xe BUC)

€EB)V(re))

€B))V((xeA)A(xeC)) par distributivité
(xe ANC)

(ANC).
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c) Différence, complémentaire

Définition I1.6. Soient A, B deux parties d'un ensemble E. On appelle :
— différence de A et B l'ensemble A\ B = {z € A|z ¢& B};
— complémentaire de A l'ensemble A = {x € E|x ¢ A}.

Notation. Le complémentaire de A pourra aussi étre noté A°.

& Remarque 1.7. Si A est une partie de £ on a :

— A=FE\ A,
— A\ A=0;
— A\D= A

" Exemple 1.7. {1,2,3}\ {1,4,5} = {2,3}.

Nous disposons d’'une version ensembliste des lois de de Morgan via la proposition
suivante.

Proposition 1.5. Soient A, B, C' trois parties d’'un ensemble E. Alors :
(i) AN(BUC) = (A\B)N(A\C);
(ii) A\ (BNC)=(A\B)U(A\CO)

Démonstration. Utiliser les lois de de Morgan logique en traduisant ’appartenance
aux ensembles étudiants en termes de connecteurs. O
o Négation de phrases quantifiées

Pour exprimer proprement le complémentaire d’un ensemble, il est excessivement
utile de savoir nier une phrase quantifiée. Nous donnons ici les régles a suivre.

Proposition 1.6. Soit P un prédicat dépendant d’un parameétre x. Alors :
1. (Vz, P(z)) < (Jz, P(x))
2. (Jz, P(x)) < (Vz, P(z))

> Exemple I.8.

Ve>0, VeeR, 30>0, VyeR, (lz—yl <) =(f(z)—fly)l<Le)
&3>0, VeeR, >0 WeR, (z—y[<d)=(f(z)—fy)l<e)
& de >0, dreR, >0, YyeR, (lx—y|l<d)=(f(zx)— fly)|<Le)

o3>0, IreR, Vi>0, FyeR (z—y <d)A(f()—Ff)>e)

d) Produit cartésien

Définition 1.7. On appelle couple toute paire ordonnée d’objets. On dira que deux
couples (a,b) et (c,d) sont égaux si et seulement si (a = ¢) A (b= d).
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W Exemple 1.9. (#,5) # (h, #).

Définition I.8. Soient A, B deux ensembles. On appelle produit cartésien de A
et B l'ensemble

{(a,b)|a € A, be B} .

Notation. A x B

> Exemple 1.10. Vous connaissez sans doute déja R2. Notons que lon peut
généraliser : R3 est par exemple le produit cartésien (associatif!) de R? par R.

3.7 Ensemble des entiers naturels, récurrence(s)

L’ensemble N des entiers naturels est un ensemble infini, muni d’une addition
et d'une multiplication. Il s’agit de lois de composition internes : la somme et le
produit de deux entiers naturels restent des entiers naturels. On peut également le
munir de deux relations d’ordre (c¢f. chapitre V), a savoir :
— l'ordre naturel : on notera a < b (pour a,b € N)si dc € N, b=a+c; c est
alors noté b — a (la soustraction n’est pas une opération admissible sur N).
Il s’agit d’un ordre total : si a,b € N alors (a < b)V (b < a);

— la divisibilité : on notera alb ("a divise b") si 3¢ € N, b = ac; ¢ est alors
noté, lorsque a # 0, g Il ne s’agit pas d'un ordre total : 2 f3 et 3 /2.

Notation. Dans toute la suite, pour n < m, on posera [n,m] = {n,n+1,...,m}.

a) Principe de récurrence

Axiome D. Toute partie non vide de N posséde un plus petit élément (minimum).

Vocabulaire. Pour une partie A de N on appellera plus petit élément (resp. plus
grand élément) ou minimum (resp. maximum) tout élément n vérifiant :

Vae A, a>mn (resp.a<n).

Cet axiome, bien qu’utile en lui-méme comme nous le verons par la suite, nous
ameéne la conséquence suivante, moins "évidente".

Proposition 1.7. Toute partie de N non vide et majorée admet un plus grand
¢lément (maximum).

& Remarque 1.8.

— Une partie A de N est dite majorée (resp. minorée) si M € N tel que
Ve € N, < M (resp. © > M). Nous reviendrons sur cette notion dans le
chapitre V.

— Remarquons que toute partie non vide de N est minorée.
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Démonstration. Soit A C N non vide et majorée. Posons :
B={reN|Vae A, a <z}

I’ensemble des majorants de A. Alors :
— B # () car A est majorée;
— B CN.

Ainsi, d’aprés Paxiome D, il existe b € B tel que Vo € B, b < = (b = min B).

Remarquons de plus que b majore A par construction.

Cas 1:b=0. Alors A = {0} car A est majorée par 0. La démonstration est ter-
minée.

Cas 2:b#0. Alors b—1 € N et, comme b = min B, ne majore pas A. Ainsi, il
existe a € A tel que a > b — 1; ce qui signifie que b — 1 < a < b. La seule
possibilité est alors que a = b; b est alors un majorant de A appartenant a
I’ensemble : b = max A.

]

Nous pouvons désormais énoncer le principe de succession, propriété fonda-
mentale de I’ensemble des entiers naturels.

Proposition 1.8. Soit A C N telle que :
— 0€e A;
— VneN, (neA)=(n+1eA).
Alors A = N.

Démonstration. Supposons A # N, i.e il existe n € N\ A. Posons B = N\ A4; alors :

— B#0;

— B CN.
De fait, par axiome D, il existe ng = min B. Par définition, ng — 1 € A et donc
ng=(np— 1)+ 1€ A, ce qui est absurde. O

Corollaire 1.8.a (Principe de récurrence).

Soit & un prédicat dépendant d’une variable n € N tel que :
— Z(0) est vraie [initialisation];
— VneN, Z(n) = Z(n+1) [hérédité].

Alors Vn € N, Z(n) est vraie.

Démonstration. Appliquer la proposition précédente a ’ensemble A = {n € N| #(n)}.
O

¥ Remarque 1.9.

— Si ng > 0 est entier naturel que Z(ng) est vérifiée, alors I’hérédité entraine
que Yn > ng, & (n) est vraie. Ceci permet de faire des démonstrations par
récurrence initialisées a n = 1, 2,3 ou 42.

— Toute rédaction de récurrence doit faire apparaitre clairement initialisation
et hérédité.
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— Il est absolument proscrit de faire débuter une hérédité par "Supposons la
propriété vraie pour tout n" ...

#y Exercice I.1. Soit n > 2; démontrer que 10 divise 22" — 6.

w Correction : Par récurrence . ..
— Pourn =2, 2% —6 = 10.
— Si la propriété est vraie au rang n, on remarque que 22" _ 6 = (22n)2 — 6.
Or, par hypothése de récurrence, il existe ¢ € N tel que 2°" = 10c + 6. En
réinjectant, on tombe sur

22" — 6= (10c+6)* -6
= 100¢* 4 120c 4 36 — 6
= 10(10¢* + 12¢ + 3)

d’ou le résultat.

b) Reécurrence double

Proposition 1.9. Soit & un prédicat dépendant d’une variable n € N tel que :
— Z(0) et Z(1) sont vraies [initialisation double];
— VneN, (Z(n)ANZ(n+1)) = P(n+2) |hérédité a deux rangs].
Alors Vn € N, Z(n) est vraie.

#1 Exercice 1.2. On définit la suite de Fibonacci (Leonardo, 1175—1250) (F,),
de la fagon suivante :

Fo = 0, F1 = et Vn Z 0, Fn+2 = Fn + Fn+1 .

On note ¢ et ¢ les racines du polynéme X? — X — 1. Démontrer que :

Vn >0, Fn:qbn_%n
¢—¢

w Correction : L’initialisation double est immédiate. Si on suppose la propriété
vraies aux rangs n et n+ 1 pour un certain n > 0 alors

Fn+2:Fn+Fn+1

n_ 1" n+1 _ gt
= ¢¢ - ;; + ¢ J;; - g par hypothese de récurrence
),

1l nous suffit pour conclure de remarquer que

O = 614 9) = 9" = ¢

et que lon a un résultat analogue pour ¢.
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c) Reécurrence forte

Proposition 1.10. Soit & un prédicat dépendant d’une variable n € N tel que :
— Z2(0) est vraie [initialisation] ;
— Vn e N, (Vk € [0,n], Z(k)) = Z(n+ 1) [hérédité forte].

Alors Vn € N, Z(n) est vraie.

Démonstration. Appliquer le principe de récurrence au prédicat 2(n) : Vk < n, Z(n).
[

> Exemple I1.11. Démontrons par récurrence forte sur n € N que :
Vn € N\ {0,1}, £(n) : n admet un diviseur premier.

— n = 2 est divisible par 2, qui est premier.

— Soit n € N; supposons que Z(k) soit vérifiee pour tout k € [2,n]. Sin+1
est premier, c’est terminé; dans le cas contraire, il existe a,b € [2,n] tels
que n + 1 = ab. Or, par hypothése de récurrence, a (par exemple) admet un
diviseur premier, d’ou le résultat.

#1 Exercice 1.3. Démontrer que :

Vne N, J(p,q) €N} n=2°(2¢+1).
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Chapitre 11

Rappels et compléments calculatoires

1.7 Fonctions d’une variable réelle

a) C’est quoi?

Soit X un ensemble (pour le moment, un intervalle ou une réunion d’intervalles
style [0,1], [0,12] ou R*). On appelle fonction de X a valeurs dans R tout "méca-
nisme" f : X — R affectant a tout point x € X une valeur numérique f(z) € R.

® Exemple II.1. Vous en avez vu des centaines en terminale (j'espére) :  +— 22,
sin, exp et j'en passe ...

Notation. Nous utiliserons la convention suivante pour définir une fonction :
f: X—=R
z = f(x)

ou, lorsque X est clair, f : x — f(x). Dans tous les cas, nous n’écrirons PAS
d’horreurs du style "la fonction f(x) = ..." J'aime a croire que nous sommes des
gens civilisés.

Définition I1.1. L’ensemble X maximal des valeurs de x pour lesquelles I'expression
f(z) a un sens est appelé ensemble de définition de la fonction f.

# Exemple I1.2. L’ensemble de définition de z — /& — 1 est [1, +o0].

Définition II.2. Etant donné deux fonctions f, g : X — R nous pouvons définir :
— leur somme f+g¢g:x+— f(x)+ g(x) sur X ;
— leur produit f x g:x+— f(x)g(z) sur X ;
— leur quotient § DX % sur ’ensemble des = € X tels que g(x) # 0.

De plus, si les valeurs d’une fonction g sont comprises dans I’ensemble de définition

d’une fonction f, on peut définir la composée de f par g via :

fog:xm flg(z)).

Nous aurons l'occasion de revenir en détails sur cette notion ultérieurement.
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> Fxemple I1.3. La fonction composée de f : z — /x et g : © — 2% est
fog:xw— Va2 = |z|, définie sur R (pourquoi?).

& Remarque II.1. Si a € R, il est relativement aisé, connaissant la courbe d’une
fonction f, d’en déduire 'allure de z — f(z+a) ouz — f(az) lorsque ces composées
ont un sens.

Définition I1.3. Soient f,g deux fonctions définies sur un ensemble X. On dira
que f est inférieure ou égale a g si, pour tout = € X, f(x) < g(z).

Notation. f < g

& Remarque I1.2.
— On définit de la méme fagon les relations >, <, > et = sur les fonctions.
— Attention : il s’agit d’ordres partiels. Comparer par exemple z — x et
T — —.
— Graphiquement, f < g si la courbe représentative de f est toujours au
dessus de celle de g.

¢ Fonctions bornées

Définition II.4. Soit f : X — R une fonction. On dit que f est :
— majorée si il existe un réel M tel que pour tout z € X ; f(x) <
— minorée si il existe un réel m tel que pour tout z € X ; f(z) >
— bornée si elle est majorée et minorée.

M
m;

& Remarque I1.3. Une fonction f est bornée si et seulement si la fonction If| = |f(x)]
est majorée.

W Exemple I1.4. La fonction x ~— 22 est bornée sur [0, 1] mais pas sur R. La
fonction  — 1 est bornée sur [1, ool.

¢ Monotonie

Définition I1.5. Soit f : X — R une fonction. On dit que f est :
— croissante (resp. strictement croissante) si pour tous z,y € X tels que z < y

alors f(x) < f(y) (vesp. f(x) < f(y));

— décroissante (resp. strictement décroissante) si pour tous x,y € X tels que
v <y alors f(z) > f(y) (vesp. f(z) > f(y));

— monotone si elle est croissante ou décroissante.

® Exemple I1.5. La fonction x — 2% — 17 est croissante sur R. Elle y est donc
monotone.

& Remarque 11.4.
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— La somme de deux fonctions croissantes est croissante. Par contre, on ne
peut rien dire de la différence d’une fonction croissante et d’'une fonction
décroissante . . .

— Soyez gentils, ne confondez pas monotone (croissant ou décroissant) et
constante (toujours égale a la méme valeur, donc de facto croissante et
décroissante).

Proposition II.1. La composée de deux fonctions monotones suit la "régle des
signes".

> Exemple I1.6. Monotonie des fonctions z +— e** (croissante) et z — e
(décroissante).

¢ Parité

Définition II.6. Soit [ un intervalle de R symétrique par rapport a 0. On dit
qu'une fonction f: I — R est :

— paire si, pour tout z € I, f(—x) = f(z);

— impaire si, pour tout = € I, f(—z) = —f(z).

> Exemple I1.7. Puissances paires et impaires, cosinus, sinus.

& Remarque I1.5. La parité apporte des informations intéressantes relatives aux
courbes représentatives : celle d’une fonction paire est symétrique par rapport a ’axe
des ordonnées, celle d'une fonction impaire par rapport a l'origine. Ceci permet de
réduire le domaine pertinent lors de ’étude d’une fonction.

¢ Extrema

Définition I1.7. Soit I un intervalle de R et soit f : I — R une fonction. Si a € I,
on dit que :
— f admet un maximum local en a si :

B>0,vsel, (z—al <6)= (/) < fla) ;
— f admet un minimum local en a si :

30 >0, Ve el, (lz—al<d)= (f(x)> fla)).
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& Remarque 11.6.
— Attention : caractére local de ces notions; le voir sur des exemples type
COS.
— Si la derniére inégalité de la définition est vraie sur I, on parle d’extremum
global. Jeter un oeil & z — sin(z)e™".

b) Dérivation

Ce paragraphe a vocation a n’étre qu'un assemblage de recettes de cuisine pour
débuter 'année. Tout ce qui suit sera démontré et mis en place proprement ulté-
rieurement. Demain, on rase gratis.

Si f : I — R est une fonction dérivable sur un intervalle I de R, on note f’ sa fonc-
tion dérivée. Si elle est dérivable plusieurs fois de suite, on notera f”, f& ... f®
ses dérivées sukccessives. On utilisera aussi quelques fois les notations de la physique,

df dkf

a savoir <L, <= On n’écrire PAS d’abominations du type (z*+1)" .. .Une dérivée

est une fonction, traitons la comme telle.

Proposition I1.2. Si f : I — R est dérivable en a € I, sa tangente a pour équation

y = fla)+(x—a)f(a).

¢ Opérations sur les dérivées

Logiquement, presque tout ceci est connu, mais il vaut mieux prévenir que guérir.

Proposition 11.3. Soient f, g deux fonctions dérivables sur un intervalle I de R et
A€ R. Alors :

(i) f+ Ag est dérivable sur I et (f + A\g) = f'+ \¢';
(ii) f x g est dérivable sur I et (f x g) =f' xg+ fx¢';

(iii) si g ne s’annule pas sur I, £ est dérivable sur T et

(i)': fla—1fg"
g 9

(iv) si g est a valeurs dans I, la composée f o g est dérivable sur ’ensemble de
dérivabilité de g et

(fog) =g xfog.

# Exemple I1.8. La formule (iv) permet de retrouver les formules de terminales
sur In(u)" (notation abominable et & proscrire désormais) et consorts.

¢ Monotonie et dérivées

Vous connaissez la musique en théorie : le signe de la dérivée est liée a la mo-
notonie selon le schéma vu en terminale. Notons au passage que la monotonie est
stricte lorsque f’ ne s’annule qu’en des points isolés.
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¢ Réciproques

Définition II.8. Soient I, J deux intervalles de R et soient f: [ — Jetg:J — 1
deux fonctions. On dit que f et g sont réciproques si, pour tout z € J fog(z) =z
et si, pour tout x € I, go f(x) = x.

Notation. g pourra alors étre noté f~! (et réciproquement, pun intended).

i Exemple I1.9.

— exp et In sont réciproques sur leurs ensembles de définition respectifs;
— idem pour z — % et /-

& Remarque I1.7. Graphiquement, la courbe représentative de la réciproque d’une
fonction s’obtient par symétrie relativement a la premiére bissectrice, i.e la droite
d’équation y = x.

Le théoréme qui suit est important, et sera démontré ultérieurement. Si vous
avez 'impression que nous prenons de mauvaises habitudes, vous avez raison.

Théoréme II.4 (Dérivée d’une réciproque ).
Soient I, J deux intervalles de R et soit f : I — J une fonction dérivable telle que
f' ne s’annule pas sur I. Alors :

(i) f admet une réciproque f~! dérivable sur J;

(i)

B 1
~ ol

(7

> Exemple I1.10. On peut retrouver la dérivée de 'exponentielle. Ne me remer-
ciez pas, c’est mon métier.

c) Logarithmes, exponentielles
¢ Le cas néperien

Point culture : le nom commun néperien vient de John Napier (francisé en Jean
Neper), qui fut théologien, physicien, astronome, mathématicien et écossais et vécu
de 1550 a 1617.

Définition II.9. On appelle logarithme néperien 'unique fonction, notée In,
définie sur R telle que :

(i) Vo >0, In'(z) = L;
(ii) In(1) = 0.

L’allure de la courbe représentative de cette fonction devrait vous étre bien connu,
mais réiterons la au cas ou :
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Proposition II.5.
(i) In est strictement croissante ;

(ii) In(x) —— oo et In(z) — —o0;
T—00 z—0

(iii) soient z,y € ]R* On a alors :
— In(ay) = In(x )+1H( );

fln() In(z) — In(y)

& Remarque II1.8. Les puissances non—entiéres seront étudiées en détail au cha-
pitre IV. En attendant, on se contentera de rappeler que si x > 0 on a \/x = z/2,

Ceux parmi vous qui suivent auront remarqué que la dérivée du logarithme né-
perien ne s’annule pas sur R ; le théoréme I1.4 entraine donc que cette fonction
admet une réciproque, dont la dérivée sera elle-méme.

Définition 11.10. La réciproque de la fonction In, est appelée exponentielle.

Notation. exp : R — R’
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o

Proposition II.6.
(i) exp est strictement croissante, a valeurs strictement positives ;

exp(x) — oo et exp(z) —— 0;
Tr—00 T—>—00

)
(iii) si on pose e = exp(1), alors In(e) = 1;
) soient z,y € R. On a alors :

— exp(z +y) = exp(z) exp(y) ;

— exp(z —y) = 22

— exp(ey) = exp(a)V.

(v) exp est dérivable et exp’ = exp.

& Remarque I1.9. La troisiéme formule du point (iv) justifie écriture "exp(x) = e*"

vue en terminale et que nous utiliserons désormais lorsque cela nous semblera per-
tinent.

¢ En base quelconque

Définition II.11. Soit a € R différent de 1. On appelle logarithme en base a
la fonction

log, : R} = R

In(z)
In(a)

> Exemple I1.11.
— Pour a = 10, on retrouve le logarithme décimal cher aux physiciens, souvent
noté log.
— Pour a = e, pas de surprise, on obtient le logarithme néperien.
— Pour a = 2, on tombe sur le logarithme binaire, prisé des informaticiens, et
parfois noté lg.
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Les courbes de ces fonctions partagent une allure commune, modulo quelques
différences d’inflexion. Plus la valeur de a est élevée, plus la courbe sera dominée &
I’'infini.

& Remarque I1.10. Les logarithmes sont tous multiples du logarithme néperien :
la proposition I1.5 reste donc valide.

> Exemple I11.12. Que dire ducas 0 < a < 17

& Remarque I1.11. La réciproque d’un logarithme en base quelconque sera étudiée
ultérieurement. Question sans rapport : que vaut log(10°)?

d) Croissances comparées

®Ce qui suit est absolument fondamental, et sera démontré ultérieurement.

Proposition I1.7. Soient a,b > 0; on a alors les limites suivantes :
(i)
(In(x))*

e T—00
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& Remarque I1.12. La valeur absolue dans le (ii) n’est pas optionnelle : si
In(x) < 0, on ne peut définir In(z)°.

#1 Exercice I1.1. Soit x €] — 1, +-00[; démontrer que exp(z) > 1 + . En déduire
que In(1 +2z) < z.

2.7 Sommes, produits

L’objet de ce paragraphe est de présenter au lecteur quelques rudiments de calculs
algébriques qui seront utilisés tout au long de ’année. Plusieurs notions apparaissant
ici feront 'objet d’approfondissement ultérieurs.

a) Convention, notations

Fixons nous une famille de nombres réels (ou complexes) ag, . .. a,. On notera :

n
E ar = Qg+ ...+ Qyp .
k=0

& Remarque I1.13. On rencontre parfois aussi la notation > ay.
0<k<n

Toutes les propriétés attendues pour une somme restent valables sous cette no-
tation ; en particulier la "relation de Chasles"

n m n
dom=) at ),
k=0 k=0 k=m+1

est vérifie pour tout m € [0,n — 1] et exprime le fait que
ag+ ...+t am+amr+...ta, =@+ ... +apn)F (@G +...Fay) .

De la méme fagon, si A est un nombre réel (ou complexe), on a naturellement :

Légérement plus technique, nous pouvons faire des changements d’indice, comme :

n+1

n
E ar = E Ap—1 -
k=0 k=1

> Exemple 11.13.

& Remarque 11.14.
— Lorsque I est un ensemble quelconque et que (a;);c; est une famille de
nombres réels (ou complexes) vérifiant que seul un nombre fini des a; sont non
nuls (on parle de famille presque nulle), on généralise la notation supra en

notant Y a; la somme (finie) des termes non nuls de la famille.
i€l
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— Par convention, on a > x = 0.
z€0

De la méme maniére, nous définissons la notation "produit" :

n
Hak:aox...xa
k=0

Notons que si A € C, on a

Notons que le produit d’une famille infinie presque nulle sera... nul et que, par

convention, on pose [[ x = 1. Il est possible d’effectuer des changements d’indice
zed
sur les produits de fagon similaire & ce qui a été vu pour les sommes.

b) Exemples fondamentaux

Proposition I1.8. Soit n € N. Alors :
(i)
1

zn:k:Q _n(n+1)2n+1) .

Démonstration. Faisons le (i), i.e démontrons par récurrence sur n € N que :
VneN, P(n Z k= est vraie.

— Z(0) est trivialement vérifiée.
— Supposons Z(n) vérifiée pour un certain n € N. Alors :

n+1 n
dk=n+1+) k
k=0 k=0
1
=n+1+ n(nT—i—) par hypothése de récurrence
2(n+1)+n(n+1)
B 2
~(n+1)(n+2)
B 2

d'oun Z(n+1).
La propriété était initialisée et héréditaire, elle est vérifée sur N. Le point (ii) se
traite de fagon similaire. O
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#1 Exercice I1.2. Démontrer quesin>0ona:

Zn:kg ~ nf(n+1)?
P 4

Proposition I1.9. Soit = € C et soit n € N. Alors :

n+1 six=1

n

5 2k = 1 — gt _
——— sinon.

k=0

l1—2z

Démonstration. Le cas © = 1 est trivial. Dans le cas contraire, démontrons par
récurrence sur n € N que :

n 1 — pntt
VneN, Pn): Zxk = T st vraie.

1—=x
k=0

— Z(0) est trivialement vérifiée.
— Supposons #(n) vérifiée pour un certain n € N. Alors :

n+1 n
S ook = ot 4 3t
k=0 k=0
1— $n+1
="t 4 4, P hypothése de récurrence
-
_ (1 _ $)$n+1 +1— mn—‘,—l
N 1—x
1 — SC"+2
 l-z
d'ou Z(n+1).
La propriété était initialisée et héréditaire, elle est vérifée sur N. ]

Proposition I1.10. Soient a,b € C et n € N. Alors :

an+1 _ bn+1 _ (CL o b) Zak bnfk .
k=0
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Démonstration. 11 suffit de vérifier que :
(a —b) Z a"b"F = a Z a"b"F — b Z atbynr
k=0 k=0 k=0
_ Zak-i-lbn—k _ Zakbn+1—k
k=0 k=0

n+1 n
= E akpnti=k E a*b" 1% par changement d’indice

k=1 k=0
an—l—l o bn—l—l )

]

& Remarque I1.15. La démonstration supra peut étre vue comme un exemple de
somme télescopique, i.ec de somme dont les termes se compensent "deux a deux".
Ces derniéres sont, une fois leur structure repérée, aisées a calculer.

#1 Exercice I1.3. Déterminer la valeur de la somme 3

1
—— pour n € N*,
k)’

c) Binome de Newton

Définition I1.12. Soit n € N; on appelle factorielle de n 'entier n! défini par
récurrence de la fagon suivante :

— 0l =1;

—sin>1,nl=nx(n-1).

& Remarque 11.16. Il découle de la définition que

nl=nxn-1)x...x2x1x1=]]k.
k=1

m Exemple I1.14. 11 =1, 2! = 2, 3! = 6, 4] = 24, 5! = 120, 14! = 87178291200,
42! = 1.405006117752879898543142606244511569936384.10°! : la croissance est ra-
pide!

Définition I1.13. Soient n, k € N. On appelle coefficient du binéme "k parmi

n" la quantité :
0 sin<k
k] )| ———— sinon.
E\(

l(n —k)!

& Remarque I1.17. Cette quantité prendra tout son sens lorsque nous parlerons
de combinatoire dans le chapitre XVI. Pour le moment, nous pouvons admettre qu’il
s’agit du nombre de fagons de choisir £ éléments parmi n, sans ordre.
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Proposition I1.11. Soient k,n € N tels que £ < n. Alors :

(6)= ()= ()=
(1) = ()

n n _(n+1 . ..
(k) + <k L 1) = (k N 1) [identité de Pascal]

Démonstration. Immédiat en passant par la définition. O

& Remarque I1.18. Le point (iii)fait écho a une contruction probablement vue en
terminale : le triangle de Pascal (Blaise de son prénom, 1623—1662).

n\k|0|1]2]3
0O [1[0]0]0
1 1117010
2 |1]2(1]0
3 113131

Comme son nom ne l'indique pas, la formule qui suit apparait dés le X¢ siécle dans
des traités de mathématiciens arabes, indiens ou perses (Al-Karaji, Halayudha). Elle
fut également démontrée indépendamment par Yang Hui en Chine au XIII® siécle
Elle fut toutefois démontrée sous sa forme moderne et généralisée par Isaac Newton
en 1665.

Théoréme II.12 (Formule du bindéme de Newton).
Soient a,b € C et soit n > 0. Alors :

(a+b)" = i (Z) at b

k=0

¥ Remarque I1.19. L’addition étant commutative, les roles de a et b sont inter-
changeables. Mettre ceci en paralléle avec I’égalité (ii) de la proposition I1.11.

Démonstration. Devinez quoi. . .Une récurrence! Plus précisément, démontrons par
récurrence sur n € N que :

YneN, Pn): (a+b"= Z (Z) a® " * est vraie.

k=0

— Z(0) est trivialement vérifiée.
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— Supposons Z(n) vérifiée pour un certain n € N. Alors :

(a+b)"* = (a+b)(a+b)"

_ Z (Z) gkl pn—k + Z (Z) ok prktl
k=0 k=0

n+1 n
_ Z (k/i 1) aF prE L 4 Z (Z) ok pr—ktl
k=1 k=0

via le changement d’indice kK = &’ — 1 dans la premiére somme
n+1

_ Z (k ﬁ 1> aF R i (Z) ok pr—ktl
=1 k=0
_ n n+1 n n+1 - n n k in—k+1
(e @) (G0« (1)) o
(n+1
B k
. 1
_ gt Z <n+ > oF prk
k=1 k

n+1
-3 (n + 1) oF bkt
k

k=0

d'on Z(n+1).
La propriété était initialisée et héréditaire, elle est vérifiée sur N. O]

> FExemple II1.15. En appliquant cette formule, on obtient immédiatement les
deux (forts utiles) formules suivantes, pour n € N* :

i(Z):(Hl)”:z"

et

d) Sommes doubles

Fixons nous dans ce paragraphe deux familles ay, ..., a, et by, ..., b, de nombres
réels (ou complexes). On a alors, en développant :

(3m) (20) -5 ()

8 ATTENTION : On a bien ici une somme double rassemblant tous les produits
possibles des ay et b;. En AUCUN CAS ne faut—il prétendre que le produit de ces
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deux sommes est la somme des apby. Le lecteur non suicidaire prendra de fait soin
de ne pas utiliser le méme indice pour les deux sommes. . .

#1 Exercice I1.4. Calculer les sommes suivantes, pour n > 0 :
Sk @YYk
k=0 (=0 k=0 ¢=0

Notation. On pose :

non noJ
Z aibj :ZZaibj :ZZalb]

0<i<j<n i=0 j=i j=0 i=0
Une telle somme est dite triangulaire.

¥ ATTENTION : Dans le cas d'une somme double (ou plus, si affinités), il est
possible d’intervertir I'ordre des symboles Y . Cela n’est PAS possible pour une
somme triangulaire, car les bornes de la seconde somme dépendent de 'indice de la
premieére.

# Exercice IL.5. Calculer, pour n > 0, la somme > 3

1<i<j<n J

w Correction : On a :

I
<.
1\3‘—1—
—

n:(n +3)
—

& Remarque I1.20. Dans le cas ou les a; et b; coincident, on peut décomposer
une somme triangulaire de cette facgon :

n
E a;a; = E a?%— E a;a;
=1

1<i<j<n 1<i<j<n

————
=D =S

pour simplifier les calculs. En effet, avec ces notations, on a :
n n n 2
ZZ%C@z(Zai) :D+2S
i=1 j=1 i=1

# Exercice I1.6. Calculer . ij.

1<i<j<n
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Chapitre 111

Nombres réels

1.7 Le corps R des nombres réels

a) C’est quoi?
L’ensemble R des nombres réels est muni d’une addition, d’une multiplication et

d’une division (par des nombres non nuls). Un tel ensemble (en gros, c¢f. chapitre
VIII) est appelé un corps.

b) Sous—ensembles remarquables

Théoréme III.1.
Il existe deux parties de R, notées R, et R_, telles que :

A) R=R,;UR_;

B) R, NR_ = {0};

C) R, est stable par addition et multiplication ;
D) pour tout z € R, (x € R}) & (—z € R_).

(
(
(
(

Démonstration. Nous ne disposons pas, hélas, de 1'outillage technique requis pour
aborder cette démonstration. Ce résultat sera donc admis. ]

& Remarque III.1.
— Sion pose R} =Ry \{0}, alors R est égal & la réunion disjointe R¥ {0} LUR* .
— R_ est stable par addition ; en effet, sixz, y € R_ alors x+y = —((—z) + (—y)) € R_.
—_————

€R,
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Corollaire III.1.a. Soient z,y € R. Alors :

(i) reR)A(yeR) = (zy €eR_);

Démonstration.
(i) Siz € Ry et y € R_ alors 2y = —2(—y) € R_.
R
ER+

(i) Siz,y € R_ alors —z, —y € R, et donc zy = (—x)(—y) € R,.
(iii) Cela découle du (ii) et du (C) du théoréme.
)
)

(iv) 1=1€ R, donc —1 € R_.
1 1
(v) Soit x € R ; alors si — € R_ nous aurions 1 =z x — € R_, ce qui contedit le
x x
point (iv).
m

c) Ordre naturel sur R

Définition III.1. Soient z,y € R. On note :
—rz<ysiy—x Ry,
— o <ysiy—zeRi.

> Exemple II1.1. 3 < 7.

Proposition III.2. Soient x,y, z € R. Alors :

() @<y Aly<z)=(@=y);
(i) (z <y Ay <2) = (< 2);
(iii) (z<y)V(y <)

Démonstration.

(i) Si (z <y)A(y <x),alorsz —y € Ry et, comme —(z —y) =y —2z € Ry,
r—yeR, NR_={0}. Au final, z = y.
(i) Siz <yety<z Alors:

z—z=(2-y)+({y—2z) eRy

d’ou z < z.
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(iii) Remarquons que y —x € R=R; UR_. Ainsi, (y—z € Ry )V (y—x € R_),
e (x<y)V(y <ux).
[l

Vocabulaire. Nous dirons (c¢f. chapitre V) que la relation "<" est un ordre total
sur R.

& Remarque III.2. Notons au passage que "<" ne risque pas d’étre un ordre
total ; cette relation n’est pas réflexive !

Proposition II1.3. Soient z,y, z € R. Alors :

i) <y (@+z<y+2);
(ii) siz e RY, (v <y) & (vz2 < y2);
(iii) siz € R, (z <y) & (vz > yz).

Démonstration.
(i)
r<y<=y—vecRi
= y+z)—(r+z)=y—x R}
S artz<ytz.
(ii) Siz > 0 alors :
r<y<=y—xreck}
= z(y—x) =2y —zx € RY
— 1z < Yz.
(iii) Siz < 0 alors :
r<y<=y—xvckRi
= z(y—z) =2y —z2zx € R*
— Tz > Yz .

& Remarque II1.3. En exercice, il n’y a aucune honte a faire usage de tableaux
de signes "a étages" et autres techniques de ce type pour résoudre des inéquations
mettant en jeu des produits. . .

]

Proposition II1.4. Soient x,2’,y,y’ € R tels que z < 2’ et y < ¢/. Alors :

r+y<z+y.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que ' +y' — (z4y) = (2’ —2)+ (v —y) € R,.
[

¥ ATTENTION : sion peut sommer des inégalités, il est absolument exclus de
les soustraire. En effet 0 <1 et —1 < 1 mais, aux derniéres nouvelles, 1 £ 0 ...
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d) Valeur absolue

Définition III.2. Soit z € R; on appelle valeur absolue de z le réel max(z, —x).

Notation. |z|

& Remarque III.4. Notons que t e Ry & |z| =z et z € R_ & |z| = —x.

Proposition III.5. Soient z,y € R. Alors :
(i) || € R.
(i

)

(iif) [ay| = [zllyl;
)
)

lz] =0 2 =0;

(iv) |z +y| < |z| + |y| [inégalité triangulaire 1];

(v) ||lz] = |y|| < |z —y| [inégalité triangulaire 2].

Démonstration.
(i), (ii) Conséquences immédiates de la remarque I11.4.

(iii) Laissé en exercice au lecteur; procéder par disjonction de cas selon les signes
respectifs de z et y et utiliser (pour changer) la remarque I11.4.

(iv) Point méthode : comment gérer un maximum.
Par définition, |z + y| = max(x +y, —x — y), or :
— oty <[ +1yl;
— —r—y= (=) + (=y) < [z] + .
Ainsi, [z +y| = max(z +y, —z —y) < |2 + [y].

(v) Echanger les roles de x et y ne change rien a l’expression souhaitée : nous pou-
vons donc supposer, quitte & échanger x et y, que |z| > |y|. Remarquons alors
que x* = x — y + y; certes, me direz vous...Mais, en utilisant la premiére inégalité
triangulaire, on obtient :

2] = |z —y+yl < |z -yl +y|
et donc |z| — |y| < |z — y|. Comme |z| > |y|, on a bien :
[z = lyll = |2 = [y < & =y .
[

& Remarque IIL5. Si a,b € R avec b > 0, lensemble {z € R| |x — a|] < b} est
égal a l'intervalle [a — b, a + b] (faire un dessin).
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2.7 Bornes supérieure, inférieure

a) C’est quoi?

Définition III.3. SoitA C R. On appelle borne supérieure (ou supremum) de A
le plus petit élément (si il existe) de 'ensemble des majorants de A.

Notation. sup(A)

En résumé, la borne supérieure est le plus petit majorant de ’ensemble A,
lorsque ce dernier existe, i.e :

sup(A) =min{zr € R|Va € A, a < z}.

On déduit de cette reformulation une caractérisation de la borne supérieure, a pri-
vilégier en pratique : pour tout M € R,

Vee A, x < M

Yy< M, dJx e A, y<zx (B :IL1)

M = sup(A) <~ {

® FExemple II1.2. La borne supérieure de [0, 1] est 1. En effet :
— pour tout x € [0,1], x < 1 donc 1 majore bien [0, 1];
— si z < 1, alors soit z < 0 et dans ce cas e} > z soit z € [0,1] et alors
z+1
2

On peut définir de fagon analogue le concept de borne inférieure d’un ensemble,
qui sera alors son plus grand minorant.

1
€0,1] et z < % 1 est donc le plus petit majorant de [0, 1].

Définition III.4. Soit A C R. On appelle borne inférieure (ou infimum) de A le
plus grand élément (si il existe) de ’ensemble des minorants de A.

Notation. inf(A)

¥ ATTENTION : Dexistence de telles quantités est trés loin d’étre automatique :
en effet, quelle pourrait étre la borne supérieure de Z 7

Dans toute la suite de ce chapitre, lorsque nous énoncerons un résultat relatif aux
bornes supérieures, nous laissons le soin au lecteur d’en déduire un énoncé analogue
s’appliquant aux bornes inférieures. Par exemple, la proposition suivante a pour
pendant : lorsqu’un minimum existe, la borne inférieure existe et lui est égale.

Proposition III.6. Soit A C R possédant un plus grand élément, alors :
— A admet une borne supérieure ;

— sup(A) = max(A).

& Remarque II1.6. La réciproque est FAUSSE : penser a [0, 1] qui admet une
borne supérieure mais pas de maximum.
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Démonstration. Posons a = max(A4) et AT = {z € R|Vy € A, y < x} ensemble
des majorants de A. Alors :

— il est clair que a € AT ;

— a € Adonc Vo € A", z > a.
Par caractérisation de la borne supérieure (E :II1.1), on a bien a = sup(A). O

& Remarque III.7. Si A posséde une borne supérieure, alors A est automatique-
ment majorée.

b) Théoréme fondamental

Méme si la démonstration du théoréme suivant dépasse le cadre du programme
de MPSI, le résultat en est absolument remarquable et formera la pierre angulaire
de la suite de ce chapitre.

Théoréme I11.7.
Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure.

W Exemple IT1.3. Si on voit la partie A = {2 € Q|2? < 2} comme un sous—
ensemble de R, il admet une borne supérieure, qui est v/2.

Afin de faciliter la vie de notre estimé lecteur, nous profitons de ce paragraphe
pour anticiper sur un résultat qui sera démontré dans le chapitre VII.

Proposition III.8. [Caractérisation séquentielle de la borne supérieure| Soit A C R
et soit M € R; alors :

Vaoe A,a< M
I(an)n € AN, a, —— M
n—oo

M =sup(A) < {

> Exemple II1.4. 0 est la borne inférieure de Q7% dans R; en effet, il est clair
qu’il minore cet ensemble et

1

- —0.

n n—o00

~—~
€Qy

c) Droite réelle achevée

Débutons ce paragraphe par fixer deux symboles, —oco et +00, sans signification
particuliére et posons :
R =RU{-00,00} .

Cet ensemble est appelé droite réelle achevée.
Nous pouvons étendre 1’ordre naturel de R & R via les conventions suivantes :
— —00 < 00}
— siy € R, alors —o0 < y < +o¢.
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On en déduit en particulier que R admet un maximum et un minimum, respective-
ment égaux a +o00 et —oo.

De méme, les deux opérations classiques sur R peuvent (presque) étre généralisées
a R via les tables partielles suivantes.

+ —o00 |y ER | +00
—00 | —00 | —00 ?
reR| —oco | z+y | +00
+o0 I +00 | 400
X —oo |yeR, | 0| yeR] | +oo
—00 | oo | +o0 7| —o0 | —©
r € R* | 400 Ty 0 Ty —0
0 ? 0 0 0 ?
r€RL | —o0 Ty 0 Ty ~+00
+00 —00 | —© 7| 4oo | 400

Notons que ces tables sont symétriques : les opérations étendues demeurent donc
commutatives. Ces conventions nous seront, comme vous pouvez sans doute 'ima-
giner, trés utiles pour nos futures études de limites.

¥ Remarque IIL.8. Il serait possible sans grand risque! de convenir du fait que

Too = 0. I n’est toutefois pas possible de convenir d’une valeur cohérente pour 0
00

(quel serait son signe ?).

Proposition II1.9. Toute partie A de R admet une borne supérieure et une borne
inférieure, dans le sens ot les quantités

sup(A) =min{z € R|Va € A, a <z} et inf(4)=max{z cR|Vac A, a>2}

existent dans R.

Démonstration. Soit A C R. Démontrons 'existence de la borne supérieure de A;
une démonstration similaire livrera alors celle de sa borne inférieure.

Cas1: A=0ou A= {—oc0}. Alors dans ce cas 'ensemble des majorants de A est
R entier, ce qui entraine que A admet pour borne supérieure —oo = min(@).

Cas 2 : 400 € A. Dans ce cas, sup(A) = max(A) = +oo0.

Cas 3: B = A\ {—o0} est un sous ensemble non vide R. Si I’ensemble B
est majoré, d’aprés le théoreme II1.7, il admet une borne supérieure qui sera
également celle de A. Dans le cas contraire, sup(A4) = +o0.

O

& Remarque II1.9. Une conséquence intéressante de tout ceci est que, si A C R
est non vide, alors :

inf(A) < sup(A4) .

¥ ArTENTION : I'inégalité est inversée dans le cas de ’ensemble vide, dont la
borne supérieure est —oo et la borne inférieure 4o0.

1. Hors du quotient de 'infini par lui-méme, mais & ce stade, qui compte...
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3.7 Quelques résultats de topologie

a) Partie entiére

Proposition/définition IIL.5. Soit z € R alors il existe un unique entier n € Z
vérifiant :

n<zr<n—+1.

Cet entier n est alors appelé partie entiére (par défaut) de x.

Notation. |z], E(x).

® Exemple I11.5. |1,25] =1, [-2,7] = —3.

Démonstration. Commengons par démontrer 1’existence. L’ensemble
&={keN|k>z}CN

est non vide, par axiome D, admet un plus petit élément ng. Il est alors clair que
n = ng — 1 vérifie I'inégalité voulue.

Pour démontrer I'unicité, supposons que nous disposions de deux entier n,p
vérifiant 1’égalité voulue, 7.e

n<r<n+1l e p<z<p+1
qui implique
n<zr<p+1
et doncn < p+1, d’'ott n < p. De fagon symétrique, on obtient p < n, ergon =p. O

& Remarque 111.10.
— | ] est caractérisée par :

{ lz| € Z

lz] <z <|x]+1

— |z est parfois appelée plancher de x; il existe également un plafond, noté
[x] et caractérisé par :

{ [2] € Z

(] — 1 <z <[z
Une application classique de la notion de partie entiére est 'approximation

d’un réel a 107" pres, pour n > 0. Posons, pour n € Net z € R :

_[10mz]
Tn = g

Alors, comme
|10"x] < 10"z < |10"z] + 1

on a bien :
T, <z <z,+107" de |x—uz, <107".

> Exemple II1.6. 7 = 3.14 4 1072 prés.
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b) Reésultats de densité

Proposition ITI.10. Soient x,y € R tels que z < y. Alors il existe un rationnel
¢ € Q et un irrationnel 7 € R\ Q tels que :

—r<(<y;

— <7<y

& Remarque III.11. En itérant ce procédé, on en déduit qu’entre deux réels
distincts il existe une infinité de rationnels et une infinité d’irrationnels. On dit que
Q et R\ Q sont denses dans R.

1
Démonstration. Posons € = y —x ; alors, comme € > 0, en posant ¢ = {—J +1e N,
€
1
onagq>—,ie
: 1
0<-<e=y—u.
q
On pose ensuite p = |gz| + 1 € Z, de sorte que p — 1 < gx < p et donc :

-1
p—<x<z—j.

q q
On a alors :

—14+1

q q

1
<z+ -
q

<x+e

On en déduit que le rationnel ¢ = P est contenu dans le segment [x,y]. Un raison-

nement identique remplacant ¢ par ¢v/2 lors de Papplication du corollaire ?? nous

permet de démontrer que l'irrationnel 7 = ——= appartient & ce méme segment. [

qv2

c) Intervalles

Rappellons que les intervalles de R sont les neuf familles d’ensembles suivants,
pour a,b € R :

[a, b]
[a, b]
Ja,b) = {r € R|a >z < b};
— Ja,b[={z € R|a <z < b};
[
]
]
]

IS

a,+oo[={r € R|a < x};
— Ja,+o[={r € R|a < x};

—00,b] ={z € R|x < b};
—00,b[={r e R|z < b};

cpge.webgirand.eu 51



MPSI Corot CHAPITRE III. NOMBRES REELS

— | — o0, +o0[=R.

& Remarque I11.12.
— Les quatre premier types d’intervalles ci—dessus sont bornés, les autres non.
— Si a > b, intervalle [a,b] est vide. Ceci signifie en particulier que ) est un
intervalle.
— Certains (pas tous!) intervalles sont dits ouverts ou fermés, comme résumé
dans le tableau infra.

Ouvert | Fermé
la, b [a, b]
la,+oo] | [a,+o0]
| — 00,0 | | — 00,0
0 0
R R

Définition III.6. Une partie A de R est dite convexe si :

Ve,ye A, [x,y] C A.

> Exemple II1.7. Les intervalles sont clairement convexes. L’ensemble R* ne Iest
pas car (par exemple) [—1,1] ¢ R*.

Proposition II1.11. Les convexes de R sont exactement les intervalles. I

Démonstration. Ceci est une ébauche de démonstration. Nous venons de voir que
les intervalles étaient convexes; reste & montrer la réciproque. Soit donc A C R un
ensemble convexe.

Cas 1: A= (. Youpi.
Cas 2 : A#0.

Cas 2.1 : A n’est ni majoré ni minoré. A est alors égal a R.

Cas 2.2 : A est majoré et minoré. A admet alors une borne supérieure b
et une borne inférieure a et A =|a, b|, [a, b[,]a, b] ou [a, b].

Cas 2.3 : A est (par exemple) minorée et non majorée. Posons a = inf(A)
et montrons que A =|a, 00| ou [a, oo[. L'inclusion de gauche a droite est
évidente ; prenons ensuite z > a et montrons que z € A. Comme z ne
peut minorer A, il existe alors z € A tel que z < z et comme A n’est pas
majorée, il existe y € A tel que z < y. Le réel z est donc compris dans le
segment [z, y| qui est inclus dans A par convexité, donc z € A.

]

Proposition IT1.12 (Paramétrage d’un segment). Soient a,b € R tels que a < b.
Alors :

[a,0] = {(1 — Na+ \b| A€ [0,1]}.
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Démonstration. Si a = b, ceci est trivial. Sinon, pour tout z € R, on a :

z€la,b <= a<z<b
—0<z—a<b-—a

Tr—a

= 0< <1

—a

d’oul le résultat en remarquant que :

O

& Remarque II1.13. Si a < b, 'application A — (1 — A)a + Ab réalise de plus une
bijection de [0, 1] dans [a, b].

Corollaire III.12.a. Une partie I C R en est un intervalle si et seulement si :

Ve,y e I,VA€[0,1], (1=Nx+Alyel
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Chapitre IV

Fonctions usuelles

1.7 Trigonométrie circulaire

a) Cosinus, sinus, tangente

Définition IV.1. Soit T' € R. Une fonction f : R — R est dite T—périodique si :

Ve eR, f(x+T)= f(x).

& Remarque 1V.1.

— Il n’y pas unicité de T' (appelé période) ; certains ouvrages préférent introduire
une "période minimale", & savoir le plus petit T positif tel que f soit T—
périodique.

— Le fait qu’une fonction soit T—périodique permet de réduire son étude initiale
a un intervalle de longueur 7.

Les fonctions cosinus et sinus ont normalement été définies en terminale & travers
une construction géometrico—graphique que nous reproduisons ci-ensuite (le truc
vaguement rond est le cercle unité de R?). Nous ne serons hélas guére en mesure de
faire mieux.
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Proposition 1V.1.
(i) Les fonctions cosinus et sinus sont 2r—périodiques et dérivables sur R.
(ii) La fonction cosinus est paire, la fonction sinus impaire.

— sin.

(iii) sin’ = cos, cos’ =

A toutes fins utiles, nous reproduisons ici ’allure courbes des fonctions cosinus
(en rouge) et sinus (et vert) ci-ensuite.

Ces fonctions admettent de nombreuses valeurs remarquables, dont nous listons
une selection dans le tableau infra.

0 0|n/2| n/3 | n/4 | n/6 | © |37/2
cos(@) | 1] 0 | 1/2 [v2/2|V3/2|-1] 0
sin(f) |0 1 | V3/2]v2/2] 1/2 | 0| —1

Ces fonctions sont également remarquables de par leurs symétries : par exemple,
sifeR, ona:

— cos(f 4+ m) = —cos(0) ;

— sin(f + 7) = —sin(0) ;

— cos(m —0) = —cos(0) ;

— sin(m — 0) = sin(0).
Il est possible de "retrouver" ces formules via le cercle trigonométrique (faites un

dessin!).
1 V3
=

Arrive maintenant le moment que vous attendiez probablement avec impatience :
le formulaire de trigonométrie! Il est a connaitre impérativement et parfai-
tement, mais ne paniquez pas (trop) : toutes les formules qui suivent peuvent étre
retrouvées a ’aide des cinq premiéres, & condition d’avoir une vague idée de ce que
I’on cherche a obtenir.

#1 Exercice IV.1. Déterminer 'ensemble E = {9 eR

cos(f) € [—

Proposition IV.2 (Formulaire de trigonomeétrie, kit de survie). Soient a,b € R;
alors :
— cos?(a) + sin®*(a)
— sin(a + b) = sin(a) cos( )+ sin(b) ¢
— sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a
+b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sm(b) ;
— ) = cos( (a) sin ()

= cos(a) cos(b) + sin(a) sin(

— cos(a
(a
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Proposition IV.3 (Formulaire de trigonométrie, suite et fin). Soient a,b € R;
alors :

— cos(2a) = cos?(a) — sin*(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin®*(a);
— sin(2a) = 2sin(a) cos(a) ;
— sin(a) cos(b (sin(a + b) + sin(a — b)) ;

= 2%(cos(oz +b) + cos(a — b)) ;
— sin(a)sin(b) = —3(cos(a + b) — cos(a — b)).

#y Exercice IV.2. Soient p, ¢ € R; démontrer que :

1. cos(p) + cos(q) = 2cos (I%) cos (1%) ;
2. cos(p) — cos(q) = —2sin <¥) sin (Z%) ;
3. sin(p) + sin(qg) = 2sin (Z%) oS <Z%) ;
4. sin(p) — sin(q) = 2sin (]%) cos (?)

Définition IV.2. On appelle fonction tangente ’application suivante :

tan:R\{%—Hm’kEZ}—ﬂR%

sin(x)

X —

cos(z)

Cette nouvelle fonction trigonométrique est définie partie sauf en les points d’an-
nulation du cosinus. Elle admet des valeurs remarquables que 'on peut déduire de
celles de cosinus et sinus, résumées (trés partiellement) dans le tableau qui suit.

v |0|m/A|T
tan(z) [0] 1 |0

Proposition IV.4. La fonction tangente est :
— impaire;
— m—périodique;;
— dérivable sur son ensemble de définition, et :

tan’ = 1 + tan? =

cos?

Démonstration. L’imparité est immédiate. Pour la périodicité, remarquons que, si
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reR,ona:

tan(z + ) = %
— sin(z)
— cos(z)

= tan(z) .

La fonction tan est dérivable comme produit de fonctions dérivables partout ou le
cosinus ne s’annule pas, et par dérivée d'un quotient on a :

,  sin’ cos — sin cos’
tan’ =

cos?
cos? + sin?
cos?2

1 + tan?
= 1

cos?

]

Ce résultat nous permet de finir I’étude de la fonction tangente, en notant que sa
dérivée est positive en tout point donc qu’elle est strictement croissante avec limites

. m .
infinies en chaque — + km, m € Z. Sa courbe a donc l'allure suivante.

2

Ajoutons a ceci une formule, dont la démonstration est un calcul immonde : pour
tous a,b € R,

u

=

w

—

o

i

mmaimzlﬁ%gjxiﬁ%. (E :IV.1)

# Exercice IV.3. Soit © €] — 7, 7| et soit t = tan(x/2). Etablir les formules
sulvantes :
(i)
1—¢

cos(x) = o g
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(i)

2t
sin(:z:) = m )
(i)
2t
t ==
an(e) =

cette derniére égalité n’étant valable que si x ¢ {g + km ’ k e Z}.

w Correction :

(ii1) Cette formule découle du fait que :

tan(z) = tan (5 + 7 )
an(z) =tan ( = + =
2 2
2t
=1 bor (E :1V.1).

(i)
sin(z) = sin <2g>
= 2sin (g) cos (g)
= 2t cos? <§>

1
=2 X ————
1 + tan?(x/2)
o
1+

Le point (i) s’obtient comme corollaire des deuz précédents.

b) Fonctions circulaires réciproques

La question qui nous vient naturellement (ou pas) a l'esprit est la suivante : les
fonctions cosinus, sinus et tangente admettent—elles des réciproques? La réponse
est évidemment NON, pour de bétes raisons liées & la périodicité. Par contre, la
fonction suivante vérifie les hypothéses du théoréme de la bijection :

Sin - [—E,q S -1
272
x + sin(x)

Pour s’en convaincre, il suffit de vérifier que sa dérivée est strictement positive hors
des bornes (c’est le cas). La courbe représentative de sin est sans appel : cette fonc-
tion est strictement croissante; elle admet donc une réciproque strictement crois-
sante.
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0.5+

0.5

Définition IV.3. On appelle fonction arc sinus la réciproque de sin.

Notation. arcsin : [-1,1] — [—g, g}

¥ ATTENTION : arcsin n'est PAS la réciproque de la fonction sinus. En particulier,
prenons garde a la quantification des égalités suivantes :
—size[-1 1] sin(arcsin(x)) = x;

— siz € , arcsin(sin(z)) = .

[_2 2
La premiére égalité ne posera (normalement) jamais probléme ; la seconde par contre
peut amener quelques piéges vicieux. Par exemple, sin(7/2 + 27) = 1 et pourtant

arcsin(sin(m/2 + 27)) = arcsin(1) = 7/2.

Proposition IV.5. La fonction arcsin est une fonction continue strictement crois-

sante de [—1, 1] sur [—g, g} . 11 s’agit de plus d’une fonction impaire.

Démonstration. La seule chose qu’il nous reste & démontrer est I'imparité, qui est en
fait un cas particulier d’un résultat général : si f : E — F' est une impaire admettant
une réciproque, alors pour tout z € ' on a :

fH =) = fH=F(f (@)
= f Yo f(—f ! ()) car f est impaire
=—f"'(2)

et donc f~! est également impaire.
]

De tout ceci on peut déduire l'allure de la courbe représentative de arcsin; il
s’agit du symétrique de celle de sin par rapport a la premiére bissectrice.
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1.5

0.5

-0.5

-1.5

Définition IV.4. De facon analogue, on appelle fonction arc cosinus la réci-
proque de la fonction strictement décroissante

cos : [0,71] = [—1,1]

x — cos(x) .

Il s’agit d’une fonction continue strictement décroissante qui n’est ni paire ni impaire.

Notation. arcos: [—1,1] — [0, 7]

Les mémes précautions d’usage sont & observer pour pour arcos que pour arcsin.
Le graphique ci-dessous présente la courbe de arcos.
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2.5

1.5

0.5

a b
——c¢ct v = —=o0
1/61,2_{_172 '/CL2—|—62

u,v € [—1,1] et u* +v? = 1. De fait, on a, en posant ¢ = arcos(u) et A = v/a? + b2 :

& Remarque I'V.2. Soient a, b, € R. Alors, si u = na

acos(f) + bsin(f) = A(ucos(f) + vsin(h))
= A(cos(p) cos(f) + sin(p) sin(6))
= Acos(f — o).

Cette formule est particuliérement appréciée des physiciens pour des raisons qui leur
sont propres.

# Exercice IV.4. Soit z € [—1,1]; déterminer une expression élémentaire de
cos(arcsin(x)).

w Correction : Remarquons tout d’abord que :
cos(arcsin(z))? = 1 — sin(arcsin(z)? = 1 — 27 .

Ainsi, on a :

| cos(arcsin(x)| = V1 — 22.

Or, arcsin(x) € [—g, g] , donc cos(arcsin(z) > 0, ce qui permet de conclure in fine

que :
cos(arcsin(z) = V1 — 22 .
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Proposition IV.6. Les fonctions arcsin et arcos sont dérivables sur | —1, 1] et leurs
dérivées sont données par, pour x €] — 1,1] :

1
arcsin’(z) = ———
V1— a2
et
, 1
arcos (r) = —

V1—22

Démonstration. La démonstration est laissée en exercice au lecteur : il s’agit d’une
application du théoréme 1.4 (dérivée d'une réciproque) et de I'exercice précédent.
O

& Remarque IV.3. Le lecteur averti aura noté que ces fonctions ne sont pas
dérivables en +1, qui sont les images des points d’annulation des dérivées de sin et
cos. Toute ceci sera approfondi au chapitre XI.

#1 Exercice IV.5. Démontrer que la fonction arcos 4 arcsin est constante égale a
T

5

Proposition IV.7. La fonction suivante est une fonction strictement croissante et
continue admettant une réciproque :

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence immeédiate du théoréme 1.4 et de I'étude
précedemment menée de la fonction tangente. O]

Définition IV.5. On appelle fonction arc tangente la réciproque de la fonction

—

tan.

Notation. arctan : R — } —g, g[

Proposition I'V.8. La fonction arctan est une fonction continue impaire strictement
croissante. De plus :
— arctan(x) — +7/2;
T—7F00

— arctan est dérivable sur R et, pour tout z € R :

arctan’(x) =
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Pour conclure, nous reproduisons ci—ensuite I'allure de la courbe représentative
de la fonction arctan.

) 1
#1 Exercice IV.6. Etudier la fonction définie sur R* par  — arctan (—)
x

2.7 'Trigonométrie hyperbolique

a) Cosinus et sinus hyperboliques

Définition IV.6. Soit z € R; on appelle :
— cosinus hyperbolique de z le réel
ex + e—:B
h =
C ('T) 2 )
— sinus hyperbolique de z le réel
et — e
h(z) —
hiz) =

& Remarque I'V.4. Ces formules nous permettent de définir deux fonctionsch : R — R
et sh: R — R.

Proposition IV.9. On a les résultats suivants :
(i) la fonction ch est paire;
(i) la fonction sh est impaire;
(iii) les fonctions ch et sh sont dérivables; de plus ch’ = sh et sh’ = ch;
)

(iv) pour tout x € R, on a :

ch?(z) —sh*(z) = 1.

Démonstration. 11 s’agit d’une succession de calculs immédiats. ]

Pour terminer, une bréve étude de fonction révéle de plus les propriétés suivantes :
— ch est strictement positive, de valeur minimale 1 = ch(0);

— ch(z) —— o0;
T—rFo00
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— sh(z) —— +o0.

z—+oo
Ceci nous permet de déduire ’allure des courbes représentatives de ces deux fonc-

tions, reproduite ci—ensuite (ch en rouge, sh en vert).

b) Tangente hyperbolique

Définition I'V.7. Soit € R ; on appelle tangente hyperbolique de x la quantité

sh(z) e*—1
ch(z) e 41"

Notation. th: R - R

Proposition IV.10. La fonction th est impaire, strictement croissante et dérivable.
Sa dérivée vérifie :

1
th,:?:]_—thQ
C

2:5_1

Un rapide calcul utilisant 'expression th(z) = nous permet de déduire

2x
e 41
que (mettre en facteur le terme dominant au numérateur et dénominateur) :

th(z) — +1.

r—+oo
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Nous sommes donc en mesure de tracer I'allure de la courbe représentative de la
fonction th.

3.7 Puissances

a) C’est quoi?

Définition IV.8. Soit a € R. On appelle fonction puissance «a la fonction

¢ :R. 5 R

z s 0@

Notation. Pour z > 0, on notera x* = ¢,(x).

& Remarque 1V.5.
— Si a est un entier positif, ¢,(x) = x X ... x x. On retrouve la définition usuelle
———

a fois
de la puissance, ce qui est bienvenu. La fonction ¢, est alors bien définie sur

R.
— Si a est un entier strictement négatif,

gba(x):lx...xl :
x x
a fois
La fonction ¢, est alors bien définie sur R*.
— Dans tous les autres cas, la fonction ¢, n’est a priori bien définie que pour
x strictement positif.

> Exemple IV.1. Vous connaissez sans doute ¢o, ¢5 et leurs amies ; mais connaissez—
vous ¢, 7 Ou ¢1 7
2
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Proposition IV.11. Soient x,y € R} et soient a,b € R. Alors :
(i) =" = (zy)*;

Démonstration. Utiliser la forme exponentielle. O]

b) Variations

En utilisant la formule de dérivée d’une composée, on trouve, pour = > 0 et
acR:

Gul) = az" "

On retrouve de cette fagon les dérivées usuelles suivantes vues en terminale : puis-
sances entiéres, mais aussi puissances inverses, racine carrée. Cette formule est un
véritable couteau suisse de la dérivation.

Concernant les limites, on remarque aisément que, si a > 0, ¢,(z) E) 0. Ceci

nous permet de poser la convention suivante : 0 = 0 pour tout a > 0. Ceci est & ne
pas confondre avec 2°, qui vaut 1 quel que soit x et ce sans aucune ambiguité. Pour
'allure des courbes, on différencie aisément les exposants a > 1 (forme parabolique
convexe) des exposants 0 < a < 1 (forme concave, penser racine carrée). Nous
justifierons ces variations dans le paragraphe suivant.

2_
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La formule de la dérivée ci—dessus nous permet de justifier les variations vues

précédemment dans le cas a > 0; le cas a < 0 apporte quant a lui son lot de courbes
décroissantes, comme illustré ci—ensuite. Cette fois ci, les courbes dominantes a
l'infini sont celles pour |a| < 1.

154

0.5

T
05

T T
15

c) Racines

Définition IV.9. Soit n € N*: la fonction ¢1 est appelée racine n—iéme

Notation. z — Vx

Soit > 0 et soit n > 1; effectuons un petit calcul :

n

o = @1 (z")

— exp (% ln(ac”))

= exp(In(z))

=x.

De la méme fagon, on vérifie que ({/x)" = x : la fonction ¢. est donc la réci-
proque de ¢,.

& Remarque 1V.6.

— Si n est impair, il est possible d’étendre la fonction ¢1 a R tout entier.
— Les fonctions racine ne sont jamais dérivables en 0.
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Chapitre V

Applications, relations

1.7 Applications

a) C’est quoi?

Définition V.1. Si E et F sont deux ensembles, on appellera application de
E dans F' la donnée de tout "mécanisme" f associant a chaque élément de F
un unique élément de F', noté f(z) et appelé image de x par f. L’ensemble
E est alors appelé ensemble de départ de f, F' son ensemble d’arrivée et
4 ={(z, f(x)) |z € E} C E x F son graphe.

Notation. f: E — F ou, plus complétement :

fE—F

> Exemple V.1. Un exemple bien connu et qui nous exploiterons au dela de
toute raison est celui de la fonction "carré"!

FiRoR,

x— .

& Remarque V.1. Deux applications seront donc considérées comme égales si elles
ont méme ensemble de départ, méme ensemble d’arrivée et méme graphe. Cela n’est
pas sans soulever quelques problémes concernant ’ensemble d’arrivée : celui de la
fonction ci—dessus est R, mais pourrait étre (entre autres) R .. .Il nous faudra donc
faire preuve de vigilance, mais parfois aussi de souplesse.

Notation. L’ensemble des fonctions partant d’un ensemble E et arrivant dans un
ensemble F sera noté .Z (E, F') ou F¥.

& Remarque V.2. Mettons en exergue quelques cas particuliers :
— l’ensemble EY est ’ensemble des fonctions de N dans E, que vous connaissiez
déja sous le nom de suites (si, si). On utilisera la notation w,, (pour n € N)
pour u(n) et (u,)nen (ou simplement (u,),) pour u;
— plus généralement, une famille d’éléments de E indexées par un ensemble [
est en réalité une application de I dans E.
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b) Restrictions, prolongements

L’objectif de ce paragraphe est d’étudier deux méthodes nous permettant de
modifier I’ensemble de départ d’une application en agissant de fagon "naturelle" sur
son graphe.

Définition V.2. Soit f : £ — F une application et soit ' C FE. On appelle
restriction de f a E’ I'application
f|E, B — F
z— f(z).

& Remarque V.3. La restriction de f a E’ est unique.

> Fxemple V.2. La restriction de # — 2> A R, correspond au graphe ci-ensuite.

Définition V.3. Soit f : F — F une application et soit £’ un ensemble contenant
E. On appelle prolongement de f a E’ toute application g : £ — F telle que

s =1-

& Remarque V.4. Il n'y a PAS unicité du prolongement de f a E’. Par exemple,
la fonction

T 22
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admet pour prolongements & R toutes les applications du type
fa . R — R+

. x? siz >0
a+42  sinon

pour o € Ry

Moralement, une restriction revient donc a "couper" le graphe pour n’en garder
qu’une partie, alors qu'un prolongement est un extension du graphe par des points
choisis aribitrairement.

Pna{nﬂawl"

Rostai(Hier

c) Injections, surjections, bijections

Disons le d’entrée de jeu : ce paragraphe est absolument fondamental. Voyez
le un peu un rhinocéros enragé courant dans votre direction : & ignorer a vos risques
et périls.

Définition V.4. Soit f : E — F une application et soit y € F'. Un élément x de
est appelé antécédent de y par f si f(z) =y.

> Exemple V.3. Un point de I'ensemble de départ peut avoir n’importe quel
nombre d’antécédent(s) par Papplication : penser —1 pour z — z? (0 antécédent),
0 et 1 pour cette méme fonction (1 et 2 antécédents respectivement), 14 pour la
fonction constante égale & 14 (une infinité d’antécédents).

Définition V.5. Une application f: E — F est dite :
— injective si pour tout point F' admettant un antécédent par f, ce dernier est
unique ;
— surjective si tout point /' admet au moins un antécédent par f ;
— bijective si tout point ' admet exactement un antécédent par f.
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& Remarque V.5.
— Une application est donc bijective si et seulement si elle est injective et bi-
jective.
— Géométriquement, le caractére inj/surj/bijectif d’'une application peut étre
observé via le nombre de points d’intersection entre sa courbe représentative
et une droite horizontale.

Notation. L’ensemble des bijections de E dans F' sera noté S(E, F) ou S(E, F).
Lorsque E = F', on notera &g ou Sg.

W Exemple V.4. "Par lecture graphique" (et rigoureusement, aussi), on peut
remarquer que les fonctions périodiques type (co)sinus ne sont pas injectives, que
x — x est bijective et que exp : R — R est injective non surjective.

& Remarque V.6. Ces notions demandent de définir avec précision et rigueur
les applications sur lesquelles nous travaillons. Par exemple, la fonction x +— 22 est :
— surjective non injective de R dans R, ;
— injective non surjective de R, dans R;
— bijective de R, dans R ;
— rien du tout de R dans R.

Proposition V.1. Soit f: E — F une application. Alors :

f est injective
<~

(f(z) = f(a') = (v = ') .

Ve, o' € F,

Démonstration.
(ft) Immeédiat par définition d’antécédent.

() Soit y € F' et soient z, 2" deux antécédents de f. Alors f(z) = f(2') = y donc
x = 2. L’application f est donc injective.

]

& Remarque V.7. Cela signifie que pour montrer que f est injective, il faut et
il suffit de montrer que si x,2’ sont tels que f(z) = f(2') alors x = z/. Cette
méthode est a privilégier en pratique.

> Exemple V.5. Cette méthode permet aisément de démontrer que = — 23 est
injective sur R (passer a la racine cubique).

d) Composition

Définition V.6. Soient f : F — F et g : FF — G deux applications. On appelle
composée de g par f 'application

gof:E—G
x> g(f(x)) .
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& Remarque V.8.
— Attention au sens de composition : la composée g o f applique d’abord

f, puis g.
_f 8
- —r =
V?
J°f
— La composition des applications est associative; la démonstration de ce ré-
sultat est un exercice aisé.

— La composition n’est PAS commutative ; regarder par exemple f : z +— x+1
et x — x? (définies sur R).

Définition V.7. Soit E un ensemble. On appelle identité de F 'application

& Remarque V.9. Pour toute application f € E¥, ona foidg =idgo f = f. On
dit que idg est un élément neutre pour la composition des applications.

Proposition V.2. La composée de deux injections (resp. surjections, bijections)
est une injection (resp. surjection, bijection).

Démonstration. Immédiat via la définition. OJ

> Exemple V.6. Si f est une injection a valeurs réelles, la fonction = — ef(®) est
injective.
#y Exercice V.1. Soient E, F deux ensembles non vides et soit f : F — F une
application. Démontrer que :
1. f est injective < dg : ' — FE telle que go f = idg [inversibilité a gauche] ;
2. f est surjective < J¢g : F' — E telle que fog =idp [inversibilité a droite].

L’inverse & droite (resp. a gauche) d’une surjection (resp. d’une injection) est donc
une injection (resp. une surjection).

w Correction :

1. (=) Supposons [ injective et fizons un élément arbitraire 5 € E. Nous pou-
vons alors définir g par le procédé suivant : pour touty € F', soit y admet
un (unique) antécédent x € E et dans ce cas nous posons g(y) = x, soit
ce n’est pas le cas et alors nous fixons g(y) = O.
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(<) Supposons f inversible a gauche d’inverse g : F — E et soient v,x' € E
tels que f(x) = f(a'). Alors, en composant cette égalité a gauche par g
nous obtenons g o f(x) = go f(z'), i.e x = x'. On en déduit que f est
bien injective.

2. (=) Supposons f surjective. Alors, pour tout y € F, il existe x € E tel que
y = f(x) ; il nous suffit de poser g(y) = x pour avoir fog(y) = f(z) =y.

(<) Supposons f inversible a droite d’inverse g : F' — E. Alors, pour tout
yeF,onaf(g(y) =y;g(y) est donc un antécédent de y, ce qui prouve
la surjectivité de f.

Proposition V.3. Soient F, F' deux ensembles non vides et soit f : £ — F une
application. Alors :

(i) f est bijective & f Jg: F — E telle que go f =idg et fog=1idp;

(ii) dans ce cas, la fonction g est unique. On l'appelle réciproque de f.

Notation. SI f est bijective, on note sa réciproque f~1.

& Remarque V.10. Au risque de me répéter, on n’utilise la notation f~! que
lorsque f est bijective.

Démonstration. Le point (i) est une conséquente de l'exercice V.1. Pour montrer
que les inverses & gauche et a droite sont uniques et identiques, notons g et ¢’ deux
inverses a gauche de f et h un inverse a droite de cette méme application ; alors,
comme foh =idg, on a :

gofoh=gofoh=h
ce qui donne, en simplifiant ¢ = ¢’ = h. O
> Exemple V.7. L’application
f:N— N~

n—n+1

est bijective, de réciproque
g:N"—= N
n—n-—1.

Cet exemple est a rapprocher d’un probléme attribué a David Hilbert (1862-1943) :
"étant donné un hotel complet possédant une infinité de chambres, comment acco-
moder un invité de plus ?".

Proposition V.4. Soient f : ' — F et g : F — G deux bijections. Alors :
(i) f~! est une bijection de F' dans F, de réciproque (=)~ = f;
(ii) g o f est une bijection de FE dans GG, de réciproque

(gof)t=fTlog".
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Démonstration. Comme les réciproques sont uniques, il nous suffit de vérifier que les
applications proposées ci—dessus remplissent bien le contrat, ce qui est immédiat. [

e) Images directe et réciproque

Définition V.8. Soit f : E — F une application. Alors :
(i) si A C E, on appelle image (directe) de A par f l'ensemble

fA) ={f(x) |z € A};
(ii) si B C F, on appelle image réciproque de B par f 'ensemble

f(B)={zr € E|f(x) € B}.

& Remarque V.11.

— Les esprits acérés auront remarqué que nous utilisons la notation f~*(B) alors
que l'application n’est pas bijective ...C’est triste, et cela signifie qu’il faudra
étre bien vigilant a ne pas confondre image directe par ’application réciproque
(chose existant uniquement dans le cas bijectif) et image réciproque (machin
existant quoi qu'il arrive). La seule bonne nouvelle dans tout cela est que si
f est bijective, alors ces deux concepts coincident. Il faut savoir se satisfaire
de peu.

— Siy € F, alors f~'({y}) est 'ensemble des antécédents de y.

— On remarque que f est surjective si et seulement si f(E) = F.

> Exemple V.8.
— Pour f:x 2% f71([0,4]) = [-2,2];
— sin ' ({0}) = 7Z = {nk |k € Z};
— exp(Ry) = [1,00[.

f) Indicatrices

Définition V.9. Soit E un ensemble et soit A C E. On appelle fonction indica-
trice (ou caractéristique) de A l'application

Iy: E—s{0,1}

. 0 siz¢A
v 1 sizeA.

> Exemple V.9. Pour £ = R, 1y est la fonction constante égale a 1, o
ressemble a ca :

cpge.webgirand.eu 1)



MPSI Corot CHAPITRE V. APPLICATIONS, RELATIONS

et celle de Z a ceci.

Nous laissons ’entiére responsabilité au lecteur et a son futur psychiatre d’imaginer
I'indicatrice de Q.

# Exercice V.2. Soit E un ensemble et soient A, B € Z(E). Démontrer que :
1. Tunp =14 x 1p;
2. Taup=14+1p -1,y x1p;
3. Ipa=1g(llg—1y);
4. 1;=1—14.

w Correction :

1. Soit x € E ; alors

lynp(z)=12€ ANB
& (e A N(xeB)
S (Ls(x) =) A(lg(z)=1).
De fait, on a bien Nl ynp = 14 X 1p.
2. De la méme fagon, on vérifie que, si x € E :
Lap(z)=1<2€ AUB
< (reA)V(xeB)
S (Ma(x)=1) Vv (lg(z)=1).

Ici, il faut prendre garde au cas ou x € ANB, qui impose la formule suivante :

Tavp=14+1p—Tpp=1g+1p—-1yx1p.
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3. Soit x € E ; alors

Ipa(z)=12eB\A
S (xeB)AN(x ¢ A)
< (p(z) =1) A (lLs(z) =0).

De fait, on a bien Ip 4 = Np(llp — 14).

4. En appliquant la question précédente a B = E, on trouve 13 =1— 1 4.

2.7 Relations d’ordre

a) Relations binaires

Définition V.10. Soit E un ensemble. On appelle relation (binaire) sur F la
donnée d'un couple Z = (E,9), avec Y C E x E.

Notation. Si (z,y) € ¢4, on notera xZy et on dira que x et y sont en relation
via Z.

i Exemple V.10.
— %o = (R, {(z, —x) |z € R}) correspond & la relation "étre égal au signe prés" ;
— %, = (N,{(n,2n) | n € N}) correspond a la relation "étre le double de".

b) Ensembles ordonnés

Définition V.11. Soit E un ensemble et % une relation sur £. On dit que Z est
une relation d’ordre si :

— Vx € B, 2%z |reflexivité] ;

— Va,y € B, (xZy) N\ (yZz) = (x = y) |[antisymétrie] ;

— Va,y,z € E, (¢Ry) N (y#z) = (¢%=) [transitivité].
La donnée du couple (E, %) est appelée ensemble ordonné.

® Exemple V.11.
— (R, <) est un ensemble ordonné, avec < la relation (R, {(z,y) |y —x € R });
— (Z(F), C) est un ensemble ordonné;
— (N, | ) est un ensemble ordonné;
— si E et F sont ordonnés, F'¥ est ordonné (cf. chapitre 1I).

Définition V.12. Soit (£, %) un ensemble ordonné. On dit que Z est un ordre
total si
Ve,y € E, (zZy)V (yZx) .

Dans le cas contraire, on parle d’ordre partiel.
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W Exemple V.12. L'ordre classique sur N est total; l'inclusion sur Z(FE) est
partiel dés que E posséde au moins deux éléments car & (E) contient alors deux
singletons disjoints.

c) Majorants, minorants

Définition V.13. Soit (E, <) un ensemble ordonné et soit A C E. On dit que
r € I/ est un. ..

— ...majorant de AsiVae€ A, a < x;

— ...minorant de AsiVa € A, a > x.
Un majorant (resp. minorant) de A appartenant & A est appelé plus grand élément
(resp. plus petit élément) ou maximum (resp. minimum) de A.

Notation. max(A), min(A).

& Remarque V.12. On démontre aisément que plus petit et plus grand élément
sont uniques lorsqu’ils existent.

> Exemple V.13.
— (R, <) n’est pas minoré ni majoré;
— ([0, 1], <) est majoré par 1 qui n’est pas son maximum;
— (N, |) admet pour minimum 1 et maximum 0 (en effet, tout entier n divise
0car 0 =n x0);
— (Z(FE), Q) est minoré par () et majoré par E. Ces deux derniers sont respec-
tivement le plus petit et plus grand élément de Z(FE).

& Remarque V.13. Merci de ne pas confondre minorant (resp. majorant) et
minimum (resp. maximum). Penser & |0, 1] muni de l'ordre classique en cas de crise

de foi.

Vocabulaire. Un ensemble majoré et minoré est dit borné.

3.7 Relations d’équivalence

a) C’est quoi?

Définition V.14. Soit F un ensemble et &Z une relation sur E. On dit que Z est
une relation d’équivalence si :

— Va € B, 2%z |reflexivité] ;

— Va,y € B, (xZy) = (yZ#x) [symétrie| ;

— Va,y,z € E, (¢Zy) N (y#z) = (x%=) [transitivité].

% Exemple V.14.
— L’égalité est une relation d’équivalence sur tout ensemble.
— La relation triviale (E, E?) est une relation d’équivalence sur tout ensemble

E.
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#y Exercice V.3. Soit f : E — F une application. Démontrer que la relation %
définie sur E par

s Ry = f(r) = f(y)

est une relation d’équivalence.

w Correction : Un sage a dit : "Yaka écrire”; et il avait raison.

b) Congruences

o Sur Z

Définition V.15. Soient a,b,n € Z. On dit que a est congru a b modulo n si il
existe k € Z tel que b = a + kn.

Notation. a = b|n].
"® Exemple V.15. 3=1[2],9 = —1[10].

& Remarque V.14.
— La congruence modulo 0 est I'égalité.
— La congruence modulo 1 est la relation triviale.
— Remplacer n par —n ne change absolument rien. On peut donc supposer
n € N sans perdre de généralité.

Proposition V.5. Soit n € N; alors la congruence modulo n est une relation
d’équivalence sur Z.

Démonstration.
— La reflexivité est immédiate.
— Soient a,b € Z tels que a = bn]. Alors il existe k € Z tel que b = a + kn, ce
qui entraine a = b+ (—k)n et donc b = a [n], d’ot la symétrie.
— Soient a,b,c € Z tels que a = b[n| et b = c[n]. Ceci signifie qu'il existe
k.l € Z tels que b = a + kn et ¢ = b+ {n; ainsi

c=b+ln=a+kn+In=a+(k+)n

et donc a = ¢[n], d’ou la transitivité.

¢ Sur R

Définition V.16. Soient a,b, o € R. On dit que a est congru a b modulo « si il
existe k € Z tel que b = a + kn.

Notation. a = b[a].
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& Remarque V.15.
— Remarquons que le "k” de la définition est entier.
— Les relations de congruence modulo 7 et 27 sont chéres aux physiciens et
utiles en trigonométrie. Nous y reviendrons.

Proposition V.6. Soit @ € R; alors la congruence modulo « est une relation
d’équivalence sur R.

Démonstration. Identique au cas entier. O

c) Partitions, classes d’équivalences

Définition V.17. Soit E un ensemble. On appelle partition de E toute famille
(Xi)ier de parties de E telle que :

—Viel, X;#0;

— Vi,j €, (27&]) iXiﬂXj:@;

B E=Jx:.

i€l

Notation. Les X; étant deux a deux disjoints, on pourra écrire

iel
pour souligner ce fait.
& Remarque V.16. Lorsque F C |J X;, on parlera de recouvrement disjoint

i€l
plutot que de partition.

> Exemple V.16.
— (R4, R*) constitue une partition de R ;
— N est partitionné par les ensembles des entiers pairs et impairs ;
— on peut partitionner l’ensemble des réels comme suit (entre autres!) :

R=||nn+1[.

nel

#1 Exercice V.4. Démontrer qu'une application f + E — F est surjective si et
seulement si E est partitionné par la famille (f~'{y}),cr.

Définition V.18. Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équivalence Z et soit
x € E. On appelle classe de r modulo # ’ensemble

T={y € F|xRy} .
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& Remarque V.17. Soient x,y € F; alors :
— YET = TRy = T =1V,
— INY#D <= =7

#y Exercice V.5. On munit N2 de la relation suivante ~ définie par :
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=0b+c.

1. Démontrer que ceci définit une relation d’équivalence.

2. Etablir une bijection entre I'ensemble des classes modulo ~ et Z.

Proposition V.7. Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équivalence &. Alors
les classes d’équivalence modulo & forment une partition de I’ensemble F.

Démonstration. En exercice ; découle de la définition de relation d’équivalence. []

Cette notion sera approfondie plus tard (principalement en MP) autour de I’exemple
suivant : si n € N*, il existe n classes d’équivalences disjointes pour la congruence
modulo n sur Z : 0,1,...,n — 1. L’ensemble quotient est alors noté Z/nZ.

& Remarque V.18. Ce résultat est une équivalence : de toute partition ont peut
construire une relation d’équivalence définie par I’appartenance & une méme "com-
posante".
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Chapitre VI

Nombres complexes

1.~ Le corps C des nombres complexes

a) C’est quoi?

L’ensemble C = {a+ib|a,b € R} est muni d’une structure de corps (cf. chapitre
VIII). Il n’admet toutefois pas d’ordre "naturel" comme R ou Q. Plus précisément,
nous baserons ce chapitre sur le résultat (admis) suivant.

Théoréme VI.1 (Corps des nombres complexes).
Il existe un "unique" (& isomorphisme prés) corps (C, +, x) tel que :

(A) R C C avec préservation de I'addition et de la multiplication ;
(B) il existe 7 € C tel que i* = —1.

Dans ce cas, pour tout z € C, il existe un unique couple (a,b) € R? tel que z = a+ib.
On appelle a (resp. b) la partie réelle (resp. partie imaginaire) de z, notée Re(z)
(resp. Im(z)).

Notation. On notera iR I’ensemble des imaginaires purs, a savoir iR = {ib| b € R}.
On a alors immédiatement que RN iR = {0}.

& Remarque VI.1.
— ATTENTION : si z € C, Re(z),Im(z) € R. De plus C # R U iR (penser a
1 + 4, par exemple).
— Siz, 7 e€Cet AeR,ona:

Re(z + A\2’) = Re(z) + ARe(2') et Im(z + A\2') = Im(z) + A\m(2').

— SizeC, alors z € R Im(z) =0et z € iR < Re(z) =0.
— Si 2,2/ € C alors on a, en posant z = a + ib et 2/ = ¢ + id, les formules
suivantes :

z+2 =(a+c)+i(b+d) et 22 =ac—bd+i(ad+ bc).

— Le choix du nombre complexe i est arbitraire : on pourrait tout a fait choisir
son opposé et développer exactement la méme théorie.

— Les formules et techniques de calculs vues dans le chapitre II se généralisent,
comme nous ’avions divulgaché, aux nombres complexes.
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b) Lien au plan R?

On peut identifier C au plan R? via la bijection suivante :
@:C—R?
z +— (Re(2),Im(z))
de réciproque
P :R? = C
(x,y) — =+ iy

Vocabulaire.
— Si A € R? le nombre complexe ¢(A) est appelé affixe de A.
— Si z € C, le point du plan ¢(z) est appelé image de z.

#1 Exercice VI.1. Placer dans le plan les points d’affixes 1,i,1+4,1 —i et %

& Remarque VI.2. Géométriquement, on peut interpréter la somme de deux
nombres complexes comme une translation (c¢f. paragraphe 4.7).

c) Conjugaison

Définition VI.1. Soit z € C; on appelle conjugué de z le nombre complexe

Z = Re(z) —ilm(z) .

> Exemple VI.1. T+ 47 = 1 — 4i.

& Remarque VI.3. Géométriquement, 'image de Z est le symétrique de celle de
z par rapport a la droite rélle.

Proposition VI.2. Soit z € C; alors :
(i) Re(z) = Z;Z et Tm(s) ==~
(i) z = z;

(i) ze Rz =z;

(iv) ze i Rez=—2
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Démonstration. 11 s’agit de calculs immédiats. Pour (iii) et (iv), utiliser (i). O

& Remarque VI.4. Les points (iii) et (iv) sont particuliérement utiles en pratique
pour démontrer qu'un nombre complexe est en fait réel ou imaginaire pur.

Proposition VI.3. Soient z, 2" € C. Alors :
() 2+2/ =72+ 72;

(ii) zz/ =22/

(iii) si 2 # 0, (5) —

z
?.

Démonstration. Calculs, calculs, toujours des calculs...Le seul point légérement
technique est le (iii) ; il faut pour celui—ci remarquer que :

1

Or, comme 2’ X — = 1, on déduit du point (ii) en conjugant a gauche et a droite de
z

I’éqalité que

1y 1
) 7
d’ou le résultat. ]

#1 Exercice VI.2. Donner une description explicite de ensemble

Z.Ez’R}.
7

E:{zeC\{i}'

zZ+
Z_

w Correction : Soit z € C\ {i} ; alors :

i T +i
z ZGZR<:><Z 2>:_z i

zZ—1 zZ—1 Z—1
zZ—1 z4+1
zZ+1 zZ—1

e zZ-i)(z—1i)=—Z+1i)(z+1)
S2zz—i(z+42)—1=—22—i(z24+2)+ 1
S2z=1.

Ainsi, F est I'ensemble des complexes z = x + iy tels que 2z = 1, i.e tels que

22 + y? = 1. 1l s’agit donc du cercle unité privé de 7.
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d) Module

Proposition VI.4. Soit z € C; alors 27 € R,.. I

Démonstration. 2z = Re(z)? + Im(2)* € R,. O

Définition VI.2. Soit z € C; on appelle module de z la quantité v/ 2z.

Notation. |z|

Il 3 Exemple VI.2. |1 + Z| = \/§

& Remarque VI1.5.
— Géométriquement, le module de z € C correspond a la distance entre le point
d’affixe z et lorigine du plan R

R

f

R

"I est égale a la distance

Plus généralement, si z,2’ € C, la quantité |z — z
entre les points d’affixes respectives z et 2’ dans R2.
— Siw € C et R > 0, une équation du cercle € (w, R) de centre w et de rayon

R est donc :
|z —w| =R (E :VL1)

(Re(z) — Re(w)? 4+ (Im(z) — Im(w))? = R?. (E :VL.2)

— De la méme fagon, les inéquations du type |z — w| < R ont pour ensemble
solutions les affixes des points d'un disque de R2.
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Proposition VI.5. Soit z € C. Alors :
(i) 2] =0 2=0;

(i) |2 = |=];
(iii) Re(z) < |Re(2)] < |z| et Im(2) < [Im(2)| < |2]

Démonstration. Les points (i) et (ii) découlent immédiatement de la définition. Pour

le point (iii), posons z = x + iy ; alors :

lz| = V22 +y2P >Vl =|z| >z

et symétriquement avec la partie imaginaire, d’ou le résultat.

Proposition VI.6. Soient z, 2’ € C. Alors :

(i) [22'] = |zl["];
i) si 2 20, | 2] = L
|2/|

Zl

)
(iii) |z 4 2| < |2| +|#/| [inégalité triangulaire 1];
)

(iv) ||z| = ||| < |z — 2/| |inégalité triangulaire 2].

& Remarque VI.6. Géométriquement, 'inégalité triangulaire 1 nous indique que
le plus court chemin entre deux points du plan est la ligne droite : la distance du
parcours (0, z, z + 2') est supérieure a celle du parcours (0, z + z/).

Démonstration.

(i) Découle de la définition et des propriétés de la conjugaison.

(ii) Idem.

(iii) Si 2/ = 0, l'inégalité est triviale. Sinon, posons u = 5 et montrons que

|1 +u| <1+ |u|. Pour ce faire, nous allons comparer les carrés de ces deux
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quantités :

4wl = (1 +u)?=0+u)(1+7) —1—2ul —|uf?
=u+7u—2|ul
= 2(Re(u) — |ul)
<0.

Ne nous reste plus qu’a multiplier cette inégalité par |2’| pour obtenir le résul-
tat.

(iv) Echanger les roles de z et 2’ ne change rien & I'expression souhaitée : nous
pouvons donc supposer, quitte & échanger z et y, que |z| > |2’|. Remarquons
alors que z = z — 2/ + 2’ ; certes, me direz vous. . .Mais, en utilisant la premicre
inégalité triangulaire, on obtient :

x| =z —2"+ 2| < |z = 2|+ ||
et donc |z| — |Z| < |z — 2/|. Comme |z| > |Z/|, on a bien :
2] = 2]l = |2 = || < [2 = 2] .
O

& Remarque VI.7. Cas d’égalité dans la premiére inégalité triangulaire.
Pour caractériser les complexes z, 2’ tels que |z + 2/| = |z| + |Z/|, procédons par
analyse—synthése.
Analyse. Supposons trouvés z, 2’ € C tels que |z + 2/| = |z| + [2/]. Si 2/ # 0, on
z
pose u = — et on obtient
z
14+ ul =1+ |u
ce qui est équivalent, nous venons de le voir dans la démonstration de 'inégalité
triangulaire, a :

Re(u) = |ul .

Ceci entraine, comme |u| = y/Re(u)? + Im(u)?, que u € Ry, i.e 3 =u € R,.

Synthése. Si 2/ = 0, 'égalité est trivialement vérifice. Si z = uz’, avec u € R,
alors :

|2+ 2] = |2/ + u?|
= [(1+u)?|
= |1 +u||Z|
= (14 u)|#|
=[] + [ull#/|

/
= 2| + 2|
En conclusion, nous venons de démontrer le résultat suivant :

z+2|=z|+ ] <= (=0 V(FueR,, z=u).
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2.7 Trigonométrie, le retour

a) Nombres complexes de module 1

Ce paragraphe est, vous 'aurez deviné, dédié a I’étude de I’ensemble des nombres
complexes de module 1, & savoir :

U={ze€C|lz| =1} CcC".

Proposition VI.7. L’ensemble U est stable par multiplication et inverse. I

Démonstration. Le module du produit est le produit des modules, idem pour I'in-
1
Verse.Orlxlzizl... O

& Remarque VI.8.
— Nous dirons dans le chapitre VIII que U posséde, de par ces stabilités, une
structure de groupe.
— Géométriquement, U correspond au cercle unité de R?.

— Si z €U, alors |2|> = 22 = 1 donc — = z. En effet, si z € C*, on a
2

z

1
N

Définition VI.3. Soit # € R ; on pose

e = cos(6) + isin(f) .

¥ ArTENTION : 11 s’agit la d’une notation; n’imaginons pas que ces quantités
héritent de toutes les propriétés de I'’exponentielle. Pensez a la positivité ...

% Exemple VI.3.
— €0 = cos(0) + isin(0) = 1; incidemment, notons que 1 = e

rassurant pour notre santé mentale a tous.
2im __ 1:
Y

U ce qui est

Il
~.
mlg\..
o

%
%

€
— €
(&

ENERNVIE

(1+1).

Proposition VI.8. On a I'égalité ensembliste suivante :

U={c’|0cR}.

& Remarque VI1.9. Ce résultat est parfois appelé paramétrage du cercle unité ;
en effet, nous décrivons ce dernier comme I'image de la fonction

fR—=C

0 e
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Démonstration. Montrons deux inclusions.
(D) Soit 0 € R; alors

|| = \/cos(0)% +sin(6)? = 1
donc € € U.

(C) Soit 2z = 2 + iy € U; alors 2? + y*> = 1, ce qui entraine que le point (z,y) se
situe sur le cercle trigonométrique (ou unité¢) de R%. De fait, il existe 6 € R tel
que = = cos(f) et y = sin(f). In fine, 2 = €¥.

[

Proposition VI.9. Soient 0,0’ € R. Alors :
(i) ei(9+0’) — 62‘961'9/ ;
) 1 —
P T
i) e =— =¢eb,;
(i) et =
o

our tout n € Z, e = (e)";

i)
(iv) p
)

i)

Démonstration.
(1)
e = (cos() + isin(f))(cos(6') + isin(6'))
= (cos(0) cos(8') — sin(#) sin(6')) + i(cos(#) sin(6’) + cos(#") sin(h))
=cos(0 +0") +isin(d + 6')
_ (040"

(ii) L’égalité avec le conjugué est triviale; le lien avec I'inverse découle du fait que
si z € U, alors |z]> = 2z =1 donc £ =7Z.

(iii) Découle des points (i) et (ii).

(iv) Par récurrence a partir des points (i) et (iii).

(v)

e =14 cos() +isin(h) =1

< (cos(d) = 1) A (sin(f) = 0)

< 0 =0/[27]
(vi) Découle des points (iii) et (iv).

[

& Remarque VI1.10. En conséquence, 'application

IE 0,27 - U

0 s e

est une bijection. Topologiquement, U est obtenu en "raccordant" entre elles les
extrémités de [0, 27].
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Le résultat qui suit est attribué a Leonhard Fuler (mathématicien suisse, 1707—
1783) et posséde de nombreuses applications sur lesquelles nous reviendront ulté-
rieurement.

Proposition VI.10 (Formules d’Euler). Soit § € R; alors :
eif 1 =it
0) = ———
cos(6) 5
et 0 »
et _ =i
N
sin(0) 5

Démonstration. Découle immédiatement des formules liant parties réelle et imagi-
naire au conjugué. O

& Remarque VI.11. Toute ressemblance avec le (co)sinus hyperbolique est bru-
talement non fortuite.

La formule qui suit doit son nom au mathématicien francais Abraham de Moivre
(1667—1754), qui passa la majeure partie de sa vie exilé en Angleterre en raison de
sa foi protestante.

Proposition VI.11 (Formule de Moivre). Soit 6 € R et soit n € Z. Alors :

(cos(0) + isin(f))"™ = cos(nh) + isin(nh) .

Démonstration. Triviale une fois que l'on a passé le terme de gauche sous forme
exponentielle. O

La question que chacun d’entre vous doit (peut—étre) se poser est la suivante :
ces formules sont bien jolies (et encore...), mais quelle est donc leur utilité ? Oh,
sweet summer child. . .

¢ Linéarisation

Le premier usage reconnu des ces formules est la linéarisation d’expressions tri-
gonométriques. Par exemple, si 0 € R :

i0 —if\ 3
cos(0)? = <%)

8
_ 2cos(36) 4 6 cos()
a 8

1
=1 cos(30) + %cos(@) :
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De facon plus générale, sid € Ret n € N, on a :

0y i\ "
cos(0)" = (%)

1 ~ (n ik —i(n—k)6
=52 () e
k=0

1 n\ ;
_ = i(2k—n)0
L (1)
k=0

Or, cos(A)" € R; il est donc égal a sa partie réelle, i.e

cos(0)" = Re(cos

Cette formule (et son analogue pour le sinus) n’est évidemment pas a apprendre par
coeur, mais a savoir retrouver.

¢ "Délinéarisation"
A Tinverse, la formule de Moivre nous donne, si # € R et n € N, que :

cos(nf) + isin(nf) = (cos(@) + isin(6))"
— Z ( ) cos(8)" %% sin(9)F .

En passant a la partie réelle, qui ne conservera ici que les termes pairs de la somme,
nous obtenons que :

cos(nf) = Z <2T;) cos(0)" % (—1)P sin(6)*

0<2p<n

car i = (i*)? = (—1)P. Une formule analogue peut évidemment étre obtenue pour
le sinus en passant a la partie imaginaire.

¢ Calculs de sommes

Pour finir ce musée des horreurs calculatoires, intéressons nous au calcul, pour
0 € R et n € N, des sommes suivantes :

Sy = Zcos(k;@) et T,= Zsin(k@) :
k=0 k=0

cpge.webgirand.eu 92




MPSI Corot CHAPITRE VI. NOMBRES COMPLEXES

L’idée naturelle ici est de calculer

n

Sy + i1, = Z cos(kf) + isin(k0)

k=0
n
— Z esz )
k=0

En effet, on reconnait la somme des termes d’une suite géométrique. A supposer que
6 # 0[27] (auquel cas le calcul me semble abordable sans technique particuliére),

on a donc :
1 — 6i(n+1)9
S, +il, = ———
+1 T

Pour simplifier cette fraction, on factorise par I’angle moitié, i.e :

1 . el(n+1)6 ei(n-gl)ﬂ 672 (n-‘;l)@ . ei(n-gl)g
T—e? 4 e~i5 — el
sin (—(nzl)(?)
sin (g)
De fait :
. n \ Sin (—(”’;1)9>
S, = Re(S,, +1iT},) = cos <—9> ——
2 sin (5)
et
' p o sin <—(";1)9>
Tn = Im(Sn + ZTn) = Sin <—6)> 7o\
2 sin (5)
Youpi.

& Remarque VI.12. La technique de factorisation par l'angle moitié se révele
souvent fort utile en pratique pour factoriser et/ou déterminer module et argument
d’expressions du type e? £ €' avec p, ¢ € R. En effet, on a alors :

e 4 ¢ = ¢ (1 + ei(q’p))
— ¢ilpt(a=p)/2) (e—(Q—p)/2 + 6(q—p)/2) 7
le membre de droite s’exprimant alors a ’aide d’un cosinus ou sinus.
#1 Exercice VI.3. Retrouver, pour p,q € R, les formules pour cos(p) = cos(q) et
sin(p) + sin(q).

b) Argument

Définition VI.4. Soit z € C; on appelle argument de z tout 6 € R tel que

z=|z|e".
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& Remarque VI.13.
— ATTENTION : il n’y a pas unicité de 'argument ; par exemple 1 = >0 = 27,
— Géométriquement, un argument de z € C d’'image A € R? est une mesure de
I'angle orienté entre 'axe des abscisses et la droite (OA).

N\

Z

4

V"

— 0 admet tout nombre réel comme argument.

Proposition VI.12. Soit z € C* et soit #p un argument de z. Alors ’ensemble des
arguments de z est :

%:{90+2k7r|keZ}

Démonstration. Démontrons deux inclusions.
(D) Immédiat par périodiciteé.
(C) Soit n € o, ; alors 2z = |z]e™ = |z[e® donc, comme |z| # 0, € = ¢ et donc
n = 6y [27], d’ou le résultat.
m
& Remarque VI.14.
— Un piége classique & éviter : si z = ae®, § n’est pas nécessairement un ar-
gument de z, étant qu'il pourrait étre négatif. . .Mais pas (trop) de panique :
—1 =€,
— Sur un intervalle de longueur inférieure a 27, 'argument est unique.

Notation. Soit z € C; on note arg(z) 'unique élément de <7.N[0, 27[. Cette notation
est arbitraire ; certains préférent donc écrire des choses du style "arg(z) = 6 [27]".

& Remarque VI.15. Si z € C*, on a :
zeR <« arg(z) € {0,7}.

> Exemple VI.4. Pour déterminer 'argument de /3 + i, on le divise par son
module et on essaie de reconnaitre une exponentielle connue :

V3+i

= ¢’ .
2

Ainsi, arg(v/3 + i) = %
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c) Forme trigonométrique

Définition VI.5. On appelle forme trigonométrique d’un nombre complexe z
toute écriture de la forme z = re?, avec r € Ry et § € R.

> Exemple VI.5. —1 = ™ = %7 ; notons au passage que cette écriture n’est
pas unique.

& Remarque VI.16.

— Travailler avec des complexes sous forme trigonométrique est en général une
bonne idée lorsque 'on veut les multiplier et/ou diviser, mais pas pour les
additionner.

— Dans l'écriture sous forme trigonométrique "z = re
r=|z| et § € ..

" on a nécessairement

Proposition VI.13. Soient z, 2z’ € C* et n € Z. Alors :

(i) arg(zz') = arg(z) + arg(2’) [27];
(i) arg (5) = arg(z) — arg(?’) [27];

(iii) arg(z") = narg(z) [27].

Démonstration. Mettre z et 2’ sous forme trigonométrique. [

#1 Exercice VI.4. Soit ¢ € R; mettre sous forme trigonométrique le complexe
1+ e,

w Correction : On factorise par l’angle moitié :

1+€'Lt — (6 i3 +612)612

t\ ;¢
=2 —)e'z.
cos <2)e

t
1l faut ensuite digresser selon le signe de cos (5)

#1 Exercice VL.5. Soient a,b,t € R ; démontrer qu’il existe A, v € R tels que :
acos(t) + bsin(t) = Acos(t — ¢).
w Correction : On a :

acos(t) + bsin(t) = Re(ae” — ibe™)
= Re((a — ib)e™)

et donc, en posant A = |a — ib| et p = —arg(a —ib) on a :

acos(t) + bsin(t) = ARe(e!*™?)) = Acos(t — ¢).
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d) Exponentielle complexe

Définition VI.6. Soit z € C. On appelle exponentielle de z le nombre complexe

e = 6Re(z)eiIm(z) )

& Remarque VI.17. Remarquons que les deux "exponentielles" intervenant dans
cette notation sont différentes : la premiére est un exponentielle réelle, la seconde
est de type "e".

Proposition VI.14. Soient 2,2’ € C. Alors :

(i) e* =e?;

| = eRe(®) et arg(e?) = Im(2)[27];

Démonstration. Immédiat en passant par la définition. O]

Proposition VI.15. Soit z € C; alors ¢* =1 < 2z € 2inZ.

& Remarque VI.18.
— En particulier, 'exponentielle complexe n’est PAS bijective.
— On en déduit que, si z, 2’ € C, alors ¢* = ¢ < 2 = 2/ [2in].

Démonstration.

(<) Immédiat.

(=) Siz=ux+1iy € Cest tel que e* =1, alors e = 1 et donc e* = |¢*| = 1, ergo
x=0et e¥ =1, dou le résultat.

]

Proposition VI.16. La fonction

exp: C — C*
z e

est surjective. De plus, pour tout a € C* et v € C est tel que €” =a, on a :

exp ' ({a}) = {y + 2ikm |k € Z} .
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Démonstration. L’exponentielle complexe est a valeurs dans C* d’aprés le point
(iv) de la proposition VI.14. Soit ensuite a € C*, que I'on peut écrire sous forme
trigonométrique a = |ale’, avec § € o7,. Alors, si on pose v = In(|al) +i6, on a :

exp(y) = elnllad i — lale® = a
donc exp est bien surjective. Enfin, pour tout 7 € C :
a=¢€ e =e &y=7T1[2n
O

¥ Remarque VI1.19. L’exponentielle complexe réalise donc une bijection entre
toute "bande" de la forme A = {x + iy | (x,y) € R x [2k7,2(k + 1)7[} et C*.

3.7 Equations algébriques

a) Trinémes du second degré

Vous avez logiquement une idée assez précise de la méthode de résolutions d’équa-
tions de la forme az? 4 bx + ¢ = 0 avec a, b, c € R. Le but de ce paragraphe est de
mettre en place un analogue complexe de ce procédé.

Définition VI.7. Soit z € C. On appelle racine carrée tout nombre complexe a
tel que a? = z.

> Exemple VI.6. 2 est une racine carrée de 4, i une racine carrée de —1.

Proposition VI.17. Tout nombre complexe non nul posséde exactement deux ra-
cines carrées distinctes.

Démonstration. Soit z € C* de forme trigonométrique z = re (r > 0). Procédons
par analyse—synthése.

Analyse. Soit a = pe’? € C, avec p > 0 tel que a® = z, i.e re?? = p?e?%. Alors, en
passant au module dans cette égalité, on obtient

pr=riep=r.

En passant ensuite a ’argument dans 1’égalité initiale, on a :

2¢ = 0 27]
ce qui signifie qu’il existe k € Z tel que 2¢p = 0 + 2k7 et donc, en divisant par
2:
0
=5 [7] .

6
Ceci entraine donc que ¢ est congru a 3 ou3 + m modulo 27. Or, comme

.0 -0 .
2t = —¢’z on a in fine que :

a € {\/Feig, —\/Feig} .
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Synthése. Il est immédiat que les deux valeurs proposées ci-dessus sont des racines
carrées de z.

]

. . . - T .
> Exemple VI.7. Les deux racines carrées de i = e’z sont donc +e'7, i.e

1 :
:I:E(ljtz).

& Remarque VI.20. Il est donc aisé de trouver la racine carrée d’un nombre
complexe dont on connait la forme trigonométrique. Si on ne connait que sa forme
algébrique z = = + 1y, on peut faire usage de la méthode suivante : si a = X + Y
est tel que a® = z alors :

X% Y24+ 2iXY =z +1y

et, commme |a|? = |z] :

(X2 +Y?)? =22+ 97,

On obtient donc un systéme de trois équations qu’il nous sera généralement possible
de résoudre :
X2 -Yy?
2XY = Y

Il
8

> Exemple VI.8. Pour déterminer les racines de 144, on tombe sur les équations :

X2 -Y?
2XY =
(X2—|—Y2)2 = 9

I
— =

i.€
X2-v? = 1
2XY = 1
X24+Y?2 = V2

En utilisant les deux équations quadratiques, on trouve :

V2 +1 V2 -1
X =4 J;, Y =+ J; .

La seconde équation nous dit de plus que X et Y ont méme signe, ainsi les racines
de 1+ sont :
2+1 2—-1
o R
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Proposition VI.18. Soient a, b, c € C tels que a # 0. On considére 1’'équation :
az? +bz+c=0 (E :VL3)

d’inconnue z € C et on pose A = b? — 4ac. Alors :
— si A =0, 'équation (E :VI.3) admet un unique solution, a savoir :

—_— _b .
20 = 2%’
— si A # 0, 'équation (E :VI.3) admet exactement deux solutions distinctes, a
Savoir :
_ —b+9 _—b-9
AT T 0 2T T

ol 0 est une racine carrée de A.

& Remarque VI.21. Notons que I'extension & C de la notion de racine carrée sim-
plifie le cas réel en nous évitant de distinguer deux cas selon le signe du discriminant

A.

Démonstration. Soit z € C; commencons par remarquer que :

( b)2 , b B
2+ — | =2+ —z+-—
2a

ce qui entraine que :

b
a22+bz+c:a<22—|——z+£)
a a
b2 b2
:CL<Z+%) —a@—l—c

L b A

e z R _ .

¢ 2a 4a

Soit 0 € C une racine carrée de A (qui sera donc nulle si A l'est). Alors :

. f b\> A
z est solution de (E :VI3) < alz4+— | =—
2a 4a

b\> 52
‘:’(”%) s

b\ 5\?
ﬁ(H%) _(%)
b )
=
<:>Z+2a 2a

d’ou le résultat. O

& Remarque VI.22. On déduit de ce résultat que si r, 7" sont les deux racines du
trindme (comptées avec multiplicité), on a la factorisation :

VzeC, a’+bzt+c=alz—7)(z—1).
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De fagon générale, si P est une fonction polynomiale complexe admettant une racine
a, I'expression P(z) peut se factoriser, pour tout z € C, par z—a (cf. chapitre XIV).

® Exemple VI.9. L'équation 22 — (1 +2i)z+i—1 = 0 a pour discriminant A = 1
et solutions 1 + 7 et 7.

& Remarque VI.23. Le produit (resp. la somme) des solutions de (E :VI.3) est
b

égal & ¢ (resp. égale & — —) . Nous verrons dans le chapitre XIV qu’il ne s’agit pas
a a

d’une coincidence.

Proposition VI1.19. Soient z,z',s,p € C. Alors :

ro_
{Z+,z ; <= 7z et 2/ sont solutions de X? —sX +p=0.

Démonstration. Le sens indirect provient de la proposition VI.18. Pour le sens direct,
il suffit de développer (X — 2)(X — 2’), qui a clairement pour racines z et 2’ et est
égal & X% —sX +p O

#1 Exercice VI.6. Déterminer les nombres complexes z, y tels que :
T+y = 1
Ty = 2
b) Racines n—iémes

Dans tout ce paragraphe, nous considérons comme fixé un entier n € N* et nous
intéressons & la notion de racine n—iéme (complexe) définie ci-ensuite.

Définition VI.8. Soit z € C; on appelle racine n—iéme de z tout nombre complexe
a tel que a” = z.

Vocabulaire. Une racine n—-iéme de 1 est appelée racine n—iéme de 'unité.
Notation. On note U, I’ensemble des racines n—iémes de 'unité; i.e
U,={z€C|z"=1}.

& Remarque VI1.24. Il est aisé de démontrer que :
— U,, c U C C* (passer au module) ;
— U, est stable par produit et passage a I'inverse.

2ikm

Proposition VI.20. Posons, pour k € N, & = e » . Alors :

Un - {50, e >§n—1} .

En particulier, U,, est un ensemble contenant exactement n éléments.

cpge.webgirand.eu 100



MPSI Corot CHAPITRE VI. NOMBRES COMPLEXES

& Remarque VI.25. Notons que & =&, = 1.

Démonstration.

(D) Immeédiat en remarquant que, pour tout k € N :
5]? — eZikﬂ' —1.

(C) Soit z € U, i.e 2" = 1. Ceci entraine en particulier que z € U, i.e |z| = 1,
donc il existe § € R tel que z = €. Le fait que 2" = 1 a pour conséquence

que nf = 0[27], ergo il existe k € [0, n — 1] tel que e = ¢“»". Il ne nous reste
plus pour conclure qu’a remarquer que &, . .., &,_1 sont deux a deux distincts.
[

& Remarque VI.26.
2im
— Sion pose £ =en , alors pour tout k € N, &, = &,
— Ceci a pour conséquence que :

"—1
§k = ff —7 = 0
k=0
car " =¢&, = 1.
> Exemple VI.10.
— U ={1};
— Uy = {_17 1}:

— en posant j = e%, on a Uz = {1,7,5%}. Remarquons que l'on a de fait
1+j+5°=0etj=j°;
- U4 - {—1, 1, —Z,Z}

Géométriquement, les points de U, forment un polygone régulier a n cotés,
comme illustré sur la figure ci—ensuite pour n = 3, 4.
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Proposition VI.21. Soit z € C* de forme trigonométrique z = re®. Alors les
racines n—iémes de z sont exactement les

0
Jren &

pour k € [0,n — 1.

Démonstration. Cela provient du fait que si u et v/ sont deux racines n—iémes de z,
u

alors — € U,. O
u

L 2 Exemple VI.11. Les racines cubiques de 2 sont \3/5, j\?ﬁ et j2\3/§.

4.7 Transformations du plan

Le but de ce paragraphe est de construire un "dictionnaire" reliant transforma-
tions géométriques du plan et applications de C dans C. Rappelons que la corres-
pondance entre ces deux ensembles est donnée par 'application

0:C—R?
z +— (Re(z),Im(z))
de réciproque
Y :R? = C
(@,y) =z +iy
& Remarque VI.27. Afin de mieux comprendre ce qui va suivre, il peut étre utile

de noter les deux choses suivantes : si A, B, C' € R? sont des points du plans d’affixes
respectives a, b, c € C, alors :

— le module est égal au quotient des longueurs (non algébriques) AC' et
AB;
— largument arg (Z_—a) est une mesure (modulo 27) de I’angle orienté (E : AC ).
—a

L’argument supra permet de déterminer rapidement si les points A, B, C' sont alignés
ou orthogonaux.

a) Translations, homothéties
Soit u = ¢(z,) € R?; on appelle translation de vecteur u I'application
7. : R? = R?
p(z) = (2 + 20) -

Si Q = p(w) € R? et XA € R, on appelle homothétie de centre ) et de rapport
A I'application
Ha - RQ — RQ
p(2) = p(w+ Az —w)).
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b) Rotations

Soit # € R et soit 2 = p(w) € R?; on appelle rotation de centre 2 et d’angle ¢
I’application

P06 - R2 — ]RQ
e(2) = ¢ (w+ (2 —w)e”) .

c) Similitudes directes

Définition VI.9. Soient § € R, A € R* et Q = ¢(w) € R% On appelle similitude
directe de centre (2, de rapport A\ et d’angle # I'application :

yg})\ﬂ : RQ — R2
e(2) = @ (w+ Az —w)e”) .

& Remarque VI1.28. Une similitude directe est donc la composée d’une rotation
et d’'une homothétie. Il s’agit en fait des applications de la forme

o(z) = p(az+b)

avec a, b € C tels que a # 0.

Proposition VI.22. Les similitudes directes conservent les angles orientés.

Démonstration. Les rotations et les homothéties conservent les angles orientés, d’ou
le résultat. O
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Chapitre VII

Suites numériques

1.7 Généralités
a) Notion de suite numérique

Rappelons la définition suivante, a laquelle nous avions fait allusion dans le
chapitre V.

Définition VII.1. On appelle suite (numérique) toute application
u: [ng, oo[— K, ou :

— K e {R,C};

— np € N est appelé rang initial de la suite.

Notation. La suite u peut étre notée (uy)n>n, (ou simplement (uy,), si ng = 0); ses
termes u(n), pour n > ng, peuvent étre notés u,. Il est hors de question d’écrire
"la suite u,", ou autres abominations du genre.

1
iy Exemple VII.1. (n2 + 1)n>o0, (_) :
- n n>1

& Remarque VII.1. Dans les faits, nous disposerons de trois fagcons de définir une
suite numérique :
— de facon explicite, comme dans 'exemple supra ;
— de fagon implicite, e.g I'unique suite u telle que Vn € N, u2 + 1 =n;
— par récurrence, en fixant le premier terme et donnant une relation reliant
le terme de rang n a ceux le précédant (nous verrons plusieurs exemples de
ce type de suite au paragraphe 5.7).

Dans la suite du chapitre, nous énoncerons et démontrerons les résultats en
partant du principe que ng = 0. Il s’agit d’une simplification arbitraire et aisée a
généraliser a toute valeur du rang initial ; nous laissons le soin de le faire a notre
bienveillant lecteur. Nous nous intéresserons également dans un premier temps uni-
quement aux suites a valeurs réelles; la généralisation au cas complexe des
résultats ne sera par contre en aucun cas automatique, et nous lui dédions la partie
4.7 de ce chapitre.
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b) Suites bornées

Définition VII.2. Une suite réelle u € RY est dite :
— majoréesi dM € R, Vn e N, u,, < M;
— minorée si 3m € R, Vn € N, u,, > m;
— bornée si elle est majorée et minorée.

& Remarque VII.2. Une suite (u,), € RY est donc bornée si et seulement si la
suite (|un|), est majorée.

® Exemple VIIL.2. La suite (n? + 1),>0 n’est pas majorée, mais minorée par 1,

0 ) 427
ou méme ———-.
13

c) Variations

Définition VIIL.3. Une suite réelle u € RY est dite croissante (resp. décroissante)
sl :
Vn,n' € N tels que n < n'; u, < uy (resp. u, > ).

Si l'inégalité ci—dessus est stricte, on parle de monotonie stricte.

& Remarque VII.3. On peut (doit!) démontrer (par télescopage) que ceci est
équivalent a 1’étude du signe de u,1 — u,, pour tout n € N.

241
n +1> . Soit n € N;

> Exemple VII.3. Etudions la monotonie de la suite (2 n
n

alors :

(n+1)2+1 _n2+1
2n+1)+1 2n+1
2n+1)((n+1)2+1)— (2n+3)(n? + 1)
(2n+3)(2n +1)
Cn+1D)n*+1)+2n+1)2=2n+1)(n*+1)—2(n*+1)
(2n+3)(2n+1)

(2n+1)2=2(n*+1)

(2n+3)(2n+1)
_An? +4An4+1—2n% -2
 (2n+3)(2n+1)

2n* +4n — 1
2n+3)2n+1)"

Up+1 — Up =

Le numérateur est un trinéme du second degré en n dont I'unique racine positive

3
est —1 + \/; = 0.225. De fait, (u,), est croissante a partir de n = 1.
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Définition VII.4. Une suite u € RY est dite stationnaire si

JceR, INeN, Vn> N, u, =c.

& Remarque VII.4. Une suite stationnaire est donc une suite constante a partir
d’un certain rang.

1
> Exemple VII.4. La suite (L—J) est stationnaire; elle en effet nulle a
n n>1

partir de n = 2.

#1 Exercice VII.1. Démontrer que toute suite décroissante d’entiers naturels est
stationnaire.

w Correction : Soit u € N une suite décroissante. On pose :

& ={u,|n >0}
l’ensemble des termes de la suite. Il s’agit d’une partie de N non vide donc, par
aziome D, & admet un minimum, soit mg = u,,. Par décroissance, pour tout n > ny,

u, < mg, ce qui entraine par minimalité que u, = mg. La suite est donc bien
constante a partir du rang ng (au moins).

2.7  Limite d’une suite

a) Limite réelle

Définition VIL.5. Soit u € RY et £ € R; on dit que la suite (u,), converge vers
Csi:
Ve>0,INeN, Vn> N, |u, — (| <c¢.

Le réel ¢ est alors appelé limite de la suite w.

Notation. On utilisera indifférement w,, —— ¢, u,, — ¢, lim w,, = £ ou limu,, = ¢.
n—oo n—oo
Avant d’aller plus loin, analysons la définition de limite. Elle se découpe en trois
parties :
— "Ve > 0" nous indique que ce qui va suivre sera vrai quel que soit le ¢ choisi.
Ce dernier quantifiera la précision de notre approximation ;
— "dN € N, Vn > N, " signifie que la propriété est vraie a partir d’'un certain
rang N ;
— "u, — €| < e" nous dit que 'écart entre u, et ¢ sera inférieur a la précision
choisie.
In fine, la définition peut se reformuler de la fagon suivante : quelle que soit la
précision choisie, u,, sera plus proche de ¢/ que cette derniére pour n assez
grand.
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1 1
> Exemple VII.5. Soit € > 0; alors pour tout n > {—J +1, — <e. Ainsi :
€ n

1
- ——0.

n n—oo

Définition VII.6. Une suite convergeant vers une limite REELLE est dite conver-
gente. Dans le cas contraire, elle est dite divergente.

1
L < Exemple VII.6. La suite (—) n > 1 est convergente (vers 0). Nous verrons
n

que la suite ((—1)"), est divergente (sans limite), de méme que (n* + 1), (limite
infinie).

Proposition VII.1. Une suite convergente admet exactement une limite. I

Démonstration. Soit v € R™ une suite convergente dont on suppose qu’elle admet
deux limites ¢ et ¢'. Soit € > 0; alors, par définition de limite :
— ANeN, VR >N, | |u, — ] <¢;
— IN' e N, Vn > N', |u, — V| <e.
Ainsi, si on fixe n > max(N, N'), on a :
0= =0 =0+ u, — uy|
< up — ) + |u, — |
< 2e.

1
En posant ¢ = §|£ — {'| on obtient alors :

2
=1 < §|€ — 0|

ce qui n’est possible que si |[¢ — ¢'| = 0, d’ou le résultat.
]

Proposition VII.2. Une suite convergente est bornée. I

Démonstration. Soit u € RY convergeant vers ¢ € R. Alors, en appliquant la défini-
tion de limite & € = 1, on obtient :

INeN, V>N, |u, — ¢ <1.

La seconde inégalité triangulaire nous livre alors que :
AN €N, Vn > N, Jug| = [€]| < up — €] <1
et donc |u,| € [1 — |¢|, 1+ |¢|]. In fine, la suite (uy,), est bornée par

max(|ugl, ..., Jun—1|,1+ [£]).
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¥ ATTENTION : la réciproque est fausse, comme nous le verrons un peu plus
tard. La suite ((—1)"), est en effet bornée et divergente.

Proposition VII.3. Soit u € R alors :
(i) le produit d’une suite bornée par une suite convergeant vers 0 converge vers 0 ;

(i) siu, — ¢ € R, alors |u,| — |{|;

(iii) up, = 0 < |u,| — 0.

Démonstration.
(i) Supposons que u, — 0 et soit v € RY une suite bornée par M € R% . Alors,
par définition de limite, pour tout € > 0 :
€

INEN, Vn> N, |u, — 0| <
eN,Vn> N, |u 0\_M

et donc .
AN € N, Vn > N, |u,v,| = |uy||v,| < M x i
d’ou unv, — 0.

(ii) Il suffit de remarquer que, pour tout n > 0, ||u,|—|¢|| < |u, —£| et de réinjecter
cela dans la définition de limite pour la suite (uy,)p.

(iii) Immédiat via la définition de limite.

="

i Exemple VIL.7. La suite (
n

> converge vers 0.
n>1

Proposition VII.4. Soient u,v € RN telles que :
— vy, — 03
— AN eN, Vn >N, |u,| < v,.

Alors u,, — 0.

Démonstration. Soit € > 0; alors par définition de limite, il existe N’ € N tel que
pour tout n > N, |v,| = v, > e. Ainsi, pour tout n > max(N, N'), on a :

|un| <wv, < |Un| <e

d’ou le résultat. ]

b) "Limite" infinie

Définition VIL.7. Soit u € RY; on dit que u tend (ou diverge) vers +oo (resp.
—00) si:
VM eR, 3N €N, Vn> N, u, > M (resp. u, < M).
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Notation. u,, — £o00 ou limu,, = Fo0.
8 ATTENTION : Une suite tendant vers +oo n’est pas convergente.

W Exemple VIL.8. Soit ¢ €]1,00[ et posons h = ¢ — 1. Alors, par binéme de
Newton, pour tout n € N :

¢"=(1+h)">1+nh.

Ainsi, si M € R, alors ¢" > M dés que n > ; de fait ¢" — oc.

& Remarque VIL.5. Une suite divergeant vers +oo (resp. —oo) n’est jamais
majorée (resp. minorée). La réciproque est par contre fausse : considérer la suite

((=1)"n)n.

Proposition VII.5. Une suite admet au plus une limite, finie ou infinie.

Démonstration. Soit u € RY. Si u est convergente, elle est bornée et donc ne peut
admettre une limite infinie et posséde une unique limite finie par la proposition
VII.1. Dans le cas ou u,, — 00, alors elle ne peut étre convergente par définition et
dN €N, Vn > N, u, > 1 donc u, ne peut tendre vers —oo. On traite de la méme
facon le cas u,, — —o0. O]

c)

Opérations sur les limites

Commencgons ce paragraphe par rappeler les opérations "étendues" que nous
avons mis en place sur R = R U {—o00, +0oo} dans le chapitre III; elles nous seront
fort utiles pour I’énoncé des résultats de ce paragraphe.

+ —o00 |y ER | +00
-0 | —00 | —00 ?
reR| —oco | z+y | +00
+00 ? +o00 | o0
X —oo |yeR, | 0| yeR] | +oo
—00 +00 +00 ? —00 —00
r € R" | 400 Ty 0 Ty —00
0 ? 0 0 0 ?
r€RL | —o0 Yy 0 Ty ~+00
400 —00 —00 ? +00 400

(i) up+v, =L+
(ii) pour tout A € R, Au,, = M;

(i) upv, — 00,

Proposition VII.6. Soient u,v € RN et £, ¢' € R tels que u,, — ¢ et v, — ¢'. Alors,
a condition de ne pas tomber dans un cas d’indétermination, on a :
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Démonstration. Traitons par exemple le cas (i) lorsque ¢, ¢ € R. Soit € > 0; alors,
quitte a prendre le maximum des deux rangs apparaissant dans la définition de limite
pour u et v comme nous 'avons déja fait auparavant, on a :

JN €N, ¥n > N, <]un—€| < %) A <]vn—€'| < %)
et donc, pour tout n > N :

up + v, — (C+ )] < up — 4] + |0, = |

IN

+

M ol m
N ™

d’ou le résultat. Les autres cas se traitent selon un procédé similaire. O]

Proposition VIL.7. Soit u € RY et soit £ €]0, oo] tel que u,, — £. Alors :
(i) INeN, Vn> N, u, >0;
1

1
(i) — — -, avec la convention que — = 0.
Uy, 14 00

Démonstration.

Cas 1: (= o00. Soit € > 0; alors par définition de limite :
1
AN eN, Vn> N, u, > —.
€

Ainsi, pour n > N, u, >0 et :

—_

0<—<e¢

1
ergo — — 0.
u

Cas 2 : (¢ R%. Alors, par définition de limite :

AN eN, Vn> N, |u, — | <

DO |

. . . ) ¢ 30
Sin > N, u, est alors strictement positif car compris entre 3 et —. En effet :

14 ¢/
— < — — — = .
[un, f\_2<:>un Ee{ 2,2]

De plus, toujours pour n > N :

1 L fu, — ¢
T
up — £
B |un|
2|u, — 4|
< 1B

d’ou le résultat comme u,, — £.
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]

W FExemple VIL.9. Ceci implique (entre autres) que si ¢ €]0,1[, ¢" — 0; en effet

1 1\"
— > 1etdonc | — — 0.
q q

Proposition VIIL.8. Soit u € RY une suite telle que :
— up, — 0;
— dNeN, Vn> N, u, > 0.

Alors :

Démonstration. Analogue a celle de la proposition précédente. O

& Remarque VII.6. Il existe un résultat analogue pour les suites strictement
négatives a partir d'un certain rang convergeant vers 0.

¥ ATTENTION : I’hypothése de stricte positivité est essentielle. En effet, la suite

_1)
(( ) ) converge vers ( en tant que produit d’une suite bornée par une suite
n n>1

de limite nulle (proposition VII.3), mais son inverse, la suite ((—1)"n),>; n’a pas de
limite, comme nous le verrons un peu plus tard.

Le théoréme suivant sera énoncé plus proprement et démontré au chapitre 1X,
mais nous en donnons une version simplifiée en avant—premiére afin de simplifier
votre travail en exercices. Ne me remerciez pas. . .

Théoréme VII.9 (Composition des limites).
Soit © € RY admettant pour limite £ € R et soit f une fonction définie "autour de
0" telle que f(x) — ¢ € R. Alors :

T—

fluy) — 0.

% Exemple VII.10.
2 1

— e = 0,en — 1.

— Posons ug = 0 et, pour n € N, u,,1 = /1 + u,. Alors, & supposer que
cette suite admette une limite ¢ € R (nous le démontrerons plus tard dans
I’année), 'unicité de la limite (proposition VII.1) entraine que £ = /1 + £ et

1++/5

2
2=1+1).

donc ¢ = (¢ doit étre positive car les termes de la suite u le sont et
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d) Limites et ordre

Proposition VII.10. Soient u,v € RY convergeant respectivement vers ¢, € R

telles que :
AN eN, Vn> N, u, <wv,.

Alors :

<.

Démonstration. Soit € > 0; pour n assez grand (marre d’écrire les max de choses
et autres, vous me pardonnerez probablement; dans le cas contraire, méme tarif)
lup, — €] < e et v, — | <e. Ainsi :

(—e<u, <v, <l +¢

toujours pour n suffisamment grand. On en déduit que ¢ < ¢’ 4 2¢ pour tout € > 0,
ce qui implique que £ — ¢ minore R* et donc {—¢ <inf R} = 0, d’ou le résultat. [J

® ATTENTION : il nexiste pas de résultat analogue pour les inégalités strictes;
en effet, pour tout n > 0, n < n + 1 et pourtant les limites de ces deux quantités

sont égales.

Théoréme VII.11 (Existence par encadrement).
Soient u, v, w € RY et soit £ € R tels que :

— u et w convergent vers £ ;

— dNeN, Vn> N, u, <v, <w,.
Alors :

v, — L.

Démonstration. Soit € > 0, alors quitte a prendre le maximum des rangs associés a

uetw:
AN eN, Vn > N, (Ju, — €] <e) A (Jlw, — ] <e).

Ainsi, pour n > max(N, N'), on a I'inégalité :
(—e<u,<v, <w,<l+c¢

qui nous permet de conclure que |u, — | < € et d’obtenir la convergence désirée. [

—1)"+2
> Exemple VII.11. La suite (u) converge vers 0; en effet, pour
n n>1
tout n >1on a:
1 < ()™ +2 < 3 ‘
n n n

Nous disposons également d’une "version infinie" de ce théoréme, que nous énon-
gons dans le cas "par majoration" (limite +00) en laissant au lecteur le soin d’énoncer
et démontrer son analogue "par minoration".
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Proposition VII.12. Soient u,v € RY telles que :
— Uy — 00
— dN eN, Vn> N, u, <uv,.

Alors :

Uy, — 00 .

n

1
#y Exercice VII.2. En utilisant une intégrale, démontrer que Z z — +00.

n—00
k=1

e) Suites extraites

Définition VIL.8. Soit F un ensemble et soit u € EN; on appelle suite extraite
de u toute suite de la forme (uw(n))n, ou ¢ : N — N est une fonction strictement
croissante.

& Remarque VII.7. Extraire une suite revient donc a ne "garder" que les termes
indexés par I'image ¢(N).

> Exemple VII.12.

— (Ugn)n €t (uzn11), sont des suites extraites de u, ne contenant respectivement
que ses termes d’indices pairs et impairs. De méme, (u,2), est une suite
extraite de u.

— Siu=((—=1)")pn, (u2n)n est la suite constante égale a 1.

Proposition VII.13. Soient u € RY une suite admettant une limite ¢ € R; alors
ses suites extraites tendent également vers £.

Démonstration. Traitons par exemple le cas ¢ € R. Soit ¢ : N — N est une fonction
strictement croissante ; il est alors aisé de démontrer par récurrence que :

VneN, p(n)>n.
Soit € > 0, on a alors par définition de limite que :
INeN, VR >N, |u, — | <¢

et donc
Vn > N, |ugmy — € < €

car ¢(n) > n > N, d’ou le résultat. O

> Exemple VII.13. Depuis le temps que nous vous le promettions : la suite
((=1)™),, n’admet pas de limite. En effet, la suite de ses termes d’indices pairs est
constante égale a 1 et celle de ses termes impairs a —1 ; de fait elles n’ont pas méme
limite et donc la suite initiale ne peut admettre de limite.
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& Remarque VII.8. L’exemple ci-dessus est loin d’étre anecdotique; cette pro-
position nous servira principalement démontrer que des suites n’admettent pas de
limite.

Proposition VII.14. Soit v € RY une suite telle que (u2,), et (uzni1)n tendent
vers une méme limite ¢. Alors :

Uy, — L.

¥ Remarque VII.9. Le résultat reste vrai si (usp)n, (Usni1)n €t (Ugni2), tendent
vers la méme limite (et ainsi de suite).

Démonstration. Traitons le cas £ € R et fixons € > 0. Alors, quitte a remplacer N
par le maximum des rangs associés aux extractions paire et impaire, on a :

HNGN, VTLZN, (|U2n—€| §€)/\(|U2n+1—€| S6)

De fait, pour tout n > 2N + 1, on a |u, — ¢] < &, d’ou le résultat. O

3.7 Théorémes d’existence de limites

a) Le cas monotone

Notation. Si (u,), est une suite réelle majorée, on notera sup(u,) la borne supé-
neN
rieure de I'ensemble {u,, |n € N}. On peut bien sur étendre cette notation au cas de

la borne inférieure de ’ensemble des termes d’une suite minorée.

Proposition VII.15. Soit u € RY une suite croissante. Alors :

— si u est majorée, u converge vers sup(uy,);
neN

— sinon, u diverge vers +00.

& Remarque VII.10. Un résultat symétrique existe pour les suites décroissantes.

Démonstration.

Cas 1 : u est majorée. Alors 'ensemble
& ={u,|n €N}

est une partie de R non vide et majorée : elle admet donc une borne supérieure
£. Soit € > 0; par définition de supremum, ¢ — ¢ ne majore pas & et donc il
existe N € N tel que uy > ¢ —¢. Or, uy < ¢ donc |uy — £| < € et comme la
suite u est croissante, pour tout n > N, u,, > uy > { — ¢, ergo

Vn >N, |u, — | <e,

d’ou le résultat.
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Cas 2 : u n’est pas majorée. Soit M € R; comme u n’est pas majorée, il existe
N € N tel que uy > M. Or, u est croissante donc :

Vn >N, u, >2uy > M,

d’ou le résultat.

b) Adjacence

Proposition VII.16. Soient u,v € RY deux suites telles que :
— l'une est croissante, I'autre décroissante ;
— U, — v, — 0.

Alors (uy), et (v,), convergent vers la méme limite.

Démonstration. Soient (uy), et (v,), deux telles suites, la premiére étant croissante,
la seconde décroissante. Il est clair que dans cette configuration, comme w,, —v,, — 0,
pour tout n € N, uy < u, < v, < vy (car sinon la suite (,—v,), serait strictement
positive, croissante et convergente vers 0). La suite (u,), est donc croissante et
majorée par vy ; elle converge vers ¢ € R.

De la méme v est décroissante et minorée par uy donc converge vers ¢/ € R ; ainsi
Up — Uy, — £ — {'. Par unicité de la limite, ¢ = ¢'. O

Vocabulaire. Deux telles suites sont dites adjacentes.

> Exemple VII.14. Posons, pour n > 1 :
n (_1)k+1
Up = —, Up = U, et w, = U241 -
k=1

Soit n > 1; alors :

Un4+1 — Un = Ugp+2 — U2p
2n+2 (—1)k+1 2n (—1)k+!

Sy ey
k=1 k=1
1 1
- — >0
2n+2+2n+1 -

donc v est croissante ; on montre de méme que w est décroissante et

VYn>1, v, —w, =

donc les suites u et v sont adjacentes.

> Exemple VII.15. Les suites v et w de 'exemple précédent sont donc conver-
gentes vers une méme limite et donc, par proposition VII.14, la suite u converge vers
cette méme limite (nous verrons plus tard qu’il s’agit de In(2)).
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c) Théoréme de Bolzano—Weierstrass

Le résultat donnant son nom a ce paragraphe est nommé d’aprés Bernard Bolzano
(autrichien, 1781—1848) et Karl Weierstass (allemand, 1815—1897).

Théoréme VII.17 (Bolzano—Weierstrass).
De toute suite réelle bornée on peut extraire une suite convergente.

La démonstration de ce théoréme, bien qu’hors programme, nous est tout a fait
accessible ; elle repose sur une dichotomie.

% Exemple VII.16. Il existe une fonction ¢ : N — N telle que la suite (cos(¢(n))),
converge. A méditer : les p(n) forment une suite d’entiers strictement crois-
sante. ..

4.7 Suites a valeurs complexes

a) Considérations liminaires

Nous avons défini au début de ce chapitre la notion de suite numérique, englo-
bant les suites réelles et complexes. En préambule au présent paragraphe, notons
que si (2,), € CN est une suite & valeurs complexes, on peut lui associer les suites
réelles (Re(2,))n, (Im(2,))n et (|2n])n.

¥ ATTENTION : la suite (Zn)n est quant a elle a valeurs complexes.

Définition VIIL.9. Une suite complexe z € CN est dite bornée si la suite (|2,]),
est majorée.

¥ ATTENTION : on ne peut pas parler de suite complexe majorée ou minorée. . .

# Exemple VIL.17. Si 0 € R, la suite (e™?),, est bornée.

Proposition VII.18. Soit z € CV; alors :

(zn)n est bornée
<~
(Re(zn))n et (Im(zy)), sont bornées.

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence des majorations des parties réelles et
imaginaires par le module vues dans le chapitre V1. O]

b) Limites

La définition de limite finie se généralise sans probléme aux suites complexes (lire
la valeur absolue comme un module) ; la convergence d’une suite complexe est alors
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équivalente a la convergence des suites partie réelle et partie imaginaire associées.

¥ ATTENTION : on ne parle jamais de limite infinie pour une suite complexe;
pour comprendre pourquoi, considérez la suite (2"e),, qui diverge "en spirale" : son
module tend vers l'infini alors que son argument parcourt [0, 27| de fagon périodique.

/\

La plupart des résultats énoncés dans les paragraphes précédents se généralisent
aux suites réelles sans avoir a en adapter les démonstrations, en particulier :
— les opérations sur les limites ;
— les théorémes liés aux suites extraites, dont le théoréme de Bolzano—Weierstrass
(VIL17).
Par contre, en raison de ’absence d’ordre naturel sur C, aucun théoréme en lien
avec les inégalités ou la monotonie ne se généralise au cas complexe.

5.7 Zoologie des suites usuelles

a) Suites arithmétiques, suites géométriques

Définition VII.10. Soit u € CN et soit a € C. On dit que (uy,), est une suite. ..
— ...arithmétique de raison a si Vn > 0, u,1 = u, + a;
— ...géometrique de raison a si Vn > 0, u,11 = au,.

Ces suites ont été étudiées en long, en large et en travers en terminale. Rappelons
tout de méme les résultats suivants :
— siu € CN est une suite arithmétique de raison a € C, alors son terme général
est donné par la formule suivante :

Vn >0, u, = ug + an
et sa somme par :

n(n+1) ‘

VnEO,Zuk:(n—i—l)uo—i—a 5
k=0
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— si u € CN est une suite géométrique de raison a € C, alors son terme général
est donné par la formule suivante :

Vn >0, u, = upa”

et sa somme par :

n u(n+1) sia=1
Yn >0 E Uy = 1 —a™t!
- F Uy ————  sinon.
k=0 1—a

Proposition VII.19 (Nature des suites géométriques). Soit ¢ € C; alors :
— si |q| < 1, la suite (¢"),, converge vers 0;

— si |q] > 1, la suite (¢"), diverge et |¢"| = oo

— si|q| =1 et g # 1, la suite (¢"),, diverge.

Démonstration. Les cas |q| < 1 et |¢] > 1 ont déja été traités dans le cas réel; la
démonstration s’adapte aisément au cas complexe. Supposons a présent que |q| = 1
et ¢ # 1 (i.e que ¢ € U\ {1}); alors, en passant a la limite dans I'égalité u,, 1 = qu,,
on obtient :

(=ql

ce qui est absurde car ¢ # 1 et |[¢| =lim |¢"| = 1 donc ¢ # 0. ]

Définition VII.11. Soient a,b € C tels que a # 1 et b # 0; on appelle suite
arithmético—géométrique associée a a et b toute suite v € CV vérifiant :

Vn >0, uy =au, +b.

La méthode d’étude d’une suite arithmético—géométrique est relativement ai-
sée & mettre en oceuvre; on cherche (par analyse-synthése) & trouver les suites
(Un)n = (un — V), (avec v € C) géométriques de raison a. Cela signifie que, pour
n>0ona:

Upt1 = AUy S Upyy — V = a(Uy — V)
& au, +b—v=au, — av
b
1—a

U=

De cette fagon, on obtient que, pour tout n > 0 :

vy, = voa”

- AV
=\ 77T, T1 24
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b) Récurrences linéaires d’ordre 2

On se fixe dans cette partie a,b € C et on cherche a déterminer les suites com-
plexes u € CN définies par récurrence de la facon suivante :

{ Up, Uy eC

Vn >0, Upio = Uy + buy,
Commencons par supposer la suite u géométrique de raison ¢ € C*; on aurait
alors 1’équation, pour n > 0 :

uoqn+2 — uoqn—i-l 4 ulqn
1.e

uoq"(¢* —aqg —b) =0.
Il apparait ainsi que la raison ¢ de notre suite doit étre racine du polynome X?—aX —b.
Ceci nous donne l'intuition du résultat suivant.

Proposition VII.20. Soient a,b € C et soit u € CN une suite définie par récurrence
de la fagon suivante :

{ ug,u; € C

Vn >0, Upio = Ay + buy,

Considérons I’équation caractéristique associée a cette relation de récurrence, a
Savoir :

X?*=aX+b. (E :VIL1)

Alors :
— si (E :VIL.1) admet deux racines ¢ et ¢/, le terme général de la suite u est

donné par :
vn >0, u, = aq" + Bq"

avec «, f € C a déterminer a 'aide de ug et u;.
— si (E :VIL.1) admet un unique racine ¢, le terme général de la suite u est

donné par :
Vn >0, u, = aq" + fng"

avec o, f € C a déterminer a 'aide de ug et u;.

Démonstration. Par récurrence double. O

& Remarque VII.11. Les constantes « et § sont & déterminer via la systéme :

Ug = Of‘i‘ﬁ
u = aq+ 3¢

dans le premier cas et

{UO = «
u = (a+PB)g

dans le second.
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i Exemple VII.18.
— L’expression trouvée pour la suite de Fibonacci dans le chapitre I peut étre
retrouvée par cette méthode. Rappelons qu’il s’agit de la suite définie par

Fo=0, Fi=1 et Yn>0, Fyyo=F,+ Foy.
— Etudions la suite (uy,), définie par :
up=1 wur=1 et VYn>0, o= —u,.

Son équation caractéristique étant X2 41 = 0, on sait que son terme général
sera de la forme, pour n > 0

Up = i + B(—i)" .

Lo 1—1 1+
A T’aide des valeurs de ug et uy, on trouve que o = et = .

c) Suite récurrentes "générales"

Dans le cas général, une suite récurrente (du premier ordre) sera définie par la
donnée de son premier terme uy € I (avec I un intervalle de R) et une relation du
type Vn > 0, upy1 = f(uy), avec f : I — R une fonction (généralement continue).

La clé de 'étude d’'une telle suite est en général de faire usage des méthodes
suivantes :

— si f est continue et que u, — /¢, alors d’aprés le théoréme VIL.9, on a
f(un) — f(€). On en déduit que ¢ = f(¢) en utilisant la relation de ré-
currence, ce qui permet de déterminer ou de conjecturer la limite éventuelle
de u;

— la remarque supra permet d’affirmer que si convergence il y a, elle se fait vers
un point fixe de la fonction f, ce qui peut étre visualisé graphiquement ;

— pour déterminer la monotonie éventuelle d’une telle suite, il nous faudra étu-
dier le signe de la fonction : x — f(x) — z sur I. Pour que ceci ait un sens, il
est impératif que l'intervalle I soit stable par f, i.e que f(I) C I. Si mono-
tonie il y a, la limite prospective issue de la recherche de point fixe fournira
naturellement le minorant/majorant requis pour conclure.

¥ ATTENTION : la monotonie de f n’entraine en aucun cas celle de la suite

(tn )n-
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. 1
#1 Exercice VIL.3. Etudier la suite définie par ug = 2 et Vn > 0, Upt1 = Up + —.

Unp

w Correction : On vérifie aisément que [intervalle RY. est stable par la fonction

1 . : . i
firx— x4+ —, ce qui entraine que la suite u est a valeurs strictement positives. De
x

fait et par continuité de f, si (uy,), converge, sa limite ¢ est une solution positive

de l’équation { = £ + —, qui n’a pas de solution. De fait, cette suite est divergente.

l
De plus, comme ¥Yn > 0, upi1 — u, = — > 0, on a que la suite u est strictement
Up
croissante et donc diverge vers +00.
6.~ Retour sur la topologie du corps des réels

Dans ce paragraphe, nous revenons sur certains résultats évoqués dans le chapitre
IIT et les démontrons/complétons.

a) Caractérisation séquentielle des bornes

Proposition VII.21. Soit X une partie non vide de R. Alors :
— si X est majorée, il existe une suite u € X convergeant vers sup(X);
— sinon, il existe une suite u € X" divergeant vers +o0.

& Remarque VII.12. Une fois n’est pas coutume, il existe un résultat symétrique
relatif aux bornes inférieures et aux parties minorées.

Démonstration.

Cas 1: X est majorée. Alors M = sup(X) existe dans R et, pour tout n > 1,
la définition de supremum entraine que :

1
4, e X, M —x,<—.
n

Comme M majore X, alors :

1
Vn>1,0< |z, — M| <=
n

ce qui nous permet de déduire, par théoréme d’encadrement des limites (VII.11),
que x,, — M.

Cas 2 : X n’est pas majorée. Alors dans ce cas, pour tout n € N, il existe
z, € X tel que n < x,; la suite (z,), diverge alors vers l'infini.

]

On déduit de ce résultat le corollaire suivant, déja rencontré sous le nom de
proposition III.8.
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Proposition VII.22 (Caractérisation séquentielle de la borne supérieure). Soit
A CRetsoit M € R; alors :

Vae A, a< M
(an), € AN, a, —— M

n—o0

M =sup(A) < {

b) Densité

Définition VII.12. Une partie X de R est dite dense si pour tout intervalle I non
vide ni réduit & un point de R, I'intersection I N X est non vide.

® Exemple VII.19. Nous avons vu dans le chapitre 11T que Q et R\ Q étaient
des parties denses de R. Notons que c’est également le cas de R. ..

Proposition VII.23. [Caractérisation séquentielle de la densité| Soit X C R; alors :

X est une partie dense de R
=
Ve e R, 3(z,), € XN, 2, — .

Démonstration.
(I}) Soit x € R et soit n > 1; alors par densité

Xﬂ{x—l,x—i—l] # )
n n

et donc il existe x,, dans cette intersection. Il est clair par encadrement que la
suite (x,), converge vers .

(ft) Soit I un intervalle non vide de R et soit xy € I différent de ses bornes. Alors,
par convexité de [, il existe € > 0 tel

[zo —e,x0+€] C I :

Or, par hypotheése, il existe une suite (), d’éléments de X convergeant vers
Zg, ce qui entraine que :

AN €N, Vn > N, x, € [xg — €,z + €]

et donc, en particulier, zy € I N X.
O

& Remarque VII.13. En utilisant ce résultat et I'approximation & 107" prés vue
dans le chapitre III, on peut démontrer que ’ensemble des nombres décimaux est
dense dans R.
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Chapitre VIII

Groupes, anneaux et corps

0.~ Lois de composition interne

a) C’est quoi?

Définition VIII.1. Soit £ un ensemble non vide. On appelle loi de composition
interne (LCI) sur E toute application x : ¥ x E — E.

> Fxemple VIII.1. Nous en avons déja rencontré un certain nombre ; par exemple

+:NxN=N
(m,n) —m+n,

— L XL —Z

(m,n) —m—n
ou
o:RF x RF — RF
(f,9) = fog.

Il en existe d’autres, moins évidentes : I'intersection et la réunion d’ensembles, ainsi
que la différence ensembliste, sont des LCI sur Z(E).

Notation. Si % est une LCI sur ' et x,y € F, nous noterons (z,y) "z xy"; cette
convention s’appelle la notation infixée (par opposition & la notation préfixée
x(x,y) et a la notation postfixée (x,y)x).

& Remarque VIIL.1. Dans le cas de certaines LCI (la multiplication vient &
'esprit), nous n’écrirons parfois méme pas 'opérateur : x X y deviendra zy.

Définition VIII.2. Une partie A d’'un ensemble £ muni d’une LCI % est dite stable
par x si:
Ve,ye A, xxy e A.

> Exemple VIIL.2. N est une partie de Z stable par addition et multiplication.
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b) Propriétés remarquables

Dans ce paragraphe, nous listons certaines propriétés intéressantes pouvant étre
possédées par une loi de composition interne x que nous supposerons fixée sur un
ensemble arbitraire F.

¢ Associativité

Définition VIII.3. La LCI % est dite associative si :

Ve,y,z € B, (zxy)xz=x*(y*2z).

& Remarque VIII.2. Lorsque x est associative, on peut écrire des choses du style
"rxy* 2" sans ambiguité.

> Exemple VIII.3.

— Nous avons vu que les opérations +, X, o étaient systématiquement associa-
tives sur les ensembles ad—hoc.

— La soustration n’est pas associative : (2—3)—1=—-2#2—(3—1) =0. Cela
signifie qu’il est logiquement insensé d’écrire des choses comme "—2 — 3 — 1"
sans avoir préalablement décidé d’un sens prioritaire dans les opérations.

— De méme, la division n’est pas associative.

— La réunion et l'intersection ensemblistes sont associatives, mais pas la diffé-
rence.

¢ Elément neutre

Définition VIII.4. On dit que e € E est un élément neutre pour * si :

VeeE, rxe=exx=x.

> Exemple VIII.4.
— Dans les sous—ensembles de C appropriés, 1 est le neutre pour la multiplica-
tion et 0 le neutre pour 'addition.
— Dans E¥, lapplication idg est un élément neutre pour la composition.
— Dans #Z(E), () est neutre pour la réunion et E est neutre pour I'intersection.
— L’ensemble 2Z = {2k |k € Z} n’admet pas d’élément neutre pour la multi-
plication.

Proposition VIII.1. Un élément neutre, si il existe, est unique.

Démonstration. Soient e, e’ € E deux éléments neutres pour x. Alors, comme e est
neutre, e x ¢’ = €/, et comme ¢’ est neutre, e x e’ = e, donc e = €. H

& Remarque VIII.3. Un élément 7 € EF tel que Vo € E, 72 = x %7 = T est
appelé élément absorbant. Penser a 0 et a la multiplication.
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¢ Inversibles

Supposons dans ce paragraphe que la loi de composition interne x soit associa-
tive et admette un élément neutre, que nous noterons e.

Définition VIII.5. Un élément x € E est dit inversible si :

dye E, xxy=yxx=c¢c.

Proposition VIIIL.2. Il y a unicité de I'inverse lorsqu’il existe.

Démonstration. Soit x € E d’inverse(s) y et z. Alors, comme xxy = e, zx(xxy) = 2
i.e (z*xx)xy=2. Or zxz = e donc in fine y = z. O

Corollaire VIII.2.a. Soit x € E un élément inversible. Alors (z71)~! = z.

Notation. y est appelé inverse de x et noté 7. De plus :
— si x est 'addition, y sera noté —x ;

— si x est la multiplication sur un sous—ensemble de C, y sera noté —.
x

> Exemple VIIL.5.
— Pour 'addition sur R, 271 = -2,

— Pour la multiplication sur ce méme ensemble, 27! = =

¥ ATTENTION : il convient d’étre extrémement vigilant quant a la LCI considérée,
et a rendre cette derniére limpide pour le correcteur au concours ou en exercices.

Qui sont les inversibles des LCI classiques ?
— pour 'addition sur Z, Q, R ou C : tout le monde;
— pour la multiplication sur Q,R ou C : tout le monde sauf 0;
— pour la composition sur E¥ : les bijections;
— pour la réunion sur & (F) : uniquement () ;
— pour Uintersection sur &(F) : uniquement F.

Proposition VIIL.3 (Simplification). Soit x,y,z € E tels que x soit inversible.
Alors :

(i) (@ry=ax2)=(y=2);
(i) (yxz=z%z)=(y

Démonstration. 11 suffit de faire le produit (du bon coté et au sens de ) par z~! et
d’utiliser ’associativité pour simplifier les égalités. ]
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¥ ATTENTION : on ne peut simplifier que par un élément inversible. En effet,
0x2=0x1 et pourtant 1 # 2. Plus subtil : si on pose f : x +— 2%, g:z > +/|7]

et h:xw— —y/|z|sur R,ona fog= fohetg#h.

Proposition VIIIL.4. Soient x,y € F deux éléments inversibles. Alors x % y est
inversible et :

(xxy) t=y txal.

Démonstration. Vérifier que cet inverse convient et conclure par unicité. O

¢ Distributivité

Définition VIIIL.6. Soit A une LCE sur E; on dit que x est distributive par
rapport a A si on a, pour tous z,y,z € F :

rx (YAZ) = (xxy) Az * 2)

et

(yAz)*xx = (y*xx)A(z x x) .

% Exemple VIII.6.

— La multiplication est distributive par rapport a I’addition sur les sous—ensembles
de C.
— L’intersection et la réunion sont mutuellement distributives sur & (FE).

¢ Commutativité

Définition VIIL.7. La LCE % est dite commutative si :

Ve,ye E, xxy=y*x.

& Remarque VIII.4. Certaines des propriétés précédentes sont plus simples a
énoncer dans le cas commutatif.

> Exemple VIIL.7.

— La multiplication et ’addition le sont sur les sous—ensembles de C, mais pas
la soustraction ou la division.

— L’intersection et la réunion le sont sur &(FE), mais pas la différence ensem-
bliste.
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1.~ Groupes

a) C’est quoi?

Définition VIII.8. Soit G un ensemble muni d'une LCI . On dit que le couple
(G, *) est un groupe si :

(A) laloi x est associative;

(N) la loi » admet un élément neutre, noté eg ;

(I) tous les éléments de G sont inversibles pour *.

Si de plus la loi * est commutative, on parle de groupe abélien (du mathématicien
norvégien Niels Henrik Abel, 1802—1829) ou commutatif.

Notation. Dans le cas général, nous utiliserons la notation multiplicative xy pour
x *y afin d’alléger les énoncés des propositions lorsque cela sera pertinent. Nous
réserverons la notation additive x + y au cas des groupes abéliens.

& Remarque VIIL.5. Un groupe est nécessairement non vide car il contient au
moins son élément neutre.

> Exemple VIIL.S.

— si e est neutre pour *, ({e}, %) est un groupe, appelé groupe trivial;

— (Z,+) est un groupe abélien, mais pas (N, +) (mise en défaut de la propriété
@)

— (@, +), (R,+) et (C,+) sont des groupes, abélien mais pas (R, x) (méme
probléme) ;

— (R*, x) et (C*, x) sont des groupes abéliens;

— (Q%, x) et (R7, x) sont des groupes abéliens ;

— si K=Rou C, (KN, +) est un groupe abélien ;

— (6, 0) est un groupe, non abélien pour tout ensemble E ayant au moins 3
éléments (cf. infra).

La proposition suivante, dont la démonstration est laissée en exercice a notre
lecteur favori (ainsi qu’aux autres, par souci d’équité) fournit pléthore de nouveaux
exemples de groupes qui nous serons fort utiles dans le chapitre XVIII.

Proposition/définition VIIL.9. Soit (G,*) et (H,A) deux groupes. Alors le pro-
duit cartésien G x H est un groupe, appelé groupe produit, pour la loi

((z,y), (@, y)) = (z 2", yAy').

Ce groupe est abélien si et seulement si G et H le sont.

® Exemple VIIL.9. Les ensembles R™ et C* (pour n > 1) sont des groupes pour
I’addition terme a terme.

# Exercice VIIL1. Soient K = {e,a,b, ¢} un ensemble & quatre éléments ; dé-
montrer que la LCI suivante définit une loi de groupe abélien sur K, que I'on appelle
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alors groupe de Klein (Felix, 1849—1925, mathématicien allemand).

x|le a b c
ele a b c
ala e ¢ b
blb ¢ e a
clec b a e

¢ Un exemple fondamental : le groupe des permutations.

Soit n > 1; on appelle groupe des permutations de [1,n] 'ensemble (aussi
noté Sy,)
S, = 6[[1,n]]

muni de la composition. Il s’agit d'un groupe non abélien dont les éléments sont
les applications associant a chaque entier de [1,n] un autre tel nombre de fagon
bijective.
i Exemple VIIIL.10.

— & = {idpy} est le groupe trivial;

— &, = {id[ . 0}, avec o I'application permutant 1 et 2;

— 63 posséde 6 éléments : lesquels ?

Un élément o0 € &,, peut étre construit de la fagon suivante : on dispose de n
choix pour l'image de 1, puis (une fois celui—ci fixé), de n — 1 choix pour l'image de
2, n — 2 choix pour 'image de 3, etc. On en déduit que &,, posséde exactement n!
éléments.

#1 Exercice VIIL.2. Déterminer S,.

b) Puissances

Définition VIII.10. Soit G un groupe de neutre e. On définit, pour z € Getn € Z
I’élément puissance n—iéme de x comme suit :

> Exemple VIII.11.
— sur (C*, x), cela correspond aux puissances usuelles ;
— sur (C,4), pour z € Cetn > 1, 2" = z+...+2 = nz. On en déduit
—_——

n fois
aisément que les puissances additives sont les multiples. Attention ici

aux notations et a leur potentiel de confusion.
— sur &, passer une permutation a la puissance n € N* revient & la composer
n fois avec elle-méme.

Proposition VIIL.5. Soit G un groupe et soient x € G et n,m € Z. Alors :
(i) z™t™ = 2"g™ = "™

(i) (")) = 2™,
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& Remarque VIII.6. Ce résultat, comme tous ceux de ce paragraphe, peut se
reformuler en notation additive (traditionnellement utilisée dans le cas abélien uni-

quement) :
(i) (n+m)x =nx +mz;

(ii) m(nz) = (mn)x.

Proposition VIII.6. Soit G un groupe et soient =,y € G tels que xy = yx. Alors,
pour tous m,n € Z :

De plus :

Démonstration. Ce résultat et le précédent se démontrent par récurrence en distin-
guant les cas d’exposants positifs et négatifs. O

c) Sous—groupes

Définition VIII.11. Soit (G, ) un groupe. On appelle sous—groupe de G tout
ensemble H tel que :

— HCG;

— (H,*) est un groupe.

> Exemple VIII.12.
_ (Q, +) est un sous—groupe de (R, —|-) :
— B3 est un sous-groupe de Gs.

Proposition VIIL.7. Soit (G,*) un groupe et H un sous—groupe de G. Alors :

(1) € = €qg,
(ii) si x € H alors son inverse est le méme dans H et dans G.

Démonstration.
(i) Remarquons que ey *x ey = ey dans H donc dans G. Ainsi, toujours dans G,
ey = ey *e;{l et donc ey = eg.
(ii) Notons y l'inverse de x dans G et z son inverse dans H. Alors, en posant
e=ey=ceqg (cf (i) ona:

Y* T =e=2%T

et donc
Y*kTHZ=2* T *Z

ce qui entraine que y = 2z car T x 2 = e.
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]

Proposition VIII.8 (Caractérisation des sous—groupes). Soit G un groupe de
neutre e et soit H C G. Alors :

H#)
H est un sous—groupe de G <= ¢ Vx,y € H, xzy € H
Vee H, z' e H

& Remarque VIII.7. Les deux derniers points de la caractérisation peuvent étre
remplacés par :
Ve,ye H, xzy~ ' € H .

> Fxemple VIII.13. Cette caractérisation permet de démontrer, en utilisant des
résultats vus dans le chapitre précédents, que :

— U est un sous—groupe de (C*, x);

— pour n € N*, U, est un sous—groupe de U;

— pour n € Z, nZ = {nk |k € Z} est un sous-groupe de (Z, +).

— R* est un sous-groupe de (R*, x), qui est lui-méme un sous-groupe de C*.

#1 Exercice VIIIL.3. Soit n > 1; on pose
H, ={0€6&,|o(n)=n}.
Démontrer que H,, est un sous—groupe de (&,,,0).

w Correction : H, est non vide car il contient idp ). De méme, il est clair
que la composée et l'inverse de deux éléments de H, sont dans H,, d’ou le résultat
(composer par o' dans o(n) = n).

Corollaire VIII.8.a. L’intersection de deux sous—groupes d’'un méme groupe en
est un sous—groupe.

Démonstration. Soient H et K deux sous—groupes d’un groupe GG de neutre e. Alors :
— e € HN K donc cet ensemble est non vide ;
— siz,y € HNK, alors zy ' € Het zy ' € K car v,y € Het 2,y € K
respectivement.
D’ou le résultat. O

¥ ATTENTION : la réunion de deux sous—groupes n’est pas un sous groupe : en
effet, 2,3 € 27Z U 3Z et pourtant 2 + 3 =5 ¢ 27 U 3Z.

d) Morphismes de groupes

Définition VIIIL.12. Soit (G,*) et (H,A) deux groupes. On appelle morphisme
de groupes de GG vers H toute application f : G — H telle que :

Vr,y € G, fxxy) = f(x)Af(y)
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> FExemple VIII.14. La encore nous en avons déja croisés quelques—un :
— exp: (R, +) = (RY, x);
e (RY, x) o (R 4);
¢: (R, +)— (U, x)
0 > e

Proposition VIIL.9. Soit G, H deux groupes et f : G — H un morphisme de
groupes. Alors :

(i) fleq) =en;
(i) siz € G, f(z™h) = f(x)™!;
(i) siz € Get n € Z, f(a™) = f(x)".

Démonstration.
(i) 11 suffit de remarquer que f(eg) = f(eq - eq) = f(ea)f(eq) et de simplifier.
(ii) Soit z € G; alors :

d’ou le résultat.
(iii) A démontrer par récurrence en distinguant les cas d’exposants positifs et né-

gatifs.
O

Vocabulaire. Soit G, H deux groupes. Un morphisme de groupes f : G — H est
appelé. ..

— ...isomorphisme s’il est bijectif;

— ...endomorphisme si G = H ;

— ...automorphisme si il est bijectif et que G = H.

Proposition VIIL.10. Soient G, H deux groupes, G’ (resp. H') un sous—groupe de
G (resp. H) et f: G — H un morphisme de groupes. Alors :

(i) f(G") est un sous—groupe de H ;

(i) f~'(H') est un sous-groupe de G.

Démonstration. Notons % (resp. A) la LCI sur G (resp. H) associée & sa structure
de groupe.

(i) Il est clair que f(G') C H; de plus eg € G’ (car G’ est un sous-groupe de G)
ce qui entraine que ey = f(eg) € f(G'). Soient ensuite X,Y € f(G'); alors il
existe z,y € G’ tels que X = f(x) et Y = f(y) donc :

XAY = f(z)Af(y)
= f(zxy) € [(G).

T xy
—~—
el
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(i) Onsait que f~'(H') C G;deplusey € F’ ce qui entraine que eg = f~(ey) € f(H').
Soient ensuite x,y € f~'(H'); alors :

flexy) = f@)Af(y) € H'
et donc xxy € fH(H').
[

" Exemple VIII.15. L'ensemble In~*(Z) est un sous-groupe de R* (égal a exp(Z)
par ailleurs).

Ce résultat nous permet, outre les exemples de sous—groupes qu’il fournit, de
définir deux ensembles essentiels a toute étude de morphisme qui se respecte, a
savoir son image et son noyau.

Proposition/définition VIII.13. Soient G, H deux groupes et soit f : G — H
un morphisme de groupes. On appelle :
— noyau de f ’ensemble

Ker(f)={z € G| f(z) =en};

— image de f ’ensemble

Im(f) = {f(z)|z € G}.

Ces deux ensembles sont de plus des sous—groupes de G' et H respectivement.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que Ker(f) = f~*({ex}) et Im(f) = f(G).
O]

> Exemple VIII.16.
— Le noyau de Papplication In est réduit a {1};
— le noyau de 'application

¢: (R, +) = (C, %)
0+ e
est égal & 2Z = {2km |k € Z} et son image est égale a U.

L’utilité premiére de ces deux sous—groupe est, & notre niveau, de fournir une
CNS d’injectivité et de surjectivité fort sympathique.

Proposition VIIL.11. Soient G, H deux groupes et soit f : G — H un morphisme
de groupes. Alors :

(i) f est injective < Ker(f) = {eg};
(ii) f est surjective < Im(f) = H.

Démonstration. Notons * (resp. A) la LCI sur G (resp. H) associée a sa structure
de groupe.
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(i) (=) Immédiat car f(eq) = eq.

(<) Supposons que Ker(f) = {eg} et fixons z,2" € G tels que f(x) = f(2').
Alors, f(zx2'™") = f(x)Af(z))" = ey et donc zx 2’ € Ker(f), ce qui
entraine que x = x’.

(i) 1l s’agit de la définition de surjectivité.

2.7 Anneaux, corps

a) Qu’est-ce?

Définition VIII.14. Un ensemble A muni de deux LCI distinctes + et x est appelé
anneau (unitaire) si :

(G) (A,+) est un groupe abélien;;

(A) X est associative;

(D) X est distributive par rapport a +;
(N) laloi x admet un élément neutre.

Si de plus la loi x est commutative, on parle d’anneau commutatif.

Notation. L’élément neutre pour + est noté 04 (ou simplement 0), le neutre pour
X est noté 1, (ou 1).

& Remarque VIILS. Soit (A, 4, x) est un anneau.
— pour tout x € A,
O-z=1-lz=z—2=0

; 0 est donc absorbant pour la loi x.

— Sia € Aetn € A, on peut définir le multiple na comme sa puissance
additive. On ne peut toute fois pas définir la puissance a” pour n < 0 lorsque
a n’est pas inversible.

> Exemple VIII.17.
— les ensembles Z, Q, R et C sont des anneaux pour l'addition et la multiplica-
tion standards;
— si E est un ensemble et A un anneau, A” est un anneau pour les opérations
terme & terme (cf. chapitre 1) ;
— le seul anneau dans lequel 0 = 1 est 'anneau nul {0}. En effet, si 2 est un
élément d’'un tel anneau alors 0-x =0=1-2 = z.

b) Identités remarquables

Soit (A, +, X ) un anneau ; alors la notation suivante a un sens, pour ay, ..., a, € A :

n
E ar = a1+ ...+ a, .
k=1
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De plus, si A est commutatif, on pose :

n
Hak:alx...xan.
k=1

On généralise ces notations au cas de familles finies indexées par un ensemble quel-
conque. De plus, toutes les propriétés et techniques élémentaires (scission, linéarité
de la somme, changement d’indice) vues dans le chapitre I se généralisent au cas
d’un anneau.

Proposition VIII.12. Soit A un anneau et a,b € A tels que ab = ba. Alors, pour
tout n € N :

Démonstration. Comme a et b commutent, on peut recopier les démonstrations des
propositions II.11 et I1.10. ]

Corollaire VIII.12.a. Soit A un anneau et a € A. Alors, pour tout n € N* :

l1—a"=(1-a)

Démonstration. Appliquer le (ii) de la proposition VIII.12 & b = 1. O

& Remarque VIII.9. On peut voir dans cette formule un analogue de la somme
des termes d’une suite géométrique vue dans le chapitre II.

c) Sous—anneaux, groupe des inversibles

Définition VIII.15. Soit A un anneau et soit B C A. On dit que B est un sous—
anneau de A si :
— B est un anneau;

— 1p = 14.

> Exemple VIII.18. Z est un sous-anneau de R, qui est un sous—anneau de C.
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Comme dans le cas des sous—groupes, on dispose d'une caractérisation (analogue
a a la proposition VIII.8) des sous—anneaux : si A est un anneau et B C A, alors

1eB
B est un sous—anneau de A <= ¢ Vr,yeB, x —y e B
Ve,yeB, zy € B

> Exemple VIII.19. A laide de cette caractérisation, il est aisé de montrer que
I’ensemble des entiers de Gauss

Z[i] = {a +ib|a,b € 7}

est un sous—anneau de C.

Définition VIII.16. Soit A un anneau; on dit que x € A est inversible si il 'est
pour la loi x.

Notation. On note A* I'ensemble des inversibles de ’anneau A.
& Remarque VIII.10. Remarquons que (A*, X) est naturellement un groupe.

i Exemple VIII.20.
— " = {_17 1}7
— C* =C*;
— {0}* = {0} (et oui...).

d) Morphismes d’anneaux

Définition VIII.17. Soient A et B deux anneaux. On dit qu'une application
f A — B est un morphisme d’anneaux si :

— f(1a) = 1p;

C Vegeh fetn=f@+IG) o flay) = F@)f@).

& Remarque VIII.11. Un morphisme d’anneau est donc un morphisme de groupes
entre (A, +) et (B,+) et hérite donc de toutes les propriétés additives que cela
implique.

Vocabulaire. Soit A;B deux anneaux. Un morphisme d’anneaux f : A — B est
appelé. ..

— ...isomorphisme s’il est bijectif;

— ...endomorphisme si A = B;

— ...automorphisme si il est bijectif et que A = B.

> Exemple VIII.21.
— 2+ x est un morphisme d’anneaux de Z vers Q;
— 2+ Z est un endomorphisme de (C, +, X);
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— k +— 2k n’est pas un endomorphisme de (Z,+, x) alors qu'il s’agit d'un
endomorphisme du groupe (Z, +).

& Remarque VIII.12. De la méme facon que pour les morphismes de groupes,
on peut définir le noyau et I'image d’un morphisme d’anneaux (qui seront ceux du
morphisme de groupes sous—jacent) et obtenir une CNS d’injectivité et de surjecti-
Vité.

e) Anneaux intégres, corps

Définition VIII.18. Un anneau A est dit intégre si
— il est commutatif;
— il est différent de I’anneau nul ;
— pour tous z,y, z € A tels que z # 0 on a :

(zz =yz) = (v =y).

& Remarque VIII.13. Un anneau intégre est donc un anneau dans lequel on peut
simplifier par un élément non nul dans un produit. Ceci signifie, par contraposée,
qu’il existe dans tout anneau non intégre deux éléments a et b non nuls tels que
ab = 0. De tels éléments sont appelés diviseurs de zéro.

> Exemple VIII.22.
— les anneaux Z,Q, R et C sont intégres;
— l’anneau R® n’est pas intégre : penser au produit Ig: x Ig_.

Définition VIII.19. Un anneau est appelé corps si :
— il est commutatif;
— il est différent de I'anneau nul;
— tous ses ¢léments non nuls sont inversibles pour la multiplication.

> Exemple VIII.23. R et C sont des corps, mais pas Z, D ou RE.

& Remarque VIII.14.
— un corps est automatiquement un anneau integre ;
— si K est un corps, alors K* =K\ {0}.

Vocabulaire. Un sous—anneau d’un corps qui est lui-méme un corps est appelé
sous—corps du corps de base.

& Remarque VIII.15. On a naturellement la caractérisation suivante : si K est
un corps et . C K, alors

lel
LL est un sous—corps de K<<= ¢ Vr,yelL, z—y el
V(z,y) e LxL*, 2y~ € L

# Exercice VIIL4. Démontrer que Q[j] = {a+bj+cj?|a,b, ¢ € Q} est un corps.
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Limites, continuité

1.~ Etude locale d’une fonction

a) Voisinages

Définition IX.1. Soit a € R. On appelle voisinage de a tout ensemble de la
forme :

— [a—d,a+ 6] avec 0 > 0 si a € R;

— [M,+oo[ avec M € R sia = +00;

— | — oo, m] avec m € R si a = —o0.
VO"SIMG7L
/ dg a€R
/"//} L ’] P ad
S # ~__~
Voisiny¢ Voisim=78
a2 - 02 e v

Notation. On notera ¥ (a) I'ensemble des voisinages de a € R.
$ Exemple IX.1. [-1,1] € #(0), R, € ¥ (c0).

& Remarque IX.1. Plutot que de travailler avec des voisinages fermés comme ici,
il est possible (et courant) de considérer des voisinages ouverts (du type |Ja— 9, a+4])
sans impact profond sur ce qui suit.
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Proposition IX.1. Soit a € R. Alors :

(i) lintersection de deux voisinages de a est un voisinage de a;
(i)

) sinon

ﬂ V:{ {a} sia€R

Démonstration.

(i) Immeédiat si 'on prend le temps de faire une disjonction de cas selon les valeurs
de a.

(i) (D) Immédiat.

(C) Sia e R, alorssiz e () V,pourtoute >0,z € [a—-e,a+c¢] ie
Vey(a)
|z — a| < e. On en déduit que |z — a| < infRY = 0 donc = = a.
Si a = +o00, alors si on suppose qu’il existe z € [ , il existe M > =
Ve (o)
et donc x ¢ [M, +oo[€ ¥ (00), ce qui est absurde. On régle de la méme
fagon le cas ot a = —o0.

]

Proposition IX.2. [Séparation de R| Soient a,b € R distincts. Alors il existe
VeV (a)et We ¥ (b) tels que :

VNnWw=10.

& Remarque IX.2. Cela signifie qu’étant donné deux points distincts de la droite
réelle achevée, on peut leur trouver deux voisinages ne se rencontrant pas. Topolo-
giquement, on dit que R est séparé.

Démonstration. Si a et b sont réels avec a < b, en posant § = on vérifie

aisément que les voisinages [a —d,a+ 9] € ¥ (a) et [b—3d,b+ ] € ¥ (b) sont disjoints.
Sia ou b est égal & 00 se traite de fagon similaire. O

Définition IX.2. Soit & un prédicat dépendant d’une variable réelle x et soit
a € R. On dira que & (x) est vraie au voisinage de a si :

AV e ¥ (a), Ve eV, P(z).

> Fxemple IX.2. 22 < 1 est vraie au voisinage de 0; z — 22 est décroissante au
voisinage de —42.
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b) Limite en un point

Définition IX.3. Soit I un intervalle de R d’extrémités a,b € R. On appelle :
— intérieur de [ '’ensemble

I=1\{a,b} CR;
— adhérence de I '’ensemble

I=TU{ab} CR.

B Y o
> Exemple IX.3. [0,2[ =]0,2[ et [0, oo = R,

On fixe dans toute la suite du chapitre un intervalle I de R d’intérieur non vide. I

Définition IX.4. Soit a € I et soit £ € R. On dit qu'une fonction f: I — R tend
vers / en a lorsque :

YV e v (), IW e ¥(a), WNI)CV.

La quantité ¢ est alors appelée limite de f en a.

Notation. Nous utiliserons indifféremment f(x) — ¢ et lim f(z) = /.
T—ra T—ra
& Remarque 1X.3.
— Rappelons que l'assertion f(W NI) C V signifie

VeeWnlI, flx) e V.

— Cette définition peut étre traduite "en frangais" de la méme facon que son
analogue séquentiel vu dans le chapitre VII : pour tout voisinage de ¢, si x
est suffisamment proche de a, f(x) appartiendra a ce voisinage.

— Si f est définie en a et admet une limite en a, alors

lim f(2) = f(a).

¥ ATTENTION : ne pas confondre la limite en a et les limites directionnelles
("en a™ ou a™") sur lesquelles portera le paragraphe e).

Cette définition de limite posséde 'avantage d’étre universelle : peut importe que
a ou ¢ soient réels, infinis ou un mélange des deux, elle restera valable. Pour aider
dans nos considérations pratiques, nous listons malgré des considérations de type
"dans le cambouis jusqu’au torse" ci—ensuite. Une fois de plus, remercier 'auteur
est inutile.

oal eR :

Ve>0,30>0,Vzel, (Jlt—a|l <d)=(|f(x) =1 <e).
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ca€eR, /=400 :

VM eR,3§>0,Veel, (Jt—al <) = (f(z) > M).
ca€eR, l=—00:

VmeR, 3§ >0,Ve e, (|[x—a| <) = (f(xr) <m).
oa=+oo, L €R:

Ve>0,IMeR, Ve el, (x>M)=(|f(z) (] <e).
oa=—o0, L €ER:

Ve>0, dmeR, Ve eI, (x <m)= (|f(z) — ¢ <¢e).
oa =400, =—00:

VmeR, AIMeR Ve el, (x>M)= (f(x)<m).

oa=—00,{=+00:
VM eR, dmeR, Ve eI, (xt <m)= (f(z) > M).
oa=/{=400:

VM ER, IRER, Vo €I, (x> R) = (f(x) > M).

oaq=¥0=—00:

VmeR, dreR, Ve el, (x <r)= (f(xr) <m).

Youpi tralala, comme dirait 'autre.

% Exemple IX.4.
— La fonction & — e* tend vers +o0o quand x — 400 car, pour tout M > 0,

(z > In(M)) = (e®* > M). De méme, on peut montrer que z* — —1.
T——

1
— La fonction z — — n’a pas de limite en 0 (R* n’est pas un intervalle).
x

Proposition IX.3. La limite d’'une fonction en un point, lorsqu’elle existe, est
unique.

Démonstration. Soit f : I — R ayant deux limites £ et ¢ en a € I. Soit V € ¥ (/)
et V' € ¥({'); alors par définition de limite il existe W, W' € ¥'(a) tels que

fFWNhCVet fWnI)cV'.

WNW' est un voisinage de a intersectant I et, siz € WNW’'NI alors f(z) € VNV'.
On en déduit que VNV’ # ), ce qui entraine par contraposée de la proposition 1X.2
que £ =1'. O]
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Proposition IX.4. Soit f : I — R et soit a € R. Si f admet une limite réelle en a,
alors elle est bornée au voisinage de ce point.

Démonstration. Comme ¢ est réel, ses voisinages sont bornés, d’ou le résultat par
définition de limite. O

Proposition IX.5. Soit f: I — R et soit a € I. Alors :
(1) f(#) — 0 = [f(2)] —> 0;

(i) si g est une fonction bornée au voisinage de a et si f(x) — 0 alors
Tr—a

f(x)g(x) — 0.

r—a

Démonstration. Adapter la démonstration de propriétés similaires vues dans le cha-
pitre VII. 0

& Remarque IX.4. Quitte a "épointer" les voisinages (leur retirer le point a),
nous pouvons définir une notion de limite en a pour f : I'\ {a} — R vérifiant toutes

les propriétés vues ici. Notons toutefois que cela ne permet pas de doter z — — (par
x

exemple) d’une limite en 0.

c) Opérations sur les limites

Nous adaptons dans ce paragraphe les résultats démontrés sur les suites dans
le chapitre VII. Nous laissons au lecteur le soin de transcrire les démonstrations

ad-hoc.

Proposition IX.6. Soient f,g: I - Rac I, A€ R, (¢ € R tels que f(z) — ¢

r—a
et g(x) —— . Alors on a, sauf dans les cas d’indétermination :
T—a

(i) f(z)+ Ag(z) — 4+ M
(i) f(@)gle) — 00
(iii) si ¢ # 0, alors f(x) # 0 au voisinage de a et :

1 1
m ﬁ 7 avec la convention que T = 0.
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Proposition IX.7 (Composition des limites). Soient I, J deux intervalles d’inté-
rieur non vide de R, a € I, b€ J, { € Ret soient f: I - Ret g:J — R deux

fonctions telles que :
— f{)cJ;

go f(x) — (.

T—a

¥ ATTENTION : il est impératif de bien vérifier toutes les hypothéses avant d’ap-
pliquer ce résultat.

Démonstration. Soit V € ¥ ({); alors il existe W € ¥(b) tel que g(W NJ) C V.
Mais il existe W’ € ¥ (a) tel que f(W' N 1) C W N .J et donc :

gofW'nl)cgWnJ)cV
d’out le résultat. O

1
> FExemple IX.5. La fonction définie sur R? par z + sin (—) peut étre vue
x

comme la composée g o f avec :

f:RL =R
1
T~
x
et
g:R—R
x +— sin(x)
Or :
— f(R}) CR;
— f(z) —— 0;
T—00

z—0
donc, par composition des limites :

1
sin (—) — 0.
€T Tr—r0o0

Proposition IX.8. Soient f,g: I — R et soit a € I. On suppose que f(z) — £

r—a

et g(x) — ', avec £, € R. Alors :
Tr—a

(i) si f < g au voisinage de a, £ < ¢
(ii) si € = ¢ et que h est une fonction définie au voisinage de a telle que f < h < g,

alors h(z) — /.
Tr—a
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> Exemple IX.6. Au voisinage de +o00, on a :

—1 _ sin(x)

IA

1
- < =
x T T

et donc _
sin(z) 0

x T—00

d) Caractérisation séquentielle de la limite

La proposition suivante est une complétion et reformulation du théoréme VII.9.

Proposition IX.9. Soit f: I = R, a € [ et £ € R. Alors :

pour toute suite (), € I de limite a, f(z,) — L.

& Remarque IX.5. Cette caractérisation nous servira surtout & démontrer une
absence de limite. Par exemple, sin n’admet pas de limite en 400 car si une telle

limite existait elle serait égale a limsin(2n7) = 0 et lim sin (27171’ + g) = 1.

Démonstration. Faisons le pour a et £ réels.

(I}) Soit (x,), € I convergeant vers a et soit § > 0; alors :
INeN, Vn>N, |z, —al] <0
e
YW e ¥(a),AN €N, Yn > N, z, € W .
Soit € > 0; alors V = [¢ — &,¢ + €] est un voisinage de ¢ et donc il existe
W e ¥ (a) tel que f(WNI)CV.On déduit de tout ceci que :
Ve>0,INeN, VYn>N, |z, — (| <e¢

d’ott la convergence de (f(z,)), vers /.
(ft) Démontrons le par contraposée. Si f ne tend pas vers ¢ en a, alors il existe
V=[W—¢el+e] eV tel que

VIV € ¥(a), fWNI) ¢ V.

En particulier, cela est vrai pour les voisinages W,, = [a — —,a+ —] (pour
n n

n > 1), et donc il existe une suite (x,), € I telle que :

n
— Vn>1, |f(z,) — ] > e

Donc, par encadrement =, — a et (f(z,)), ne converge pas vers ¢, d’ou le
résultat.

[]
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e) Limites directionnelles, fonctions monotones

Définition IX.5. Soit f: I — R et soit a € I.
— Sia # inf I, on appelle limite a gauche de f en a la quantité (si elle existe)

lim f(z) = lim f|m]7oo’a[(x) .
T—a T—a

— Sia # sup I, on appelle limite a droite de f en a la quantité (si elle existe)

Jm @) = I fi o 0).

i Exemple IX.7.

— — —— 40
T z—0t
— Sin€Z, |x] ——n—1let |z] —— n.
n—n— n—nt

Proposition IX.10. Soit f: I — R et soit a € I. Alors :

f admet une limite en a
<~
f admet une limite a gauche et a droite en a qui sont égales a f(a).

¥ ATTENTION : La condition d’égalité & f(a) n’est pas superfétatoire : I'indicatrice
1L{oy n’admet pas de limite en 0 (utiliser la caractérisation séquentielle en se rappelant
que la suite nulle converge vers 0) et pourtant y admet une limite a gauche et a droite.

> Exemple IX.8. Revenir & et méditer sur

fR—R

{ 1 siz>0
T — .
—1 sinon

% Exercice IX.1. En quels points de R, la fonction = — |1/z] admet—elle une
limite ?
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Théoréme IX.11 (Limite monotone).
Soit f : I — R une fonction croissante et soit a € I. Alors :

(i) sia € I alors les limites directionnelles de f en a existent, avec les égalités
lim f(z) =inf{f(z)|z>a} €R
Tr—a

et
lim f(z) =sup{f(x)|z <a} eR,

r—a~

avec de plus

lim f(z) < f(a) < lim f(z);

T—a~ z—at
(ii) si a =sup(]), et a € I, alors f admet une limite & gauche en a donnée par

lim f(z) =sup{f(x)|z <a} eR,

r—a—

avec de plus

lim f(z) < f(a);

T—a~

(iii) si @ =sup(l), et a ¢ I, alors f admet une limite & gauche en a donnée par

lim f(z) =sup{f(z) |z <a},

Tr—a~

cette borne supérieure étant prise dans R.

& Remarque IX.6. Ce résultat peut évidemment étre adapté dans le cas décrois-
sant.

Démonstration. Démontrons le point (7) ; pour ce faire, remarquons que I’ensemble

& = sup{f(z)|z < a}

est une partie de R non vide et majorée par f(a); elle admet donc une borne
supérieure M < f(a). De plus, pour tout € > 0, M — ¢ ne majore pas & et donc il
existe xo < a tel que f(zg) > M —¢, i.e |M — f(zo)| < e.

Si zy €]xg, al, alors f(z1) > f(xg) > M — £ ce qui signifie que :

f(wo, al) C [f(a) —&, f(a) +€].

On termine en remarquant que ]zg,a[ est l'intersection d’un voisinage de a avec
| — 00, al, ce qui permet de conclure quant a la limite, et en raisonnant de fagon
similaire pour obtenir la seconde inégalité. O]

2.7 Fonctions continues

a) C’est quoi?

Définition IX.6. Une fonction f : I — R est dite continue en un point a € I si
elle admet une limite finie en a. Si cela est vrai en tout point de I, on dira que f
est continue sur I.
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Notation. L’ensemble des fonctions continues sur I sera noté¢ ¢°(I,R) ou simple-
ment €°(1).

i Exemple IX.9. La fonction f : x + \/x est continue sur R,.

Vocabulaire. Si la limite & gauche (resp. a droite) de f en a existe, on dira que f
est continue a gauche (resp. a droite) en a.

> Exemple IX.10. La fonction partie entiére est continue a droite sur R, .

Proposition IX.12. Soit f: I — R et soit a € I. Alors :

f est continue en a
<~

f@) — fla)

Démonstration. (ff) Trivial.
() Supposons que f soit continue en a, i.e qu’il existe £ € R tel que f(z) — £.

r—a

Cela signifie que :
YWev(), IW e ¥ (a), fIWNI)CV.

Or, pour tout W € #(a), a € W NI ce qui entraine que :

flaye N V={

Ver(r)

d’ou le résultat.

[]

> Exemple IX.11.
— Toutes les fonctions usuelles (c¢f. chapitre II) sont continues sur leurs en-
sembles de définition respectifs.
— La fonction suivante n’est pas continue en 0 :

fR—R

{ 1 siz>0
T — .
—1 sinon

En effet, si elle admettait une limite finie en 0, celle—ci devrait étre égale a 1
et —1 a la fois, ce qui est, vous en conviendrez, compliqué.

— La fonction valeur absolue est continue sur R, mais pas la fonction partie
entiere.

Les propriétés relatives aux opérations sur les limites se traduisent par les résul-
tats suivants, relatifs aux opérations présentées dans le chapitre I1.

Proposition IX.13. (¢°(1), +, X) est un anneau commutatif, de neutres = — 0 et
x + 1. De plus, pour tous A € Ret f € €°(I), A\f € €°(I) et 'inverse de toute
fonction continue ne s’annulant pas est une fonction continue.
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® ATTENTION : I'anneau €°(I) n’est pas intégre.

Proposition IX.14. La composée de deux fonctions continues compatibles est
continue.

Démonstration. Cela découle de la composition des limites. O

b) Prolongement par continuité

La question que nous nous posons dans ce paragraphe est la suivante : étant
donné une fonction continue sur une intervalle "a trou", est—il possible de la prolon-
ger de fagon continue sur l'intervalle entier ?

Définition IX.7. Soit a € I et soit f : I\ {a} — R une fonction continue. On dit
que f est prolongeable par continuité en « si il existe g € €(I) telle que

Iy = 1

> Exemple IX.12. La fonction In n’est pas prolongeable par continuité en 0.

Proposition IX.15. Soit a € I et soit f : I \ {a} — R une fonction continue.
Alors :

f est prolongeable par continuité en a
<
f admet une limite réelle en a.

& Remarque IX.7. Ceci est donc équivalent a 'existence et égalité des limites a
droite et & gauche en a LORSQUE a € [.

Démonstration.
(ft) Immédiat via :

lim f(z) siz=a
T—a

{ f(x) sizel
g: T

(U) Siil existe un prolongement par continuité g de f en a, alors g(x) — g(a) et
T—a

donc, comme gy, ., = [ alors f(z) — g(a).
T—a

]

> Exemple IX.13. La fonction définie sur R* par z e~ se prolonge par
continuité en 0 par 0. Attention, elle n’est pas prolongeable par continuité sur R car

. _1
lim ez = +00.
r—0~
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c) Images d’intervalles

Théoréme IX.16 (Théoréme des valeurs intermédiaires).
Soit f € €°([a,b]) telle que f(a)f(b) < 0. Alors :

dc €a,b], f(e)=0.

& Remarque I1X.8.
— La condition f(a)f(b) < 0 impose que f(a) et f(b) soient de signes opposés.
— Il n’y a pas nécessairement unicité du point d’annulation c.

— Notons cependant que si l'on rajoute la condition que f soit strictement
monotone, le point ¢ est unique.

Démonstration. On peut définir par récurrence trois suites (a,)n, (bn)n €t (¢,), selon
le procédé suivant : posons ag = a, by = b et cg = “TH’, puis, pour tout n > 0

— si f(an)f(cn) <0, on pose api1 = Gy €t by = ¢y 5

— dans le cas contraire, on pose a,.1¢, et b,11 = by,.

Enfin, dans tous les cas, on pose :

_ pg1t+bpy
Cnt1 = 92

On remarque alors que les suites (ay,), et (b,), sont respectivement croissantes et
décroissantes. De plus, sin > 1 on a :

1
0< bn — Qn = é(bn—l - an—l)

1
— —(b—

b a)
et donc, par théoréme VIL.11, b, — a, — 0. Les deux suites (b,), et (a,), étant
adjacentes, elles convergent vers une méme limite ¢ €]a,b[. De plus, comme pour
tout n > 0, f(a,)f(b,) < 0 on obtient par passage a la limite que f(c)* < 0 ce qui
implique f(c) =0, d’ou le résultat.

0
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& Remarque IX.9. Dans la démonstration supra, on resserre donc petit a petit
une "fenétre" autour du point d’annulation de f, ce que 'on peut implémenter en
python via le code suivant (on parle de recherche de zéro par dichotomie) étant
donné que la suite (c,), converge par encadrement vers c.

def dicho(f,a,b,p):
if f(a)*f(b) > 0:
raise ValueError ("f_ne,s’annule pas")
while b-a>10x*(-p):
c=(a+b) /2
if f(c) ==
return c
if f(a)=*f(c)<0:
b=c
else:
a=c
return c

# Exercice IX.2. Démontrer que toute fonction continue de [0, 1] dans lui méme
admet un point fixe, i.e un = € [0, 1] tel que f(x) = .

w Correction : Si f(0) = 0 ou f(1) = 1, c’est terminé. Sinon, posons g : © +— x—f(z) ;
alors g(0) = —f(0) <0 et g(1) =1 — f(1) > 0; par TVI, il existe x €]0,1[ tel que
g(x) =0, i.e f(z) = x.

Corollaire IX.16.a. Soit f € €°([a,b]); posons a = f(a) et B = f(b). Alors :

vy € [, 8] (ou [8,a]), e € [a,b], f(c) =7 .

Démonstration. Appliquer le théoréme 1X.16 & z — f(z) — 7. ]

Corollaire IX.16.b. Soit f € ¢°([a, b]) strictement monotone ; posons o = f(a)
et 5= f(b). Alors :

vy € [, 5] (ou [, ), 3! c € a,b], flc) =7.

Démonstration. La stricte monotonie entraine I'injectivité de f et donc I'unicité de
7. -

Corollaire IX.16.c. L'image d’un intervalle par une fonction continue est un in-
tervalle.

Démonstration. Se rappeler que les intervalles de R sont exactement les convexes et
utiliser le corollaire précédent. ]
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Corollaire IX.16.d (Théoréme des bornes atteintes). Soit f € €°([a,b]). Alors :
(i) f admet un maximum M et un minimum m atteints sur [a, b] ;

(i) f(la,0]) = [m, M].

En particulier, I’image d’un segment par une fonction continue est un seg-

ment.

Démonstration. Commengons par poser M = sup f([a,b]) (pourquoi existe-t—il 7).
Alors, par caractérisation séquentielle, il existe une suite (x,,),, de points de [a, b] telle
que f(z,) — M. De plus, la suite (x,), est bornée, donc il existe par théoréme de
Bolzano-Weierstrass (théoréme VII.17) une suite extraite (x,(n)), de cette derniere
convergeant vers ¢ € [a, b]. Par continuité de f et unicité de la limite, on obtient que
M = f(c). Un raisonnement similaire nous donne l’existence de m = min f([a, b]) et
nous pouvons alors conclure par le théoreme 1X.16. O

> Exemple IX.14. Le TVI nous permet de démontrer que le cosinus est surjectif
sur [—1,1].

d) Continuité et (stricte) monotonie

Proposition IX.17. Toute fonction continue sur un intervalle, & valeurs réelles et
injective est strictement monotone.

Démonstration. En exercice : raisonner par contraposée via le TVI (théoréeme I1X.16).

[]

Théoréme IX.18 (Théoréme de la bijection).
Soit I un intervalle de R et soit f : I — R une application continue strictement

monotone. Alors :
(i) f réalise une bijection de I vers J = f(I);
(ii) J est un intervalle du méme type que I (i.e ouvert et fermé le méme nombre
de fois) ;

(iii) f~':J — I est de méme monotonie que f.

Démonstration. Ce résultat est admis. O]

& Remarque IX.10. Nous avons vu de nombreuses applications de ces résultats
dans le chapitre II.
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3.7 Bréve extension aux fonctions a valeurs com-
plexes

Une fois n’est pas coutume, tous les résultats de ce chapitre ne faisant pas inter-
venir d’inégalité se généralisent aux fonctions f : I — C lorsque I est un intervalle
de R (on ne parlera pas ici de fonction de variables complexes). En particulier, no-
tons que le TVI ne se généralise pas. On peut par contre passer a la limite dans
les parties réelle et imaginaire et caractériser la continuité d’une fonction a valeurs
complexes par celle de celles-ci.

> Exemple 1X.15. ¢ vy 1.
ﬁ
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Chapitre X

Entiers relatifs, arithmétique

1.7 Divisibilité

On rappelle que (Z,+, x) est un anneau commutatif intégre sur lequel I'ordre
naturel "<" est total.

a) Diviseurs, multiples

Définition X.1. Soient a,b € Z. On dit que a divise b si il existe ¢ € Z tel que
b = ac. On dit alors que b est un multiple de a.

Notation. On notera alb si a divise b et on pose aZ = {ak |k € Z} 1'ensemble des
multiples de a.

¥ Remarque X.1.
— Si a divise b et que a et b ne sont pas tous les deux nuls, I'entier relatif ¢ tel
que b = ac est unique par intégrité ; on ’appelle quotient de b par a et on le

note, si a # 0, —. Cette notation est a utiliser avec parcimonie et & réserver
a

au cas ou alb.

— On vérifie aisément que alb <= bZ C aZ.

— Pour tout a € Z, 0 = a x 0 et donc a|0 : tout le monde divise zéro. A
I'inverse, 0 ne divise que lui-méme.

Proposition X.1. La relation "divise" est réflexive et transitive. De plus, sia,b € Z
alors :

(alb) A (bla) & a = +£b .

& Remarque X.2. Ceci implique que aZ = bZ < a = +b.

Démonstration. La réflexivité et la transitivité sont immédiates (cf. chapitre V). Il
ensuite clair que si a = +b, alors a = (£1) x b et donc a|b et bla. Réciproquement,
si a et b se divisent mutuellement, il existe ¢ et d dans Z tels que b = ac et a = bd.
On a alors b = bdc, ce qui entraine par intégrité que dc =1 et doncd =c=+1. [
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b) Division euclidienne

Théoréme X.2.

Soient a,b € Z tels que b # 0. Alors :

Vocabulaire. a est appelé dividende, b diviseur, ¢ quotient et r reste de la
division euclidienne.

Démonstration. 11 suffit pour 'existence de remarquer que par corollaire de la pro-
priété d’Archimede (proposition ?77?) il existe u € Z tel que :

|blu < a < |bj(u+1)
puis de poser ¢ = |u| et r = a — |b|u.
Pour 'unicité, si on suppose qu’il existe deux tels couples (q,r) et (¢/,r’) alors
b(q—q') =1r"—r et donc blr’ —r. Or r,r" € [0,|b|[, ergo ' —r €] — |b], |b][, ce qui

entraine que v’ — r = 0. Par conséquent, ¢ — ¢’ = 0, d’ou le résultat. m

> Exemple X.1. 15 = 7x 241 est une division euclidienne, mais pas 15 = 7x3—6.

Proposition X.3. [Sous—groupes de Z| Soit G’ un sous—groupe de (Z,+). Alors il
existe un unique n € N tel que G = nZ.

Démonstration.

Existence : Considérons 'ensemble & = GNN*. S’il est vide, alors G = {0} = 0Z;
dans le cas contraire, il admet par axiome D un plus petit élement ng. Un sous—
groupe étant stable par puissances (ici multiples), on a alors ngZ C G.

Pour montrer I'inclusion réciproque, prenons a € G et effectuons sa division
euclidienne par ng (qui est non nul) : par le théoréme X.2, il existe un unique
couple (q,r) € Z? tel que :

a=mnoq+r
OST<|TLO|:TLO

Le reste vérifie r = a — ngq et donc appartient & G comme différence de
deux éléments du sous—groupe. Il ne peut donc pas étre dans & et strictement
inférieur a ng, ergo r = 0 d’ott a € nyZ.

Unicité : S’il existe deux tels entiers naturels n,n’ alors G = nZ = n'Z et donc
n =mn' car n,n > 0.

[]
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2.7 PGCD, algorithme d’Euclide

a) Plus Grand Commun Diviseur

Proposition/définition X.2. Soient a,b € Z tels que b # 0. On appelle plus
grand commun diviseur (PGCD) de a et b la quantité :

max{d € N* | (8|a) A (5]b)} .

Notation. pged(a,b), a A b.

Démonstration. L’ensemble & = {§ € N*| (d|a) A (]b)} est une partie de N non vide
(elle contient 1) et majorée (brutalement) par max(|al,|b|) donc le PGCD est bien
défini. O

& Remarque X.3. On a alors naturellement, pour a, b € Z, I'égalité aAb = |a|A|b].
> FExemple X.2.

— 2AN3=1;
— 2N (-3) =1,
— (=2) AN (—4) =2.

¥ ATTENTION : le PGCD sera toujours, selon notre définition, un entier naturel
non nul. D’autres conventions existent dans la littérature ; nous invitons le lecteur
a faire preuve de vigilance.

& Remarque X.4. Sia,b € Z et k € N*, on vérifie aisément que (ka)A(kb) = k(anb).

b) Détermination pratique du PGCD

Pour des raisons d’efficacité heuristique, nous utiliserons dans ce paragraphe la
notation, pour a € Z :

P(a) = {k € Z| k|a}

pour I’ensemble des diviseurs de a. Cet ensemble vérifie clairement que Z(a) = Z(|a|)
et, par définition :

aNb=max(Z(a)NZ(b)) .
Remarquons que si a,b € Z sont tels que b # 0 ont pour division euclidienne
a=0bq+r

avec ¢, r vérifiant les conditions du théoréme X.2, alors on peut vérifier rapidement
(il s’agit d’'un bon exercice pour le lecteur avisé) que :

P(a)N2(b) =2(b)N2(r)

i.e pour tout k € Z :
(kla) A (K[b) < (K[b) A (Klr) .

En particulier, cela implique que a Ab=0bAr.
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Proposition X.4. Soient a,b € Z tels que b # 0 et soit § € N*. Alors :

d=aAb

& Remarque X.5. Remarquons que cet énoncé est équivalent au suivant, qui est
une caractérisation, trés utile en pratique, du PGCD :

d=aAb

—

{ (6]a) A (5]b)
vd € Z, (d|a) A (d]b) = (d|3)

Cela signifie que le PGCD est en fait le "maximum", au sens de la relation "|" (qui
n’est pas un ordre) des diviseurs communs a a et b.
Démonstration.

(<) Si d est un diviseur strictement positif de a et b alors d|d et donc d|d. Comme

9 divise a et b, on a bien § = max(Z(a) N Z(b)) "NN* =a A b.
(=) Démontrons par récurrence forte sur [b| € N* que Z(a A b) = Z(a) N Z(b).
— Si |b| =1, alors
P@)ND0b)=2(@)ND()=Pa)=PaNl).

— Si la propriété est vraie pour tout k < |b| — 1, alors, en posant a = bg + r
la division euclidienne de a par b, on a :

D(a)N2(b) =2(b)ND(r)
= 2(b A r) par hypohtése de récurrence
= P(a A D)

d’ott le résultat.

¢ Algorithme d’Euclide

Soient a, b € Z tels que b # 0 ; pour déterminer le PGCD de a et b on définit une
suite récurrente (r,), selon le procédé suivant :
— ro = |al;
— ry = [b|;
— pour n > 0, 7,40 sera le reste de la division euclidienne de r, par 7, si ce
dernier est non nul; dans le cas contraire on pose 1,12 = 0.

Proposition X.5. La suite (1), est décroissante et stationnaire a 0.
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Démonstration. La décroissance est claire. Pour le coté stationnaire, commencons
par remarquer que si il existe N > 0 tel que ry = 0 alors Vn > N, r, = 0 par
construction ; il nous suffit donc de démontrer I'existence d’un tel rang V.
Procédons par I'absurde en supposant que la suite (r,,), ne s’annule jamais ; alors
on a pour tout n > 0, r, < 7,1 par division euclidienne ; nous sommes donc en
présence d’une suite décroissante d’entiers naturels; d’apres la proposition 77 cette
derniére est stationnaire égale & ¢ € N. Or, si r, = r,.1 = ¢ # 0 pour n > 0,
rnie = 0, ce qui contredit notre hypothése. n

Proposition X.6 (Euclide). Posons :
No =min{N € N*|ry =0} .

Alors :

aNb=rn,_1.

Démonstration. Le minimum de 1’énoncé existe par axiome D. D’aprés nos travaux
préliminaires :

P(a) N 2(b) = D(ro) N D(1r4
= .@(7”1) N .@(7’2)

~—

et donc ry,—1 = a Ab. ]

Cet algorithme peut se retranscrire sans trop de difficulté en langage python.

def euclide(a,b):
s=a
t=b
while t!=0:
s,t=t,sht
return s

> Exemple X.3. Pour 137 et 12, on passe par les étapes suivantes :
— 137 =12 x 11 + 5;

— 12=5x2+2;
— 5=2x2+1;
— 2=1x2+0.

Ainsi 137 A 12 = 1.
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c) Relation de Bézout

Proposition X.7. Soient a,b € Z tels que b # 0. Alors :

du,v € Z, au+bv=aAb.

¥ ATTENTION : : cette proposition n’est pas une équivalence : 4 n’est pas le PGCD
de 2 et 3 et pourtant 2 x 2+ 3 x 0 = 4.

Démonstration. Comme a Ab = |a| A |b|, on peut supposer a,b € N sans perte
de généralité. La démonstration de ce résultat repose sur ’algorithme d’Euclide
étendu. Conservons la suite (r,), définie au paragraphe précédent et posons :

— ug=1,u; =0;

— vy =0,v =1.
Démontrons par récurrence double sur n € N que :

Vn €N, Ju,,v, € Z, au,, + bv,, =r, .

— Pour n = 0,1 c’est immédiat.

— Supposons la propriété vérifiée aux rangs n et n + 1 pour un certain n > 0.
Alors, par définition de la suite (r,), il existe g € Z tel que (notons que 7,41
peut étre nul) :

T'n = Tnt+14 + T'n42

et donc :

Tnt2 = Tp — T'n+1q
= au, + b, — q(au,41 + bu,y1) par hypothése de récurrence

= a(un - qunJrl) + b(”n - qanrl) .

Ne reste qu’a poser u, 1o = U, — qUpr1 €t Vo = Uy — QUL
On conclut la démonstration en appliquant ce résultat a

n=min{N e N|ry =0} —1.
U

> Exemple X.4. Pour 33 et 21, I'algorithme d’Euclide livre les étapes suivantes :
— 33=21x1+12;

21 =12x1+9;
— 12=9x1+43;
— 9=3x3+0.

En "remontant" ces opérations, on obtient :

33A21=3=12-9x 1
— (33 —21) — (21 — 12)
= (33 —21) — (21 — (33 — 21))
=33 x 2+ (—3) x 21 .
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d) Plus Petit Commun Multiple

Proposition/définition X.3. Soient a,b € Z \ {0} ; on appelle plus petit com-
mun multiple (PPCM) de a et b la quantité :

min((aZ NbOZ) NN*) .

Démonstration. Le minimum existe par axiome D. O

Notation. ppcm(a,b),a V b.

& Remarque X.6. Tout comme pour le PGCD, on dispose d’'une caractérisation
du PPCM; si p € N alors :

uw=aVb
=
W€ aZ NbZ
VYm € Z, (m € aZNbVZ) = (m € pZ)

—

>0
wZ = aZ N bZ

Proposition X.8. Soient a,b € Z. Alors :

labl = (a V b)(a A D) .

Nous démontrerons ce résultat ultérieurement ; nous le mentionnons cependant
a ce stade du cours pour la raison qu’il s’agit de la meilleure facon de déterminer un
PPCM en pratique.

#y Exercice X.1. Soient a,b € Z tel que b # 0. Démontrer que

aZNbZ = (aVb)ZL.

3.7 Entiers premiers entre eux

a) C’est quoi?

Définition X.4. On dit que deux entiers entiers a et b sont premiers entre eux
sia ANb=1.

> Exemple X.5. 3 et 7 sont premiers entre eux.
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a
et

aNb alNb

Proposition X.9. Soient a,b € Z tels que b # 0; alors sont premiers

entre eux.

Démonstration. Immeédiat via la caractérisation du PGCD. O

b) Théoréme de Bézout

Le théoréme qui suit est du & Claude-Gaspard Bachet de Méziriac (frangais,
1581—1638). Etienne Bézout (francais, 1730—1783) a généralisé cet énoncé a des
structures plus générales, notamment les anneaux de polynomes (cf. chapitre XIV).

Théoréme X.10 (Bézout).
Soient a,b € Z tels que b # 0. Alors :

a et b sont premiers entre eux

—

Ju,v €Z, au+bv=1.

Démonstration. ({}) Il s’agit d’un cas particulier de la proposition X.7.

(1) Soit d € Z(a) N 2(b). Alors, comme il existe u,v € Z tel que au+bv =1 on a
d|1. On en déduit que a A b = 1.
[

Corollaire X.10.a. Soient a,b,c € Z tels que aA\c=bAc=1. Alors abA\ ¢ = 1.

Démonstration. Par théoréme de Bézout (X.10), il existe u, v, s,t € Z tels que

l=au-+co=>bs+ct.

Ainsi :
l=aux14cv
= au(bs + ct) + cv
= abus + c(aut 4 v)
d’ou le résultat, toujours par théoréme de Bézout. O

c) Lemme de Gauss

Le résultat qui suit est une généralisation, nommée en I’honneur de Johann Carl
Friedrich Gauss (allemand, 1777—1855) d’un lemme apparaissant dans le livre VII
des Eléments d’Euclide. Par ailleurs, cet énoncé apparait sous sa forme moderne
dans un traité de Jean Prestet (mathématicien et prétre francais, 1648—1690).
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Théoréme X.11 (Lemme de Gauss).
Soient a, b, c € Z tels que :
— a et b sont premiers entre eux;
— albe.
Alors alc.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Bézout (X.10), il existe u,v € Z tels que
au + bv = 1. De plus, comme albc, il existe w € Z tel que bc = aw. Alors :

c=cx1
= uac + buve

= uav + awv

d’ou le résultat. O

Corollaire X.11.a. Si a et b sont deux entiers premiers entre eux, alors aVb = |ab|.

Démonstration. Soit m € aZ N bZ; alors il existe g, h € Z tel que m = ah = bg et
donc blah ce qui entraine par lemme de Gauss que b|h et donc ab|m. O

Ce corollaire nous permet de démontrer la proposition X.8; en effet, on a alors
(avec les hypothése de 1’énoncé de cette proposition) :
a b aVb

a/\bva/\b:a/\b:’ab|

et

sont premiers entre eux.In fine, on a bien :
aANb aAb P fine,

car

(a Ab)(aVb)=lab|.

Corollaire X.11.b. Soient a,b,n € Z tels que a A b= 1. Alors :

(aln) A (bln) = (abln) .

Démonstration. Comme a Ab =1, a Vb= |ab|, d’ou le résultat. O

¢ Application : équations diophantiennes

Considérons dans ce paragraphe une équation de la forme suivante, pour a,b,c € Z
fixés tels que ab # 0 et d’inconnues x,y € Z :

axr +by=c. (E :X.1)

Commengons par poser § = a A b et par remarquer que si § fc, alors I’équation ne
posséde aucune solution. Dans le cas contraire, celle—ci est équivalente a la forme

réduite suivante :
adr+br=¢ (E :X.2)
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a,_b ., _c
5,b—5etc—5.

Les entiers a’ et b’ étant premiers entre eux, I’algorithme d’Euclide étendu nous
permet de trouver u,v € Z tels que a'u + b'v = 1; une solution particuliére de
(E :X.2) est alors le couple

avec a' =

(20, Y0) = (uc, ve)

et
Supposons que nous disposions d’une autre solution (z,y) € Z? de (E :X.2); on
obtient alors par soustraction des égalités a’x + b'y = ¢’ et a’xg + b'yg = ¢ que :

a(x—xz0) =b(yo — y)
ce qui implique que @' |b'(yo — y). Or, ' AV =1 donc, par lemme de Gauss :
a'lyo —y
et donc il existe k € Z tel que :
y = yo— ka' .
Revenant a ’égalité précédente on a désormais :
a'(x —xg) = ka't!

et donc, par intégrité :
x=x0+ kb .

En conclusion les solutions de (E :X.2) sont les éléments de ’ensemble :
Fred = {(xo + KV, yo — kd') | k € Z}

et donc les solutions de (E :X.1) parcourent cet ensemble, les deux équations étant
équivalentes.

> Exemple X.6. L'é¢quation 12z + 4y = 8 est équivalente & 3z +y = 2. On
trouve comme solution particuliére le couple (1, —1) et donc les solutions sont les
(1+k,—1—3k), pour k € Z.

o Application : forme irréductible d’une fraction rationnelle

Soit x € Q; alors il existe, par définition, (p,q) € Z x N* tels que = = ]—) Posons
q

5=p/\q,p’=§et q

= % ; il est alors trivial que :

/

Po_vp
q

ql

= XT.

Nous venons de trouver une écriture de x comme quotient de deux entiers premiers
entre eux, le dénominateur étant strictement positif. Une telle écriture s’appelle

a
forme irréductible de z et est unique. En effet si x = 7 avec (a,b) € Z x N* tels
que a Ab=1 alors :

p/b — aq/

et donc ¢|p'b, ce qui entraine par lemme de Gauss que ¢’'|b. On montre symétrique-
ment que b|¢’ et donc, par positivité, ¢ = b ergo p’ = a.
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d) Généralisations diverses

Il est possible de définir le PGCD et le PPCM d’une famille d’entiers aq,...a,
via les formules récursives :

pged(ay, ..., a,) = pged(pged(ay, . .., an_1), an)

et

ppem(ay, . .., a,) = ppem(ppem(ay, ..., ay_1),ay) -

On a alors un analogue de la relation de Bézout, a savoir 'existence d’une famille
(ur,...,u,) € Z" telle que :

Zuiai = ngd(a’lu s 7an) :
=1

¥ ArTENTION : 1l convient de différencier les familles d’entiers premiers entre eux
deux a deux de celles dont le PGCD "global" est égal a 1 (on parle dans ce cas
d’entiers premiers entre eux dans leur ensemble).

> Exemple X.7. Les entiers 2, 3,4 sont premiers entre eux dans leur ensemble
mais 2 A\ 4 # 1.

4.~ Nombres premiers

a) C’est quoi?

Définition X.5. Un entier p € N est dit premier si p # 1 et

2(p) ={-1,-p,p, 1} .

¥ ATTENTION : : avec cette convention, les nombres premiers seront des entiers
naturels.

> Fxemple X.8. 1 n’est pas premier, 24 non plus; 3 et 11 sont premiers.
Vocabulaire. Un entier naturel non premier différent de 1 sera dit composé.

& Remarque X.7. Pour dresser une table des premiers nombres premiers (ah ah),
on peut utiliser un procédé appellé crible d’Eratosthéne (grec, 276 av. J.-C. —
194 av. J.-C.) : il s’agit de supprimer d’une table des entiers tous les multiples d’un
entier. En supprimant tous les multiples, a la fin il ne restera que les entiers qui ne
sont multiples d’aucun entier, et qui sont donc les nombres premiers.
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@+ XOX 1 X = X
®» X * X@ @K

Proposition X.12.

(i) Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux;

(ii) toute entier naturel supérieur ou égal a 2 admet un diviseur premier.

Démonstration. Le point (i) est immédiat par intersection des ensembles de divi-
seurs. Le point (ii) a été traité par récurrence forte au chapitre I. ]

Proposition X.13. Il existe une infinité de nombres premiers. I

Démonstration. Supposons qu’il existe un nombre fini et notons les pq,...p,; po-

SOnS :
n

p= Hpi +1.
i=1

L’entier p est supérieur ou égal a 2 donc admet un diviseur premier. Or, tous les p;
sont premiers avec p par Bézout, d’ou absurdité. O

b) Décomposition en produits de facteurs premiers

Proposition X.14. Soit @ > 2 un entier naturel. Alors, il existe une unique
(& Pordre prés) famille de nombres premiers py,...,p, et d’exposants associés
aq, ..., a, € N* telle que :
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Démonstration. L’existence se démontre par récurrence forte sur le modeéle de I'exis-
tence d’un diviseur premier. Pour I'unicité, supposons qu’il existe deux telles familles,
i.e que a admette pour écritures

n m
a:Hp‘,jk et a:qu’“.
k=1 k=1

Commencons par remarquer que les py et ¢ sont en fait nécessairement les diviseurs
premiers de a et donc m = n et, quitte a les réorganiser, Vk € [1,n] pr = qx. De

plus, a k fixé on a :
o T ] vk’
j=1

ce qui entraine par théoréeme de Gauss (pj est premiers avec les p; pour j # k)
que pzk|p£’“ et donc ay. Il ne nous reste qu’a démontrer symétriquement 1'inégalité
inverse pour conclure. O

> Exemple X.9. 12=22x3,15=3x5, 32 =25

c) Valuation p—adique

Proposition/définition X.6. Soit n € N* et soit p un nombre premier. On appelle
valuation p—adique de n l'entier :

vy(n) = max{k € N|p*n} .

Démonstration. Le maximum existe par axiome D (la partie est majorée d’apres la
proposition X.14). O

"® FExemple X.10. v5(250) = 3.
& Remarque X.8.

— Pour n € N, p premier et £ > 0 on a I’équivalence suivante :

kn;
vp(n) =k <— {p,fil' n.

— La proposition X.14 entraine 1’égalité :
n = H pVP(n) 3
p premier

Notons que ce produit est fini car seul un nombre fini de valuations sont non
nulles.

Proposition X.15. Soient a,b € N* et soit p un nombre premier. Alors :

(i) vp(ab) = vp(a) + vp(b) ;
(i) vp(a+b) = min(vy(a), vp(b)).
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Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence de I'unicité dans la proposition X.14. [

Proposition X.16. Soient a,b € N* et soit p un nombre premier. Alors :
(i) alb < pour tout p premier, v,(a) < nuy(b);
(i)
anb= [ prneres)

p premier

(iii)

avb= [ prer@mn

p premier

Démonstration. (i) Immédiat.

(ii) Découle de la caractérisation : si d divise a et b alors pour tout p premier,
vp(d) < vp(a) et vp(d) < vy(b) ergo vp(d) < min(vy(a),v,(b)) ce qui entraine

que :
a JI prines@msn

p premier

(iii) Adapter la démonstration du point précédent.

5.7 Congruences
On fixe dans tout ce paragraphe n € N.

o Rappels (chapitre V)

Soient a,b € Z. On dit que a est congru a b modulo n (noté a = b[n]) si il
existe k € Z tel que b = a + kn. Ceci définit une relation d’équivalence admettant
exactement n classes 0,1,...,n — 1.

a) Opérations sur les congruences

Proposition X.17. La relation de congruence modulo n est compatible avec 1’ad-
dition et la multiplication.

Démonstration. Soient a,b,a’, b € Z tels que a = da’ [n] et b = V' [n]. Alors il existe
k,h € Z tels que a = a' + kn et b =10+ hn. Ainsi :

a+b=d+V+n(k+h)
=dad + b [n]
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et
ab =(a' 4+ kn)(t/ + hn)
=a't/ + n(kb' + ha' + kh)n
= d'b' [n]
d’ou le résultat. O

& Remarque X.9.

— Notons que l'on ne peut pas a priori inverser dans une congruence. Par
exemple, 2 x 2 = 0[4].

— Cependant, si a € Z est premier avec n € N*, le théoréme de Bézout (X.10)
nous livre l'existence de u, v € Z tels que 1 = au+nwv. De fait, on a au = 1 [n],
ce qui signifie que multiplier par u revient a "diviser par a modulo n". Ceci
est fort utile pour résoudre des équations mettant en jeu des congruences.

b) Petit théoréme de Fermat

Lemme X.1. Soit p un nombre premier et soient a,b € Z. Alors :
(i) Vk e [L,p—1], pI(});
(ii) (a+b)P =aP + b [p].

Démonstration. (i) Soit k € [1,p — 1] ; alors :

Pl = kl(p — k)! (Z)

donc p|k!(p — /{:)'(Z) Or, p n’apparait pas dans le produit k!(p — k)! d’entiers
compris entre 1 et p — 1 donc, comme p est premier, p A (kl(p — k)!) = 1 d’on,
par lemme de Gauss (théoréme X.11) :

)

(ii) I suffit d’appliquer le binome de Newton :
p
(a+b)P = Z <£) akonF

k=0
<£) ak bn—k
1

TV
divisible par p

=a’ 4+ 0 [p| .

bS]
—

=a’+ b+

(]

&
Il

O

Le théoréeme suivant est souvent appelé "petit théoréme de Fermat", du nom de
Pierre de Fermat (frangais, ~1610-—1665), qui I’énonce dans une lettre a Bernard
Frénicle de Bessy, autre mathématicien frangais et son contemporain.
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Théoréme X.18 (Fermat).
Soit p un nombre premier. Alors :

Va € Z, a’ = alp] .

Démonstration. Supposons dans un premier temps a positif; nous pouvons alors
démontrer ce résultat par récurrence sur a.

— a =0 : immédiat.

— Supposons la propriété vraie au range a > 0. Alors :

@+ 1P =+ 10 )
=a+ 1[p|
d’out le résultat.

Dans le cas négatif, nous devons distinguer deux cas :
— si p > 2, alors p est impair et donc

|
I

—~
I

Q

~—

=)

— sip=2alors —1 =1[2] donc a = —a[2].
Nous pouvons donc dans les deux cas conclure via le cas a > 0. O

Corollaire X.18.a. Soit p un nombre premier ; alors :

Va € Z\ pZ, a*' = 1[p] .

Démonstration. Nous savons par le théoréme de Fermat que pla?—a. Or a?—a = a(a?~'—1)
et pAa =1 car a ¢ pZ donc, par lemme de Gauss (théoréme X.11) :

pla?t —1
d’oul le résultat. O

Ce dernier résultat a été quelques temps utilisé comme test de primalité : si p
vérifie la congruence indiquée, on le considérait comme premier. Malheureusement,
la réciproque du corollaire est fausse, donc le test est faussé : les faux positifs,
appelés nombres de Carmichael (Robert Daniel Carmichael, américain, 1879—1967)
comprennent 561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601 et 8911. Il a été démontré en 1994 par
William Alford, Andrew Granville et Carl Pomerance qu’il en existe une infinité.
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Chapitre XI

Dérivation

’Dans tout ce chapitre, nous fixons un intervalle I de R d’intérieur non vide.

1.7 Notion de dérivée

a) Qu’est—ce?

Définition XI.1. Soit f : I — R une fonction et a € I. On dit que f est dérivable
en a si son taux d’accroissement en a admet une limite finie, i.e si

i 1) = (@)

z—a €T —Q

existe dans R.

Cette limite est alors appelée nombre dérivé de f en a.

Notation. Si f est dérivable, on pose f'(a) = lim M.

T—ra Tr — a

& Remarque XI.1.

— Il peut étre parfois utile de se ramener a I’écriture alternative suivante (lorsque
les quantités existent) :

— Géométriquement, les taux d’accroissement correspondent aux pentes des
"cordes" associées a la courbe représentative de f.
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— En sciences appliquées, la dérivée en un point s’interpréte cinématiquement
comme une vitesse instantanée.

> Exemple XI.1.

Pour la fonction f : z — 2% on a, au voisinage de a € R (excluant a) :

f(x) = fla) _2*—a’

Tr —a Tr—a

=x4+a

— 2a
T—a

et donc f est dérivable en a et f'(a) = 2a.

Proposition XI.1. Soit f: I — R une fonction et soit a € I. Alors :

f est dérivable en a
<~
il existe A € R et ¢ une fonction définie au voisinage de a et de limite nulle en a
tels que f(z) = f(a) + Mz — a) + (x — a)e(x) au voisinage de a.

Dans ce cas, on a de plus f'(a) = A.

Vocabulaire. L’expression supra est appelée développement limité a ’ordre 1 de
la fonction f en a (cf. chapitre XVII). Le terme en (z — a)e(x) sera dit négligeable
par rapport & x — a au voisinage de a.

& Remarque XI.2. On retrouve le résultat vu en premiére : la courbe représen-
tative de f peut étre approximée par une droite au voisinage de a; celle—ci admet
pour équation

y=(x—a)f'(a)+ f(a)
et est appelée tangente a la courbe de f en a. Notons au passage que si f’'(a) = 0,
la tangente est horizontale et que si le taux d’accroissement tend vers I'infini, notre
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courbe représentative admet une tangente verticale (elle n’est alors évidemment
pas dérivable).

¥ ArTENTION : Ne pas confondre la notion de tangente et celle d’asymptote, que
nous étudierons au chapitre XVII.

Démonstration.
f(z) — f(a)

r—a
bien e(x) — 0 et 'égalité voulue avec A = f'(a).
Tr—a

({}) Si f est dérivable en a, il suffit de poser € : x +— — f'(a). On a alors

(ft) On a, au voisinage de a (excluant a) :

f(x)_f(a):A—i—g(l’)
T a E})\

d’ou le résultat.
O]

Proposition XI.2. Toute fonction dérivable en un point de I y est continue. I

¥ ATTENTION : la réciproque est FAUSSE. La fonction valeur absolue est continue
en 0 et pourtant :

Tr z—0*t
et
L
Tr x—0—

ce qui signifie que cette fonction n’est pas dérivable en 0.

Démonstration. Soit a € I et soit f dérivable en a. Alors d’aprés la proposition XI.1
on a, au voisinage de a :

f(@) = f(a) + (z —a)f'(a) + (z — a) &(z)

~—
r—ra 0
— f(a)
Tr—a
et donc f est continue en a. O]

Définition XI.2. Une fonction dérivable en tout point de I est dite dérivable sur
I. La fonction

FiI SR
x = f'(x)

est alors appelée dérivée de f.

Notation. On note Z(/) I'ensemble des fonctions dérivables sur 1. La dérivée pourra

étre noté f, gl méme D f, mais surtout pas e
x T
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¢ Dérivées usuelles

Les fonctions vues dans le chapitre I sont dérivables en presque tout point de
leurs ensembles de définition respectifs. Nous rappelons dans le tableau ci—ensuite
les valeurs de leurs nombres dérivés en les points ad—hoc.

Valeur de f(z) Ensemble de dérivabilité | Valeur de f'(z)
z° R az®~?
a® (a > 0) R In(a)a®
log,(x) (a >0, a#1) R* m
cos(z) R — sin(z)
sin(x) R cos(x
tan(z) R\ {2+ kr|keZ} 1 + tan?(z) = cos%(w)
arcos(r) | —1,1] —ﬁ
arcsin(z) ] —1,1] 1+$2
arctan(x) R T
ch(x) R sh(z)
sh(z) R ch(z)
th(z) R 1 —th®*(z) = Ch21( )

Un cas particulier mérite d’étre souligné : les fonctions puissances x — % sont
dérivables sur R si @ € N, R* si a € Z \ N. Les racines n—iémes ne sont jamais
dérivables en 0,mais sont dérivables sur R* si n est impair.

> Exemple XI.2. Comme la fonction sinus est dérivable en 0, on a

sin(x
sin(z) — cos(0) =1
T z—0
. . . sin(x) . . .
et donc la fonction sinus cardinal sinc : z , définie sur R* est prolongeable
par continuité a R.

65 E 5 5 En a 3 25 2 Is 1 05 o s 1 15 2 2’5 3 2 s 5 65
05

b) Dérivées directionnelles

Définition XI.3. Soit f: I — R et soit a € I

N

— Si a # min I, on appelle dérivée & gauche de f en a la quantité (si elle

existe)
_ J(z) = f(a)
! = lim ————~ .
fg (a) :L"LICILI* T —a
— Si a # max [, on appelle dérivée a droite de f en a la quantité (si elle
existe)
é(a) — lim f(I) - f(a)
r—at Tr—a
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"® Exemple XI.3. Soit f : 2+ |z|; alors f est dérivable & droite et & gauche en
0 et £1(0) = 1, £1(0) = —1.

Proposition XI.3. Soit f: I — R et soit a € I. Alors :

f est dérivable en a
<~
f admet une dérivée a gauche et a droite en a qui sont égales.

Démonstration. Cela découle du résultat analogue sur les limites directionnelles, a
savoir la proposition [X.10 0

c) Classes de fonctions

Définition XI.4. Soit k£ > 1; une fonction f : I — R est dite k—fois dérivable sur
Isi:

— k=1cet f est dérivable sur I ; on note alors f) = f’:

— k > 2 et la fonction f*~Y est dérivable sur I; on note alors f*) = (f=DY,

Notation. On note 2%(I) I'ensemble des fonctions k fois dérivables sur /. La fonc-
k

tion dérivée k-iéme f*) pourra également étre notée D f ou s
x

> Exemple XI.4. La fonction z — 22 est 7 fois dérivable sur R, de dérivée
septiéme nulle. Sa dérivée seconde est x — 2.

Convention. On notera, pour f € €°(I), f© = f.

& Remarque XI.3. Soit £ > 1; alors si f est une fonction k—fois dérivable sur I,
pour tout 0 < j < k, la fonction fU) est continue (car dérivable).

Définition XI.5. Soit £ € N*. On dira qu'une fonction f : I — R est de classe
¢* sur I si:

— feI¥I);

— f® e Eo(I).
Si f est de classe €* sur I pour tout k € N*, on dira que f est de classe € sur
I.

Notation. On notera, sans surprise, €% (I) (resp. €*°) I'ensemble des fonctions de
classe €% (resp. €>°) sur I.

> Exemple XI.5. Les fonctions usuelles sont de classe € dans les ensembles
mentionnés dans le tableau du paragraphe a).

& Remarque XI.4.
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— On a la chaine d’inclusions suivante :
(1) > 2Y (1) > €N I) D 2°I) > ... o €W (1) > 2% V() > ... o E>)

et toutes ces inclusions sont strictes. Par exemple, /- € €°(R,) \ Z2'(R,)
etz 22 € €Y (RL) \ Z2(R,).

— Si f est de classe €% sur I, alors f' € €%*~1(I).

— Ona

()= () 2"().

keN*

1
#1 Exercice XI.1. Démontrer que la fonction z — 22 sin (—) se prolonge en 0
x

en une fonction dérivable mais pas de classe €.

d) Opérations sur les dérivées

¢ Au premier ordre

Proposition XI.4. Soient f,g € 2*(I) et soit A € R. Alors :
(i) f + Ag est dérivable sur I et (f+ Ag) = f' '+ A\¢;
(ii) f x g est dérivable sur T et (f x g) = f' Xg+ f x¢';

(iii) si g ne s’annule pas sur /, g est dérivable sur I et

([)': fla—rg
g 9>

Démonstration. (i) Immédiat par opération sur les limites (passer aux taux d’ac-
croissement).

(ii) Soient x,a € I tels que = # a. Alors :

f(@)g(x) — fla)gla) _ flz)g(x) — f(x)g(a) + f(x)g(a) — f(a)g(a)

_ f(x)g(ﬂf; = Z(a) . g(a)f(ma)j = i(a)
— f(a)g'(a) + g(a)f'(a)

d’oul le résultat.

(iii) S’obtient de fagon analogue au précédent, avec des calculs un tantinet plus
crades.

[]

¥ ATTENTION : il convient de préter a la rédaction une attention particuliére ; en
particulier, on ne saurait dériver une fonction sans avoir préalablement justifié sa
dérivabilité.
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Proposition XI.5. Soient 7, J deux intervalles d’intérieur non vide de R et soient
fe2U) et ge 2'(J) telles que f(I) C J. Alors :

(i) go fe 2N I);
(i)

(gof) =f xgof.

Démonstration. Soit a € I et soit b = f(a) € J. Alors, par proposition XI.1, il existe
W e 7(b) tel que :

VyeW :g(y) =g(b) + (y = b)g'(b) + (y — b)e(y)
avec £(y) — 0. Comme f(a) = b et que f est continue, il existe de plus V' € #'(a)
y—
tel que f(V)C W et donc,siz e VNIona f(x) €W ergo :

go f(x)=go fla)+ (f(x) — fla))g" o fla) + (f(z) — fla) e(f(z)) .
——

el
Ainsi :
g0 S =90 ) _ I =10y, gy, LI, 1
— J'(@)g° f(a)
ce qui conclut la démonstration. O

> Exemple XI.6. La fonction définie sur R? par x — er est dérivable comme
composée des fonctions dérivables

f:RL —
1

T = —
T

et exp : R — R. Sa dérivée vérifie, pour tout x > 0 :

(expof)(r) = —yet

Proposition XI.6. Soient 7, .J deux intervalles d’intérieur non vide de R et soit
f I — J une fonction bijective et continue sur I. Soit a € I tel que :
— f soit dérivable en a;

— [(a) #0.
Alors
(i) f~! est dérivable en b = f(a);
.. VS S
@) (0 = i e
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& Remarque XI.5.

— Ce théoréme a donc quatre hypothéses a vérifier : deux globales (portant
sur la fonction) et deux locales (relatives au point a).

— On retrouve le résultat énoncé dans le théoréme I1.4 : une bijection dérivable
admet une réciproque dérivable en tout point de non—annulation de sa dérivée.

— Par la proposition [X.17, la fonction f est strictement monotone.

> Exemple XI.7. Nous avons vu plusieurs applications de ce théoréme dans le
chapitre II (fonctions trigonométriques réciproques).

Démonstration. Soit V € ¥ (a), x € V \ {a} et y = f(x). Alors

[ - ) w—a
y—b F(x) ~ fla)
1

d’ou le résultat. ]

& Remarque XI.6. Sila dérivée de f s’annule en a, la fonction réciproque y admet
une tangente verticale car le taux d’accroissement ci—dessus tend vers I'infini.

Dans le cas contraire, la fonction réciproque admet au point f(a) une tangente dont
le coefficient directeur est 'inverse de celui de la tangente & la courbe de f en a.

On retrouve, en reformulant, la proposition vue au chapitre II.
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Corollaire XI.6.a. Soit f: I — R une fonction dérivable telle que f’ ne s’annule
pas sur /. Alors :

(i) f admet une réciproque f~! dérivable sur f(I);

(i)

~frof

¢ Aux ordres supérieurs

Les choses se passent trés bien concernant les dérivées d’ordre supérieur d’une
combinaison linéaire ; les formules se compliquent (un peu) pour le produit, avec le
résultat suivant du au mathématicien allemand Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—
1716).

Proposition XI.7 (Formule de Leibniz). Soient f,g € 2™(I) (n > 1). Alors la
fonction fg € 2"(I) et

EES WIS

Démonstration. Démontrons le par récurrence sur n € N*.

— n =1 : se référer au paragraphe précédent.

— Supposons la propriété vérifiée pour un certain n € N*. Soit f : [ — R et
g : I — R deux fonctions n + 1 fois dérivables sur I.
Les fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par
hypothése de récurrence la fonction fg 'est aussi avec

Vael, M () = (n) =) (1) g™ (2) .
(fg)();kf ()9 (x)

Pour tout k € [1,n — 1], les fonctions f"* et g*) sont dérivables sur I
donc par opération sur les fonctions dérivables, la fonction (fg)™ est encore
dérivable sur 7. Ainsi la fonction fg est (n + 1) fois dérivable et :

vael, (f0)" ) =3 (7) (P ) + @)

k=0
En décomposant la somme en deux et en procédant a un changement d’indice
sur la deuxiéme somme, on obtient, pour z € I :

n+1

0w = ()1 +Z( 1)

k=0

= F (@)g(a) + (a)g +Z(() (")) F e

= Z (”Z 1) FOH (@) g® ().

k=0
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La propriété était initialisée et héréditaire, elle est vérifiée sur N. m

#1 Exercice XI.2. Le lecteur possédé de tendances masochistes pourra calculer
les dérivées successives de sin X cos.

La succession de résultats suivante est énoncée sans démonstration. Le lecteur
pourra si il le souhaite combler ce manque a la sueur de son front.

Proposition XI.8.
(i) L’inverse d’une fonction de classe €* ne s’annulant pas est de classe €*.

(ii) La composée de deux fonctions de classes €% compatibles est de classe €*.

(iii) La réciproque d’une bijection de classe ¢* dont la dérivée premiére ne
s’annule pas est de classe €*.

Nous ne donnons pas dans les cas énoncés supra de formules pour le calcul
explicite des dérivées successives, et nous suggérons au lecteur de nous en étre re-
connaissant.

2.7  Accroissements finis

a) Extrema locaux

Nous pouvons reformuler les définitions vues au chapitre I en utilisant un langage
un peu plus évolué. Notons le gain de place occasionné.

Définition XI.6. Soit f : I — R une fonction. Si a € I, on dit que :
— f admet un maximum local en a si f(x) < f(a) au voisinage de a;
— f admet un minimum local en a si f(z) > f(a) au voisinage de a.

Proposition XI.9. Soit f une fonction dérivable sur I et soit a € I. Si f admet
un extremum local en a, alors f'(a) = 0.

Vocabulaire. Un point d’annulation de f’ est appelé point critique de la fonction

f.

¥ ArTENTION : la réciproque est FAUSSE. En effet, la fonction x — 23 admet
pour dérivée x +— 322 qui s’annule en 0 sans que ce dernier ne soit un extremum
local de la fonction initiale.
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De méme, il est essentiel que a ne soit pas une borne de I ; penser a la fonction

x +— x sur [0,1]...

Démonstration. Plagons nous dans le cas ol @ est un maximum local de f. Alors,
au voisinage de a :
— six <a,
f(x) — f(a)

Tr—a

>0

et donc par passage a la limite f,(a) > 0;
— six >a,
f@) - 1@ _,
T —a
et donc par passage a la limite f}(a) <O0.

Or f est dérivable en a, donc f;(a) = fi(a) = f'(a). On en déduit que f'(a) =0. O

& Remarque XI.7. Dans le cas €, on peut démontrer ce résultat en appliquant
le TVI (théoréme [X.16) a f'.
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b) Théoréme de Rolle

L’heuristique du résultat suivant se trouve dans les écrits de Michel Rolle (fran-
gais, 1652—1719). Sa forme moderne, liée au théoréme des accroissements finis, doit
beaucoup aux écrits d’Augustin Louis Cauchy (frangais,1789—1857) et Joseph—Louis
Lagrange (italien naturalisé frangais, 1736—1813). La démonstration proposée ici
s’inspire de celle proposée par Joseph—Alfred Serret (frangais, 1819—1885).

Théoréme XI.10 (Rolle).

Soient a,b € R tels que a < b et soit f : [a,b] — R telle que :
— f€ Cgo([av b]);
— f€ _@1(]61,6[) )
— fla) = f(b).

Alors :

Jde €la,b], f'(c)=0.

& Remarque XI.8. L’idée derriére ce théoréme n’a rien d’ésotérique (rétrospec-
tivement) : si f(a) = f(b), alors la courbe représentative de la fonction f admettra
au moins une tangente horizontale entre a et b.

o

Démonstration. Si f est constante, ¢’est trivial. Sinon, il existe (par exemple) y €]a, b]
tel que f(y) < f(a) et donc f admet un minimum local en un point (non déterminé)
¢ €a, b| par le corollaire IX.16.d. Ainsi, f'(¢) = 0 par proposition XIL.9. O

> Exemple XI.8.
— La dérivée d'un polyndéme admet une racine entre chaque paire de racines de
ce dernier.
— En physique, un mobile unidimensionnel revenant a son point de départ devra
annuler sa vitesse a un instant donné.

c) Théoréme des accroissements finis

Le théoréme qui suit, point central de ce chapitre, est du a Augustin Louis
Cauchy (frangais,1789—1857) et Joseph—Louis Lagrange (italien naturalisé frangais,
1736—1813).
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Théoréme XI.11 (Accroissements finis).

Soient a,b € R tels que a < b et soit f : [a,b] — R telle que :
— f€ Cfo([avb]) )
o f € 91(]aab[)'

Alors :

f() — f(a)
b—a

de¢ €la, b, f'(c) =

& Remarque XI.9.

— Géométriquement, ce résultat se traduit de la facon suivante : il existe un
point ¢ en lequel la tangente & la courbe représentative de f est paralléle a
la "corde" reliant les points (a, f(a)) et (b, f()).

N

4 b

— En physique, ce résultat implique qu’il existe un instant dans tout mouvement
en lequel vitesses instantanée et moyenne sont confondues.

Démonstration. 11 suffit d’applique le théoréme de Rolle a la fonction

g:la,b) = R
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Corollaire XI.11.a (Inégalité des accroissements finis). Soient a,b € R tels que
a < b et soit f:[a,b] — R telle que :

— Fe®(a,b));

o f € 91(]61,19[) )

— il existe M € R tels que :

Alors :

& Remarque XI.10. La troisiéme hypothése supra est toujours vérifiée par les
fonctions de classe ¢! sur un segment.

" Exemple XI.9. Pour tout x € R, |sin(z)| < |z].

¢ Une application : fonctions lipschitziennes

La classe de fonctions définies ci—ensuite est nommée en I’honneur du mathéma-
ticien allemand Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832—1903).

Définition XI.7. Soit M € R Une fonction f : I — R est dite M—lipschitzienne
sl :

Va,y €1, |f(x) = fly)l < Mz —yl.

W Exemple XI.10. La fonction z +— 22 est 2-lipschitzienne sur [0,1]. En effet,
pour tous z,y € [0,1] :

= =+ y)(z—yl <2z —yl.

Proposition XI.12. Toute application lipschitzienne est continue. I

Démonstration. Soit f : I — R une fonction M-lipschitzienne et soit a € I. Alors,
pour tout x € I :

|

|[f(x) = f(a)] < M|z — a

— 0

T—ra

d’out le résultat. O

¥ ArTENTION : la réciproque est fausse. La fonction exponentielle n’est pas
exemple pas lipschitzienne sur R.

Proposition XI.13. Une fonction dérivable est lipschitzienne si et seulement si sa
dérivée est bornée.
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Démonstration. 11 s’agit d’un corollaire de I'inégalité des accroissements finis. [

> Exemple XI.11. Les fonctions continues sur un segment, les fonctions sinus,
cosinus sont lipschitziennes.

¢ Une autre application : suites récurrentes et applications contractantes

On se fixe une application f : I — I contactante, i.e lipschitzienne de rapport
K €]0,1]. On fixe ug € I et on pose, pour n > 0 :

Up+1 = f(un) :
Si on suppose que f admet un point fixe ¢, alors pour tout n > 0 :

[uns1 — | = [f(un) = f(c)]

< Klu,, — ¢

< K"™uy — ¢f
—0
et donc u,, — c.

¥ Remarque XI.11. Il est possible de démontrer I'existence de ce point fixe dans
le cas général.

% Exercice XI.3. Soit a € R, et soit (u,), la suite définie par récurrence via :

Ug —

VneN, u,r1 =+1+u,
1++5

5

Démontrer que (u,), converge vers

w Correction : Nous avons déja remarqué dans le chapitre VII que ['unicité

1 )
de la limite (proposition VII.1) entraine que ¢ = /1 +{ et donc { = +2\/_ 4

doit étre positive car les termes de la suite u le sont et (> = 1 + (). Par inégalité
des accroissements finis, la fonction f : x +— /1 + x est %flispschitzienne sur R,.
Elle admet de plus un point fixe (nous venons de le trouver!), d’ou le résultat en
appliquant [’heuristique vue supra.

d) Monotonie

Théoréme XI.14. )

Soit f € €°(1) N 2*(I). Alors :
(i) f est croissante sur [ <= f > 0 sur I;
(ii) f est décroissante sur [ <= f' <0 sur I;

(iii) f est constante sur I <= f' =0 sur .

#® ATTENTION : I est un INTERVALLE. Considérer la fonction x |z| sur R* qui
est de dérivée seconde nulle sans que sa dérivée premiére ne sont constante.
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Démonstration. (i)
(=) Soient a € I et z € I tels que = > a. Alors :

f(z) = f(a)

Tr—a

>0

et donc, en passant a la limite f'(a) = f}(a) > 0.
(<) Soient x,y € I tels que z > y. Alors, par TAF (théoréme XI.11, applicable
car [ € €%y, z]) N 2'(Jy, x])), il existe ¢ €ly, [ tel que :

f@) = fly) =f)(x—y) 20
d’ou le résultat.
(ii) Se traite de fagon analogue.

(iii) Découle immeédiatement de (i) et (ii).
[

Corollaire XI.14.a. Soit f € ¥°(I) N 2'(I) une fonction croissante. On pose :
&={zel|f(z)=0}.

Alors :

f est strictement croissante
<
& non contient aucun intervalle d’intérieur non vide.

Vocabulaire. Un ensemble & vérifiant la propriété supra est dit discret.

Démonstration. Cela découle du point (iii) de la proposition précédente. O]

& Remarque XI1.12.
— Cela signifie que tout va bien si & ne contient aucun convexe non trivial, i.e
si il est "rempli de trous".
— Un résultat analogue existe évidemment pour les fonctions décroissantes.

e) Limite de la dérivée

La question qui nous intéresse dans ce paragraphe est la suivante : étant donné
un point a € I et f € €°(I) N 21\ {a}), comment vérifier que f est dérivable en
a? Cela nous sera en particulier utile pour tester la régularité de prolongements par
continuité.

Proposition XI.15. Soit a € I et soit f € €°(I) N 2*(I \ {a}). Alors :
— si f'(x) — ¢ € R, f est dérivable en a et f'(a) = {;
r—a

— 81 f'(x) — oo, f n'est pas dérivable en a et sa courbe y admet une
r—a

tangente verticale ;
— sinon, on ne peut conclure.
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& Remarque XI.13. Dans le premier cas, la fonction f’ est de facto continue en
a.

Démonstration. Soit x € I\ {a}, par exemple z > a. En appliquant le TAF au
segment [a, z|, on obtient l'existence de ¢, €|a, x| tel que

f(x) — f(a)

r —a

f(ez) =

et ¢, — a par encadrement. On en déduit le résultat en examinant les différentes
r—a

limites possibles pour f’(c,) quand z — a. ]

> Exemple XI.12. Le prolongement par continuité en 0 de la fonction z — e~ r
(initialement définie sur R* , cf. chapitre IX) est dérivable en 0 de dérivée nulle car

3.7 Fonctions convexes

a) C’est quoi?

Définition XI.8. Une fonction f: I — R est dite convexe si :

Ve,ye I, VA€ [0,1], f(1=XNz+Xy) < (1 —=Nf(x)+Af(y).

Vocabulaire. Si —f est une fonction convexe, on dira que f est concave.

& Remarque XI.14. L’inégalité définissant les fonctions convexes nous indique
que la droite sécante passant par deux points sur la courbe représentative d’une
telle fonction est située au dessus de 'arc (portion de courbe) délimité par ceux—ci.

A

_ela\‘ e et e e ae -

brey. . .

_/m

N
S e e e =

Il peut également étre intéressant de faire le lien entre cette définition et la caracté-
risation paramétrique des convexes de R (corollaire I11.12.a).
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> Exemple XI.13.

— les fonctions affines x — ax + (5, pour a, f € R, sont clairement convexes (et
concaves) ;

— la fonction = — 2% est convexe;

— la fonction exponentielle est convexe (& ce stade, on peut le "voir" géométri-
quement ; nous le démontrerons au paragraphe suivant) ;

— la fonction In est concave;

— la fonction z — 2% n’est ni concave, ni convexe ;

— la réciproque d’une bijection convexe est concave (et inversement!) : penser
a la symétrie existant entre leurs courbes représentatives.

Proposition XI.16 (Inégalité de Jensen). Soient x1,...,z, € I, f : I — R, une

n
fonction convexe et Aj, ..., A, € R tels que > Ay = 1. Alors :
k=1

f (Z Ak%) < Z Aef (k) -
k=1 k=1

& Remarque XI.15. On a nécessairement A; ..., A\, € [0, 1].

Démonstration. Procédons par récurrence sur n € N*.
— n =1 : trivial.

— Supposons 'inégalité vraie & un certain rang n > 1 et montrons-la pour n+1.
n+1
On doit donc démontrer que, si >, A\; = 1 alors :
i=1

f (Z Aiti + >\n+1an+1) <Y NS (@) + Aia f (ang)

i=1 i=1
Si A\,y1 =0, c’est terminé. Sinon, posons

NN
’ 1— )\nJrl
pour i € {1,...,n} de sorte que \] + ...+ A, = 1. L’inégalité¢ voulue devient

alors

f ((1 — Ans1) D Nai + /\n+1@n+1> < (1= Anpr) D NS (@) +Ania f (anin)
=1

i=1
Par la définition de convexité, on a d’abord

f ((1 = Ans1) Z Na; + >\n+1an+1> < (T= ) f (Z Ag@i) F g1 f (@ny1),

i=1 i=1
et ’hypotheése de récurrence nous permet ensuite de conclure puisqu’elle nous
donne

(1= Anga) f <Z Aﬁi) + A1 f (@ng1) < (1= Anja) Z Nof (i) + Angaf (@ns1)
n+1

= Z Aif (%’) :

i=1
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m
#y Exercice XI.4. Soient z1,...,z, € R ; montrer que :
1
n n 1 n
o) <ty
k=1 k=1
w Correction : Par inégalité de Jensen, en posant f = —1In, on a :
(S hn) <3 btaw
k=1
i.€
In (Z —x ) > l
g “n
k=1
On a donc :

3|
VAN
=3
R
bl
I 3
S|
S
=
~__—

1)

d’otu le résultat par croissance de la fonction exp.

b) Fonctions convexes réguliéres

La caractérisation géométrique des fonctions convexes évoquée supra se traduit
par la proposition suivante, qui nous dit qu’une fonction est convexe si et seulement
si les pentes de ses tangentes sont croissantes.

Proposition XI.17. Soit f : I — R une fonction. Alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

(i) f est convexe;

(i) Va,y,z € 1,

= 1)  f6) = f)

(x<y<z):><
y—x z—x

(iii) Va,y,z € I,

fly) — f(z) < f(Z)—f(y)) .

(x<y<z)¢<
y—T =Y

(iv) Vx,y,z € I,

f(z) = fz) _ f(Z)—f(y)) '

Z—x B zZ—

(x<y<z):>(

Démonstration. Nous allons démontrer que (i) < (ii) ; on procéde ensuite de fagon

analogue pour les deux autres assertions.
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(i)=(ii) Si on suppose f convexe et que 'on fixe z,y,z € I, tels que z < y < z,
alors y €|z, z| et donc il existe A €]0, 1] tel que y = (1—A)x+ Az. Par convexité
de f, on a alors :

fly) = F(L =Nz +Az) < (1= A)f(x) + Af(2).

Ainsi :

fly) = fx) < A(f(2) = f(x))

-
et il nous suffit pour conclure de remarquer que A = 4 par définition.
z—x

(ii)=-(i) Soient x,z € I et soit A €]0, 1] (I'inégalité de convexité est triviale lorsque

-

A €{0,1}. Alors, en posant y = (1 =Nz +Azonaz <y < zet A= i )

z—x

Il nous suffit alors de remonter les calculs supra pour vérifier que f est bien
convexe.

O

Corollaire XI.17.a. Une fonction f : I — R est convexe si et seulement si, pour
f(z) — fla)

Tr —a

tout a € I, la fonction x — est croissante sur I \ {a}.

& Remarque XI1.16. Ce résultat nous indique que la courbe représentative d’une
fonction convexe se situe au dessus de ses tangentes.

La convexité d’une fonction se traduit de fagon simple lorsque cette derniére est
une ou deux fois dérivable, comme nous ’exposons dans la proposition suivante.

Proposition XI1.18. Soit f : I — R une fonction.

(i) Si f est dérivable, alors f est convexe si et seulement si f’ est croissante ;

(i) si f est deux fois dérivable, alors f est convexe si et seulement si f” > 0.

Démonstration. (i) Découle du corollaire XI.17.a.

(ii) Découle du point (i) et du théoréeme XI.14.

]

Vocabulaire. Un point ou f” change de signe est appelé point d’inflexion de la
courbe de f. Ces points correspondent & un changement de convexité de la courbe
de f.

i Exemple XI.14. On démontre ainsi aisément la concavité du logarithme et la
convexité de I’exponentielle. Ceci nous livre une démonstration rapide des inégalités
In(l4+z)<zetl+u<e"pourze|l—100etucR.
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4.7 Bréve extension aux fonctions a valeurs com-
plexes

Il est aisé de vérifier qu'une fonction f : I — C est dérivable si et seulement si
ses parties réelle et imaginaire le sont. On en déduit par exemple que la fonction
x — e* pour a € C est dérivable, de dérivée = — ae™”.

® ATTENTION : le théoréme de Rolle (XI.10) et le théoréme des accroissements
finis (XI.11) sont faux sur C. On a cependant une version complexe de l'inégalité
des accroissements finis (corollaire XI.11.a), dont nous admettrons la démonstration
pour le moment (elle découle d’une simple majoration d’intégrale).

Théoréme XI.19 (Inégalité des accroissements finis, cas complexe).
Soit f : [a,b] — C une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[ telle que :

IK € Ry, Vx €]a,b], |f'(z)| < K.

Alors :

|f(b) — fla)] < K|b—al .

La notion de fonction convexe reposant sur des inégalités, elle ne se généralise
évidemment pas aux fonctions a valeurs complexes (du moins pas sous cette forme).
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Chapitre XII

Matrices, systémes linéaires

’On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C. ‘

1.~

a)

Généralités

C’est quoi ?

Définition XII.1. Soient n,p € N; on appelle matrice a n lignes et p colonnes sur
K toute application

M:[1,n] x[1,p] — K.

Notation. Du point de vue pratique, nous représenterons une matrice sous la forme
d’un tableau a n lignes et p colonnes, le coefficient en position (i, 7) correspondant
a la valeur de M (i, j). Ceci donnera des objets ressemblant a :

1 2 3 1 2 3
4 5 6 4 5 6
7 8 9 o 78 9]
10 11 12 10 11 12

les deux notations étant usitées aux concours.
L’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes sera quant a lui noté ., ,(K). Si
M e A, ,(K), on notera généralement m, ; son coefficient ligne ¢, colonne j.

Vocabulaire.

— Lorsque n = p, on parle de matrices carrées; I’ensemble correspondant est
simplement noté ., (K).

— On appelle matrice diagonale toute matrice carrée M = (m; ;)i jepn] € #n(K)
telle que

V(i,j) € [Ln]?, (i #j) = (mi; =0).

Une telle matrice est donc de la forme :

diag(dy, ..., d,) =
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avec dy, ...,d, € K. L’ensemble de ces matrices sera noté¢ D, (K).
— Une matrice scalaire est une matrice de la forme
A (0)
) A
diag(A, ..., \) = . e M,(K) -
(0) A

Les plus célébres étant la matrice nulle et la matrice identité, respectivement :

0O ... ... 0 1 (0)

0O ... ... 0 (0) 1
— On appelle matrice triangulaire supérieure toute matrice carrée
M = (m;;)ijenn] € #n(K) telle que
V(i,5) € [Lnl*, (i > j) = (mi; =0).

Une telle matrice est donc de la forme :

L’ensemble des matrices triangulaires supérieures est noté 7, (K). On définit
de la méme fagon l’ensemble 7, (K) des matrices triangulaires inférieures ; on
a alors naturellement :

THK)NT, (K) = D,(K) .

b) Combinaisons linéaires

Il est aisé de définir deux lois de compositions sur les matrices ; en 'occurrence :
— la somme de deux matrices A = (a;;); ; et B = (b;;):; de M, ,(K) est définie
comme étant la matrice A+ B = (¢;;);; telle que :

V(Z,j) € [[1,77,]] X [[17p]]7 Cij = Qij + bivj :

Ceci définit une loi de composition interne commutative sur .4, ,,(K) ;
— si M = (my;)ij € M, ,(K) et X € K, on définit la matrice AM = (a; ;) ; via

V(i,7) € [1,n] x [1,p], a;; =Am;; .

Ceci définit une loi de composition dite externe sur .4, ,(K) (cf. chapitre
XVIIL).

Proposition XII.1. Le couple (4, ,(K),+) est un groupe abélien. Dans le cas ou
n = p, les ensembles D, (K), T7 (K) et T, (K) en sont des sous—groupes.
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¢ Matrices élémentaires

Posons, pour (i,7) € [1,n] x [1,p] :
E; ;= (6ik0,6) (k.0)el1,n)x[1.0] -

ol d; ; est, pour tous objects 7, j, le symbole de Kronecker valant 0 si ¢ # j et 1
sinon. Ceci signifie que tous les coefficients de la matrice £; ; sont nuls, a I'exception
de celui situé ligne 7, colonne j, qui est égal a 1; e.g pour n = p = 2 nous avons :

10 01
El,l = (0 O) ’ E1,2 = (O 0)
0 0 0 0
E271 = (1 O) et EQ’Q = (0 1) .

On a alors naturellement que, si A = (a;;)i; € 4, p(K) :
n p
A= Z Z ai,jEi,j .

i=1 j=1

On dit que la matrice A est combinaison linéaire de matrices élémentaires.

c) Produit matriciel

Définition XII.2. Soient A = (Cbi,j)i,j € %NI(K) et B = (bi,j)i,j € %q,p(K>. On
appelle produit de A par B la matrice, notée A x B € 4, ,(K) dont le coefficient
en position (4, j), pour i € [1,7] et j € [1,p], est :

q
E ai,kbk,j .
k=1

¥ ATTENTION : il ne nous est possible de former le produit de deux matrices A
et B que si leurs dimensions sont compatibles : il est nécessaire que le nombre de
colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.

> Exemple XII.1.

)¢9
1 11
) € [1,q] x [1,p]. Alors il est possible de
K) et cette matrice admet pour coefficient

O = O

1 2 3
01 2
— Soient (¢,7) € [1,7] x [1,¢] et (,

former le produit E; ; X Ey; € M.,
en position (a,b) € [1,7] x [1,p] :

—_~

q q
E 6i,a5j,c50,k5€,b - 51',(16&(7 E 5j,c(sc,k
c=1 c=1

cpge.webgirand.eu 195



MPSI Corot CHAPITRE XII. MATRICES, SYSTEMES LINEAIRES

La somme de droite supra est non nulle & la seule condition que j = k, et
égale a 1 dans ce cas, entrainant que :

q
> 61000k = 0iabrs0;
c=1
le produit des deux symboles de Kronecker de gauche étant reconnaissable
(si, si) comme le coefficient en position (a,b) de la matrice £; . On en déduit
donc que :
Fij X By =0;1E;0.

& Remarque XII.1.

— Le lecteur fou a lier s’empressera alors de vérifier dans la doubleur que le
produit matriciel est associatif et bilinéaire (i.e si A, B, C sont des matrices
raisonnables et A € K, alors (A4+AB)C = AC+ABC. Il est cependant, lorsque
les matrices sont carrées, non commutatif (cf. paragraphe 2.7)

— Le produit de deux matrices triangulaires (resp. diagonales, scalaires) reste
triangulaire de méme "orientation" (resp. diagonal, scalaire).

— SiAe A, ,(K)et X € #,,(K), la matrice AX est combinaison linéaire des
colonnes de A.

¢ Produit par blocs

Pour manipuler des matrices de tailles plus ou moins déraisonnables, nous pour-
rons avoir recours a l’écriture "par blocs", i.e nous poserons des matrices sous la

forme : M
B
M= (%)

avec A, B,C, D des matrices de tailles compatibles. Il nous sera possible d’utiliser
les opérations classiques sur les matrices directement sur les blocs, pour peu que
ceux—ci soient raisonnables (i.e que les dites opérations soient légales).

120
i Exemple XII.2. Soit M = [3 4 0] ; alors on peut écrire M sous la forme
0 0 5

A|B
MZ(%)
avecAz(1 2),32(0),02(0 0) et D = (5). De fait :
A|BY[(A|B
C|D C|D
_( A*+BC | AB+ BD
~\CA+DC| CB+D?

A2 0
0 | D?

2
|

ce qui permet de déduire que :

7 10 0
M?>=1[15 22 0
0 0 25
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d) Transposition

Définition XII.3. Soit A = (a;;)i; € #np(K). On appelle transposée de A la
matrice de ., ,,(K) dont le coefficient en position (7, j) € [1,p] x [1,n] est a;;.

Notation. AT,
i Exemple XII.3.

123\ /147
4 56| =[25 8];
78 9 36 9
(010)T_(1)§
9 2 42 0 0

Proposition XII.2. Soient A, B € 4, ,(K) et soit A € K. Alors :
i) (A+AB)T = AT + BT ;
(if) (AT)" = A4;

(iii) si C € A, ,(K), (AC)" =CTAT.

Démonstration. Les points (i) et (ii) sont triviaux. Pour le point (iii), fixons (7, j) € [1, p] x[1,n];
alors le coefficient en position (i,7) de CT AT est

Il s’agit donc bien du coefficient situé ligne j, colonne i de la matrice AC, d’ou le
résultat. [

#1 Exercice XII.1. Soit X € M1 (K). Exprimer de fagon simple la quantité
X'TX.

x1
w Correction : Posons X = | 1 |. Alors X'X € #,,(K) aura pour seul

Tn
coefficient la quantité :

3

B
Il
—

Définition XII.4. Soit A € #,,(K) une matrice carrée. On dira que A est :
— symétrique si A= AT ;
— antisymétrique si A = —A".
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Notation. On notera .7, (K) I'ensemble des matrices symétriques n x n et 7,(K)
celui des matrices antisymétriques.

> Fxemple XII.4. Les matrices diagonales sont symétriques. La matrice (_01 é)

est antisymétrique.

& Remarque XII.2.

— Une matrice A est symétrique si et seulement si pour tout (i,7) € [1,n]?
on a a;; = a;,;. De méme, une telle matrice sera antisymétrique a condition
d’avoir a;; = —a;,; en particulier, a;; = —a;,. La diagonale d'une matrice
antisymétrique est donc toujours nulle.

— Toute combinaison linéaire de matrices symétriques (resp. anitsymétriques)
reste symétrique (resp. antisymétrique).

— On a,si M € #,(K), on a:

C M+MT M-MT

M
cAn(K) ety (K)

cette décomposition étant unique (pourquoi?).

2.7 L’anneau .#,(K)

a) Qui est-ce?

Proposition XII.3. Soit n > 0. Alors (.4, (K),+, x) est un anneau.

Démonstration. 11 s’agit d’une synthése des propriétés évoquées précédemment dans
ce chapitre. Notons que le neutre pour le produit matriciel dans ., (K) est la matrice
identité I,,. O

¥ ATTENTION : cet anneau n'est évidemment PAS commutatif dés quen > 2:en

6=
COEN-(Y)

¢ Abominations diverses

et

L’anneau .4, (K) n’est pas un endroit particuliérement bien famé; on y trouve
divers objets inconnus dans des contrées civilisées, dont nous donnons quelques
exemples ci—ensuite, de fagon & encourager notre lecteur & une saine paranoia en
matiére de calcul matriciel.
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Diviseurs de zéro. La nullité d'un produit matriciel n’entraine absolument pas
celle de I'un des facteurs; par exemple :
(0 0
1) \0 0/~

(1) (5

L’anneau ., (K) n’est donc PAS intégre (sauf si n = 1).

I N |—=

Nilpotents. Pire, certaines matrices non nulles ont la discourtoisie d’admettre une
puissance nulle ; par exemple :

2

0 01 000
00 0] =(000
000 000

Compte tenu de ces exemples, il serait réellement de mauvais ton de considérer
le produit matriciel comme intégre. A bon entendeur ...
¢ Bindme de Newton

Notons, en contraste avec le musée des horreurs supra, que si deux matrices
A, B € #,(K) sont telles que AB = BA (on dit qu’elles commutent), nous dispo-
sons de la formule du binéme de Newton (proposition VIII.12), pour p € N :

(A+ By = zp: <Z) Akprk

k=0

#1 Exercice XII.2. Calculer les puissances successives de la matrice A =

O O W
S W O
w o =

w Correction : Remarquons que A= D + N avec

D=3l; e N=

o O O
oS O O

1
0],
0
ces deux matrices commutant. De plus, pour tout k > 2, on a N* = 0, ce qui entraine
que, pour tout p € N* :
AP = (D + N)?
—~ (p
— NkDp—k
> (1)
k=0

= N'DP + pNDP~*
=3I;+p3'N

¥ 0 p3p!
=10 3 0
o o0 3
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b) Groupe linéaire

Définition XII.5. Le groupes des inversibles de 'anneau (., (K), +, x) est appelé
groupe linéaire d’ordre n sur K.

Notation. GL,(K) = ., (K)*.

¥ ATTENTION : seules les matrices carrées peuvent étre inversibles. De plus, en

raison du caractére non commutatif de 'anneau .4, (K), il convient de ne pas oublier
que (cf. chapitre VIII) :

VA, B € GL,(K), (AB)'=B"'A""'.

> Exemple XII.5. Soient a,b,c,d € R: alors on peut vérifier que A = (i Z)

est inversible si et seulement si ad — bc # 0. On a alors :
1 d —b
A7l = :
ad — bc (—C a )

& Remarque XII.3. Nous verrons dans le paragraphe 3.~ une méthode de calcul
g
pratique de I'inverse d'une matrice carrée inversible.

Proposition XII.4. Soit A € GL,(K). Alors AT € GL,(K) et (A™H)T

Démonstration. 11 s’agit d'un corollaire de la proposition XII.2. O

3.7 Systémes linéaires

a) Définition

Définition XII.6. Soient p,q € N*. On appelle systéme linéaire a p équations et
q inconnues toute famille d’équations de la forme :

q
Vi € Hl,p]], Za'l}j'%j = bl
j=1

avec les a; ;,b; € K fixés et les ; inconnus scalaires.

& Remarque XII.4. Un tel systéme est équivalent a une équation matricielle
du type
AX =B
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T b
avec A = (a;j)ij € MpyK), X = | 1 | € #1(K)et B=|: | € #,:(K).
Lq by
Dans ce cas, A est appelée matrice du systéme, B son second membre et X
son inconnue.

> Exemple XII.6. Le systéme linéaire

20+3y+z = 1
=y = 42

peut s’écrire sous la forme

2 3 1\ (") (1
1 -1 0/\Y) = \42)-
—_—— \?)

4 = B

Définition XII.7. On considére un systéme linéaire AX = B. Alors :
— on dira que le systéme est compatible si il admet au moins une solution
X € %qJ(K) ]
— le systéme sera dit homogéne si B = 0.

& Remarque XII.5. Tout systéme homogéne est compatible : X = 0 est solution.

Proposition XIL.5. Soit A € ., ,(K) et soit B € #,,(K). Alors, lorsque ce der-
nier est compatible, les solutions du systéme AX = B sont de la forme Xq+ Xy avec

X une solution particuliére du systéme et Xy une solution du systéme homogeéne
AX = 0.

Démonstration. 11 s’agit d’une analyse—synthése immédiate. O

b) Opérations élémentaires

Pour résoudre un systéme linéaire, il nous est possible de faire usage des opéra-
tions suivantes, dites élémentaires, sur les lignes L; du systéme :
(A) ...échanger la position de deux lignes dans le systéme (L; <> L;) ;

(B) ...multiplier une ligne par un nombre réel non nul A (L; - AL;);

J#i
Il est possible de donner une vision totalement matricielle de ces opérations élé-
mentaires, que nous donnons ici.

(C) ...ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres (LZ- —ui+ )\ij> :

Nous fixons dans tout ce paragraphe une matrice A = (a; ;);; € A, 4(K).
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Rappelons que nous avons défini précédemment la matrice Ey; € .#,(K) dont le
coefficient en position (i, 7) est d; ;0,0

Alors, pour (i,7) € ([1,p] x [1,q]), le coefficient situé en position (i,7) de la
matrice AEy, € M, 4(K) est :

q

E ai,s5s,k5j,e = ai,k(sj,l

s=1
et donc, sil'on note (1, ...,y les colonnes de la matrice A on a :
ABwe=(0|...]0|C|0O]...]0),

la colonne (), se situant en position £. De la méme fagon, on vérifie que, si on note
Ly, ..., L, les lignes de A :

U

)

N
E A= L, c %pGK)
0

0
la ligne L, se situant en position k.
ATTENTION : Les matrices élémentaires SUPRA ne sont pas de mémes dimen-

sion : la premiére est ¢ X ¢, la seconde p X p .. .Nous allons commettre ce type d’abus
tout au long de ce paragraphe.

¢ Multiplication par un scalaire
Soit A € K; posons n € {p,q}, £ € [1,n] et :
M) =1T,+(\N=1)E,.

Les calculs du paragraphe précédent nous permettent d’affirmer que :

(i) Popération élémentaire Cy < ACy sur A est équivalente au calcul du produit
AM} (pour n = q);
(ii) l'opération élémentaire L, - AL, sur A est équivalente au calcul du produit
M}A (pour n = p).
o Echange
On pose, pour n € {p,q} et i,j € [1,n] : :
Xi,j - [n - Ei,i - Ej,j —|— Ei,j + Ejﬂ' .
On vérifie alors que :

(i) 'opération élémentaire C; <> C; est équivalente au calcul du produit AXj ;

(pour n = q);
ii) 'opération élémentaire L; <> L; est équivalente au calcul du produit X; ;A
J J
(pour n = p).
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¢ Combinaisons linéaires

Pour A € K, n € {p,q} et i,j € [1,n] , on pose :
0 =1, + AE;; .

Il est alors aisé de vérifier que :
(i) Popération élémentaire C; < C; + AC; sur A est équivalente au calcul du
produit AQZ’-\J (pour n = q);

(ii) l'opération élémentaire L; <— L, + AL; sur A est équivalente au calcul du
produit Qf:jA (pour n = p).

¢ Conséquences

La vision exposée supra des opérations élémentaires nous permet de démontrer
que :
— les opérations élémentaires préservent l'inversibilité ;
— les opérations élémentaires sur les lignes ne modifient pas les solutions d’un
systéme linéaire.
Ceci offre donc une justification théorique a ’algorithme du pivot, présenté infra.

c) Pivot de Gauss

L’objet de ce chapitre est de présenter une vision matricielle et générale de 1’algo-
rithme exposé dans le chapitre II. Nous ferons volontairement 'impasse sur diverses
technicités et justification théoriques.

¢ Cas d’étude

On se place dans ce paragraphe dans le cas d’un systéme linéaire de la forme

by
AX = B avec A = (a;;)i; € MpyK) et B=|: | € #,:(K). Son inconnue est
bp
T
de la forme X = | : | € #,1(K).
T

¢ Initialisation

Si A est la matrice nulle. Nous avons entiére confiance en la capacité de notre
lecteur a résoudre le systeme linéaire étudié.

Dans le cas contraire, la matrice A admet a minima un coefficient non nul. Quitte
a échanger des lignes (équations) ou colonnes (inconnues : prendre garde a ne pas
oublier que 'on a procédé a cet échange!), il nous est possible de supposer que
Q1,1 7é 0.

On effectue alors les opérations élémentaires suivantes (dans 'ordre) sur les ma-
trices A et B :

— Ly < —Ly;

ai1
— Lz — Lz — CI,Z'71L1 pour 1€ [[2,])]]
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Nous venons de transformer notre systéme en un autre, noté A; X = By, tel que
la matrice A; ait la forme suivante :

A = 0 (%

o Heérédité

L’objectif de cette étape est de donner un procédé permettant de transformer
(via équivalence matricielle) un systéme linéaire de la forme Ay X = By avec

- (4] e

en un systéme de la forme Ay, 1 X = By, 1, avec

[ k41 (*)
Apyr = a :
k+1 ( 0 (*)

Quitte a opérer sur les lignes et (prudemment) sur les colonnes, nous pouvons
supposer que ax4+1,+1 7 0 (& moins d’avoir déja terminé, ce qui est une excellente
nouvelle!). Il nous suffit alors d’effectuer les opérations élémentaires suivantes :

1
— Lgy1 + ——— Ly

Q41 k+1
— Li < Li — @jpy1Lpy1 pour i # k + 1.

Une fois ce procédé terminé, on itére jusqu’a tomber sur une matrice A, peut
étre transformée, quitte a opérer sur les lignes, en :

A’:(]OT (8)).

Le systéme peut alors étre résolu par remontée si il est compatible. Dans le cas
contraire, une équation contradictoire apparaitra, mettant fin & nos efforts. Notons
que dans le cas compatible certaines inconnues peuvent ne pas étre déterminées de
facon unique : cela signifie que I'on dispose de familles de solution a paramétres, les
valeurs de ces derniers pouvant étre choisies arbitrairement.

d) Inversion d’une matrice carrée

Nommeés ainsi en 'honneur du mathématicien et philosophe genevois Gabriel
Cramer (1704—1752), les systémes de Cramer représentent d’une certaine fagon le
"cas idéal" de I’étude des systémes linéaires.

Définition XII.8. Un systéme linéaire est dit de Cramer si :

(i) il admet autant d’équations que d’inconnues;

(ii) sa matrice est inversible.
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& Remarque XII.6. En résumé, un systéme de Cramer est un systéme linéaire
de la forme AX = B avec A € GL,(K).

i Exemple XII.7. Le systéme

20 4+y = 1
r+2y = 2

est de Cramer.

& Remarque XII.7. Soit AX = B un systéme de Cramer. Alors il admet une
unique solution, donnée par X = A~'B.

Pour déterminer I'inverse d’une matrice A € GL,,(K), on peut donc lui appliquer
le pivot de Gauss jusqu’a obtenir la matrice I,,. Si I'on effectue les mémes opérations
élémentaires, dans le méme ordre, sur la matrice identité, on obtient la matrice
inverse A~!. On parle alors de méthode de Gauss—Jordan.

1 2 3
> Exemple XII.8. Déterminons l'inverse de la matrice A= |4 5 6 |. Pour
7 8 10
ce faire, nous partons de :
12 3|1 00
45 6010
7 8 1010 0 1
et effectuons les opérations Lo <— Lo — 414 et Ly < L3 — 7Lq, obtenant :

1 2 3 1 00
0O -3 —6]—-41 0.
0 -6 —-11|-7 0 1

—1
Nous effectuons ensuite Lo < ?LQ :
1 2 3 10 0
4 1
0 1 2 3 —3 0
0 -6 —11|-7 0 1
puis L1 < L1 — 2L2 et Lg — L3—|—6L2 :
10 -1 —43 §1 0
01 2 3 —3 0
00 1 1 -2 1

avant de conclure par Ly < Ly + Ly et Ly < Ly — 2L3 :

2 4
01 0|-35 % -2
001, 1 -2 1
In fine, on trouve :
-2 _4
A—l _ % 13 2
— |3 3 =
1 -2 1
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Une conséquence de ce procédé est le résultat suivant, fort utile au demeurant
et sur lequel nous reviendrons dans le chapitre XXI.

Proposition XII.6. Soit M = (m;;);jepn,n) une matrice triangulaire de ., (K).
Alors :

M e GL,(K)
<~
Vk € [[l,n]], My 75 0.

Dans ce cas, l'inverse de M est également triangulaire, dans le méme "sens" que M.

3
6
0

en résol-

oo Ot N

1
# Exercice XII.3. Retrouver linverse de la matrice A = | 4
7

—_

vant un systéme linéaire.
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Chapitre XIII

Equations différentielles

On fixe dans ce paragraphe un corps K égal a R ou C et un intervalle I de R
d’intérieur non vide.

1.7 Primitives

a) C’est quoi?

Définition XIIIL.1. Soit f : I — K. Une primitive de f est une application
F: I — K telle que :

— Fe2');

— F'=f.

# Exemple XIII.1. Soit a € C\ {—1}. Alors la fonction

f:RL =R
x — z
anrl
admet pour primitive F': z — )
a+1

Le résultat qui suit devra pour l'instant étre admis. Nous le démontrerons au
chapitre XX.

Théoréme XIII.1.

Soit f € €°(I). Alors :

— f admet une infinité de primitives;

— si F et F sont deux primitives de f, la fonction F' — F' est constante.

Notation.
— Soit f € €°(I) et soit F une primitive de f. ST a,b € I on appellera intégrale
de f entre a et b la quantité :

b
/ ft)dt .= F(b) — F(a) .
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Il est aisé de vérifier que cette derniére ne dépend pas du choix de la primitive
F. De plus, la dérivation étant linéaire, I'intégrale I’est naturellement.

— On pourra également noter = — [ * f(t)dt une primitive générique dune
fonction f € €°(I) lorsqu’il ne sera pas pertinent de déterminer la constante
d’intégration.

& Remarque XIII.1. Il découle de la "définition" donnée supra de 'intégrale que,
pour tous a,x € I :

%/jf(t)dtzﬂx).

¢ Primitives usuelles

Il suffit de lire "a I'envers" le tableau des dérivées usuelles pour obtenir ceci. Nous
verrons plus tard comment obtenir les primitives "moins évidentes" des fonctions
usuelles omises infra.

Valeur de f(z) Ensemble de continuité Valeur d’une primitive

Ao x; =
1 R In(x)
e (CL S C*) R %eax
a® (a>0,a#1) R 11?(‘2)
cos(z) R sin(z)
sin(x) R — cos(x)
- 11_12 | —1,1] arcos(x)
11_762 | —1,1] arcsin(z)
T R arctan(x)
ch(z) R sh(z)
sh(z) R ch(z)

& Remarque XIII.2. Le fait de savoir déterminer une primitive de z — e** pour
a € C* permet de faire de méme pour les fonctions du type = — €"* cos(vx) et
x — e sin(vx).

b) Outils calculatoires

¢ Reconnaitre une forme composée usuelle

Cette méthode est transparente : si on reconnait la dérivée d’une composée,

In(x)

1
c’est gagné. Par exemple, la primitive de z — est x é(ln(x))2 et celle de

est In oln. Méme chose pour déterminer une primitive de tan et th.

e zIn(z)

# Exercice XIII.1. Déterminer toutes les fonctions y € €'(R,,R*) telles que
Ve e R, y(z) = \/y(z).

w Correction : On procéde par analyse—synthese : siy est une telle fonction, elle
ne s’annule pas et donc on a :

VZE c R+,
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Ceci entraine que :
d 1
Ve e Ry, —AVylr) ==
+ dr y(z) 9
et donc il existe c € Ry tel que :

x , x 2
Vo e Ry, y(:c):§+c, i.e y(x)z(E—l—c) :

On vérifie ensuite aisément que ces fonctions sont bien solutions de [’équation ini-
tiale.

o Intégration par parties (IPP)

Proposition XIII.2. Soient f et g deux fonctions de classe € sur I. Alors, pour
tous a,be [ :

b b
/wa&ﬂNM%—/ﬂmW&,

avec

Démonstration. 1l suffit de remarquer que la fonction fg est une primitive de (fg)’;
on a donc :

fOg0): = [ (o ar
= [ rwgwas [ sogd

d’ou le résultat. O

¥ ATTENTION : il est absolument essentiel de bien préciser le caractére €1 de f
et g lorsque 'on fait une IPP.

Cette proposition est extrémement utile pour calculer les primitives de produits
dont I'un des termes est peu sensible a la dérivation et/ou contenant un terme
polynomiale (qui disparaitra aprés un certain nombre de dérivées). En particulier,
toutes les constructions de la forme "polynéome x exponentielle" et "polynéme x
cosinus ou sinus" devront étre traitées de la sorte.

#1 Exercice XIIL.2. Soit n > 1 et z € R. Déterminer
I,(x) ::/ thetdt .
0

w Correction : Les fonctions t — t" et t — —e™" (primitive de t — e~") étant de
classe €' sur [0, z], nous pouvons procéder par IPP (proposition XIII.2) :

I,(z) = [t”(—e’tﬂg — /Or nt" ! (—e ") dt

=—z"e " +nl, ().
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Ceci constitue une relation de récurrence ; il est ensuite aisé de démontrer que :

I(x) —x"e " +nl,_1(x)
= 2" +n(—2"le" + (n— 1), o(z))

n
=—a"e " — Zn X ... x kafte™ 4 nlly(z)
k=2

n!
=——za"e " - Z " le™ fpl(1 —e7)

—~ (k—1)!
n+1 nl
=— Z e ppl(1— )
—~ (k—1)!

¢ Changement de variable

Théoréme XIII.3.
Soit ¢ € €H(I) et soit f € €°(p(I)). Alors, pour tous a,b € I on a :

w(b) b
r)dr = o "(t) dt .
L@ﬂ) lfw@ﬂﬂt

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur ¢(I) (une telle fonction existe par
continuité, c¢f. théoreme XIII.1). Alors :

/fwmdwﬁz/F%wmwmt

]

Cette technique de calcul peut paraitre un peu déroutante au début; il est pos-
sible de la visualiser "a la physicienne" de la fagon suivante : si x = ¢(¢) alors :

»(b) b
/”ﬂ@mz (o(t)) d(p(t)

= [ fop(t)y(t)dt.

a

> Exemple XIII.2.
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1 T
e

d

A 1"’621 o

par changement de variable. Pour ce faire, nous posons ¢ : ¢t — In(t) ; cette
fonction est de classe € sur [1, e] d’image [0, 1] (nous cherchons donc a "poser
z =1In(t)"). On a donc :

Lem © ¢ dt
mdr= [ —F——
o L+e L 1412t
e 1
= dt
/11+t2

= arctan(e) — Z :

— De la méme fagon, on peut calculer (pour u € [—1,1])

/ arcos(x) dx
0

en posant ¢ : t — cos(t). On obtient :

u arcos(u)
/ arcos(x) dx = —/ tsin(t) dt
0 us

2

— Calculons l'intégrale

que nous pouvons ensuite calculer par IPP en remarquant que ¢ — t et cos(t)
sont de classe €' sur notre intervalle, i.e

2

u arcos(u)
/ arcos(z) dz = — [—t cos(#)] 2™ + / (—cos(t))dt
0 3

™

= warcos(u) + /2 cos(t) dt

arcos(u)

= uarcos(u) + 1 — sin(arcos(u))

= warcos(u) + 1 —v1—u?.

¢ Primitives des inverses de trindmes du second degré

L’objectif de ce paragraphe est de déterminer les primitives des fonctions de la

forme
1

: - —
fow ax? +bxr +c

avec a, b, c € C.

Cas 1: a # 0. Posons alors A = b* — 4ac et distinguons deux sous—cas.
Cas 1.1: A # 0. Alors il existe r,r5 € C tels que pour tous z € R,
ar® + bxr + ¢ = a(x — r;)(x — ry). Cherchons a déterminer \,u € C
tels que :

Vi € R\ fry,ma}, fla) = 24 L

—ry x—ry
Pour ce faire, nous multiplions cette égalité par x — ry :

r—"

fl@)x—r)=A+p

T2
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puis évaluons en x = 7, ce qui nous donne

1

a(ry —ry)

A:

En procédant de méme pour p, nous obtenons que :

Vr € R\ {r1, 1), f(z) = — ( L )

a(ry —re) \x—1r1 X —19
et donc admet pour primitive, si 71,7, € R :
F:R\{r;,m} —C

1
T m(lnﬂx —r]) = In(lz —ry|)) .

Si les racines sont complexes, il suffit de remarquer que, pour tout x
raisonnable et p,q € R :

1 B 1
r—(p+iq) (z—p)—ig
_ (z—-p)+iq

(z —p)? + ¢

et donc cette quantité admet pour primitive

1 —
T g In((z — p)* + ¢°) + i arctan (u) .
q

Cas 1.2 : A = 0. Dans ce cas, il existe r € C tel que f soit la fonction

1
T
de primitive
F:R\{r}—>C
L1
‘ a(r —r)’

—c
Cas 2: a=0.Sib=0, c’est trivial. Sinon, on a pour tout x # — :

b

1 b
 bbxr+c

()
et donc f admet pour primitive, si b,c € R :
F:R\{—%}—»C
T %ln(|bx +c|).

Notons que si —f ¢ R, R\ {—g} = R. Dans le cas ou b ou ¢ n’est pas réel,
on obtient en suivant la méme méthode que dans le cas 2.1 une primitive
combinaison linéaire d'un logarithme et d’une arc tangente.
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2.~ Equations différentielles linéaires du premier ordre

a) C’est quoi?

Définition XIII.2. Soient a,b € €°(I,K); on appelle équation différentielle
linéaire d’ordre 1 ’équation

y+ay=>b (&)
d’inconnue y € 2'(1,K). L’équation homogéne associée a (&) est alors :

Y +ay=0 ().

Vocabulaire. La fonction a est appelée coefficient de ’équation, la fonction b est
quand a elle dénommeée second membre de celle—ci.

& Remarque XIII.3.
— Reésoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1 revient a déterminer
I’ensemble
Sols ={y € 2'(I) |y + ay = b}
et similairement pour I’équation homogéne associée.
— Si y € Solg, alors comme 3’ = —ay + b, y est automatiquement de classe €.

Convention. Nous avons longuement évoqué le fait qu’il était déraisonnable d’écrire
des choses du genre 3 + 2%y = e C’est cependant la norme dans 'étude des
équations différentielles. Ne vous posez pas trop de questions ...

i Exemple XIIL.3. y/ + 13y = e 118 est une équation différentielle linéaire
d’ordre 1 .

b) Résolution

Proposition XIII.4. Soit (&) une équation différentielle linéaire d’ordre 1 d’équa-
tion homogene () et soit yo € Sole. Alors :

Sole = {yo +y|y € Solx} .

Démonstration.
(D) Immediat, il suffit de réinjecter dans (&).
(C) Soit y une solution de (&) ; alors on vérifie aisément en réinjectant que y—yo € Sol .

]

Cela signifie que la résolution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 1 devra
nécessairement se faire en trois temps :

1. résoudre I’équation homogéne associée ;
2. déterminer une solution particuliére yo de I’équation ;

3. combiner ces deux données via la proposition précédente.
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¢ Résolution homogéne

Proposition XIIL.5. Soit a € €°(I); on considére 'équation différentielle linéaire

d’ordre 1 homogéne
Yy +ay=0 () .

Alors, si A est une primitive de a :

Soly = {x = Ce @ | C € K} .

Démonstration.
(D) Siy est de la forme 2 +— Ce™4®@) on vérifie rapidement que y' = —ay.
(C) Soit y € Sol ; alors, pour tout x € I :

d

— (y(@)e®) = (2)e") + ala)y()e

= (y'(z) + a(2)y(z)) '™
=0

et donc la fonction z + y(z)e® est constante car de dérivée nulle sur 'in-
tervalle /. Ceci entraine le résultat.
O

& Remarque XIII.4. Si a est une fonction constante égale & Kk € R, on a donc :
Solyy ={x+— Ce ™| C € K} .
> Exemple XIII.4. Résolvons I'équation
3

y+-y=0 (%)
sur R7%. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogene de coeffi-
cient a : x — 2 continu sur R*, et de primitive = — In(z?). Ainsi :

Soly = {:1: — Ce ) ‘ C e (C}
B C
= T — E

¢ Recherche d’une solution particuliére

CE(C}.

La seconde étape du procédé de résolution d’une équation différentielle linéaire
d’ordre 1 est un tantinet moins codifiée et repose parfois sur des techniques ad—hoc.
Nous donnons ici quelques méthodes utilisables, a compléter en TD.

Recherche d’une solution évidente. Cela arrive, parfois. Par exemple, une

solution particuliére de ¢y + 3y = 7 est z — — et une solution de y' + zy = = est

x — 1. De fagon générale, toujours vérifier si il existe des solutions constantes a
notre équation. ..

Nous verrons en TD que 'on peut appliquer des méthodes de ce type de fagon
heuristique si a est constante et que b est d’une certaine forme.
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Méthode de variation de la constante. L’idée de cette méthode est relative-
ment simple : on remplace le "C" dans I’expression des solutions homogéne par une
fonction, faisant ainsi "varier la constante". Plus rigoureusement, on recherche une
solution particuliére sous la forme

Yo 1 x> Mz)e 4@

ol A est une primitive du coefficient a de notre équation et A € €*(I). On a alors,
pour tout x € I :

yo(x) + a(z)yo(x) = X (z)e "™ — a(z)yo(x) + alz)yo(x)
= /\'(w)e_A(x)

et donc, si b est le second membre de 1’équation :
N(z) = b(z)e@ .

Nous sommes donc en capacité de déterminer une solution particuliére de 1’équa-
tion & condition de savoir "primitiver" la fonction x + b(z)eA® (ce qui n’est pas
automatique!).

ATTENTION : ne pas oublier de multiplier A par la solution homogéne a la fin
du procédé!

> Exemple XIII.5. En recherchant une solution particuliére de

22

y +ay=e = (E :XIII.1)

N

x 12

sous la forme yo : © + e~ 2, on tombe sur ' =1 et donc yy : £ +— xe~ 2 convient.

#1 Exercice XIII.3. Résoudre I'équation :
(x+1)y —zy+1=0 (E :XIII.2)

sur [ =| — 1, 00].

w Correction : Il faut commencer par mettre cette équation sous forme normale :

x B 1
1177 i+

/

Y

(E :XIIL3)

et d’appliquer les méthodes vu précédemment ; on peut alors reconnaitre une équation
différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficient et second membre continus sur I. Pour
trouver une primitive du coefficient, on remarque que :

x r+1—-1 1 1

Ve el = —
xe’x+1 x+1 x+1

et donc x +— x —In(x 4+ 1) convient. Les solutions homogénes sont donc les

eil?

z— C
z+1

pour C € C. La méthode de variation de la constante livre ensuite ’équation diffé-
rentielle ' = —e™" et donc les solutions de (E :XII1.2) sont les

1 e*

a:—i—l+ r+1

T —
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pour C' € C.

Notons que ces techniques permettent, via changement de fonction inconnue,
de résoudre certaines équations différentielles non linéaires, telles les équations de
Riccati (Jacopo, 1676—1754, mathématicien et juriste vénitien) infra.

#) Exercice XIIIL.4. Soient a,b € € O(I). On considére I’équation suivante, d’in-
connue z € ¢ (I,R%) :
Y =a+bz+ 22, (E :XIIL4)
1. Supposons connue une solution particuliére zq de (E :XII1.4).

(a) Vérifier que (E :XIII.4) est équivalente & une équation du type :
w = cw+w?, avec c€ €I). (E :XIIL5)

(b) Démontrer que (E :XIIL.5) est équivalente & une équation différentielle
linéaire d’ordre 1 que l'on précisera.

2. Reésoudre les équations de Riccati suivantes sur des intervalles pertinents :
(a) (2 4+1)2 =22 —1;
(b) 232/ + 22 + za? + 22* = 0;
(c) (2 — 2%) cos(z) + (2cos?(x) + sin(x))z = cos?(x).

w Correction :

1. (a) Soit z € € (I); alors, en posant w =z — zy, on a :

w=a+bz+2—a—bzxp— 2z =bw+t (2% - 2).

Or
22— 2t =(2—2)(z+ )
= w(w + 2zp)
= w? + 22w
erqgo :

w = (b+ 22w + w?.

(b) Pour tout w € €*(I,R%), on peut poser y = % et remarquer que w est

solution de B :XII1.5 si et seulement si :

/
’ —w

w2
cw + w?

w2
=—cy+1.

2. I suffit de remarquer que 1, x — —x2 et cos sont solutions particuliéres et
d’appliquer la méthode supra.

Principe de superposition. Notons au passage que si le second membre b d'une

n

équation différentielle linéaire d’ordre 1 est de la forme b = > b;, la linéarité de
i=1

I’équation entraine qu’il suffit de déterminer une solution particuliére associée a

chaque b; et des les sommer.
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c) Problémes de Cauchy

Définition XIII.3. Soient a,b € €°(I) et soit (xg,yo) € I x K. On appelle pro-
bléme de Cauchy linéaire du premier ordre associé¢ a ces données le systéme :

{ v +ay=">
y(wo) = Yo

d’inconnue y € 2*(1).

Vocabulaire. Les données xg et yp sont appelées conditions initiales du sys-

téme.

> Exemple XIII.6.

Y + 3y = Te—182°
y(0) = 127y + 2i

est un probléme de Cauchy sur I = R.

Théoréme XIII.6 (Cauchy linéaire, ordre 1).
Tout probléme de Cauchy linéaire du premier ordre admet une unique solution.

Démonstration. Par variation de la constante, on sait qu’il existe une solution par-
ticuliére y, de I’équation différentielle sous—jacente. De fait, il existe une infinité de

solutions de celle—ci, de la forme :

Yy x yy(x) + Ce 4@

avec C' € K et A une primitive de a. La constante C' est alors déterminée par
I’équation y(xy) = yo, qui entraine que :

C=-y (330)614(%)

d’ou le résultat. ]

>  Exemple XIIL.7. Si on rajoute a '’équation E :XIII.2 la condition initiale
y(0) = 1, 'unique solution du probléme de Cauchy est :

1

Y- T

r+1°
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3.7 Equations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants

a) C’est quoi?

Définition XIII.4. Soient a,b € K et f € ¢°(,K). On appelle équation dif-
férentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants associée a ces données
I’équation

' tay' +by=f  (8)

d’inconnue y € 2?(1,K). L’équation homogéne associée est alors

y' +ay +by =0 ()

Vocabulaire. Les constantes a et b sont appelées coefficients de ’équation. La
fonction f est appelée second membre de celle—ci.

& Remarque XIII.5. De la méme facon que pour les équation différentielle linéaire
d’ordre 1, une solution d'une telle équation sera automatiquement de classe €2

> Exemple XIII.S8.
— o iy + cos(13 4 v/27)y = 2% est une équation différentielle linéaire d’ordre
2 a coeflicients constants .
— y”" +y = 0 est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéene a
coefficients constants dont on connait déja deux solutions sur R : cos et sin.

Définition XIIL.5. Soit 4" +ay’+by = 0 une équation différentielle linéaire d’ordre
2 homogeéne a coefficients constants ; on appelle équation caractéristique associée
I’équation polynomiale

X?+aX+b=0 ().

> Fxemple XIII.9. L’équation caractéristique associée a y”"+y = 0 est X241 = 0.

b) Résolution

Proposition XIII.7. Soit (&) une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coef-
ficients constants d’équation homogeéne (.7) et soit yo € Soles. Alors :

Solg: {yo—l—y|y€Soljf}.

Ce résultat, analogue a celui vu pour le premier ordre, nous indique que la
résolution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants se

fera selon les mémes "temps" que celle d'une équation différentielle linéaire d’ordre
1.
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¢ Résolution homogéne

Proposition XIII.8. On considére une équation différentielle linéaire d’ordre 2
homogeéne a coefficients constants

y' +ay +bt=0 (A7)

dont I’équation caractéristique a pour discriminant A = a? — 4b. Alors :
— si A #£ 0, ’'équation caractéristique admet deux solutions distinctes 1,79 € C
et :
Solyy = {z — X" + pe™* |\, p e C};

— si A =0, I’équation caractéristique admet une unique solution ry € C et :

Soly = {x — (Ax + p)e™* |\, u e C}.

Démonstration. Dans les deux cas, I'inclusion de droite a gauche est triviale. Pour la
réciproque, fixons ¢ € Sol , et o une racine de I'équation caractéristique X2+aX +b = 0.
Alors, en posant

g:x— p(x)e”

on a .

0=2¢"+a¢ +bo
=g+ (2a+a)d + (a* +aa+b)g
——_— ———

=0
car pour tout z € I, ¢(x) = g(z)e**. Au final, on obtient donc
Jd"+ 2a+a)gd =0 (E :XIIL6)

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogéne en ¢’. En la resolvant,
on obtient qu’il existe C' € K tel que :

Ve €1, g'(z) = Ce~Patae

Cas 1: A # 0. Soit 8 I'unique racine de 1’équation caractéristique distincte de

«; nous savons que a + [ = —a # 2a donc 2a + a # 0. Nous pouvons donc
intégrer sans crainte I'expression de ¢’ supra et obtenir qu’il existe A, B € K
tels que

Vo eI, g(z) = Ae"otae L B

et donc

Vo € I, ¢(x) = g(z)e™
— Ae(ata)z + Be®
= Ae’ + Be™®

d’ou le résultat.
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Cas 2 : A = 0.Dans ce cas, 2a = —a car « est I'unique racine double de ’équation
caractéristique, donc ¢’ est constante. Il suffit alors d’intégrer et de multiplier
par x — e** comme dans le cas précédent pour obtenir le résultat voulu.

]

& Remarque XIII.6.
— Notons que 'expression des solutions présente deux "degrés de liberté".
— Si A est un réel strictement négatif, les racines de I’équation caractéristique
sont complexes conjuguées, i.e r; = a + ib et ro = a — b pour a,b € R. De
fait, les solutions réelles de (.#°) sont de la forme

x — e (acos(bx) + [ sin(br))
pour «, 5 € R.

> Exemple XIII.10. Les solutions complexes de 3/ + 3 = 0 sont les
x> Ae™ 4+ Be ™

pour A, B € C. En passant a la partie réelle, on obtient que ses solutions réelles sont
les
x +— Ccos(z) + Dsin(z)

pour C, D € R.

¢ Recherche d’une solution particuliére

Recherche d’une solution évidente. Comme a l'ordre 1, il convient de vérifier
. , . . . L 1. T
si notre équation n’admet pas de solution "immédiate". Par exemple, x — < est

3
solution de 3" + ' +y = e*.

Cas particuliers. La méthode de variations des constantes est hors—programme.
Nous donnons cependant quelques "recettes" pour traiter les cas le plus couramment
rencontrés aux concours. Plus précisément, si le second membre de 1’équation étudiée
est de la forme

x — Ae™”

avec A, a € C, il convient de rechercher une solution particuliére sous la forme
x+— P(z)e™®

avec :
— si a n’est pas une racine de I’équation caractéristique, P constant ;
— si « est racine simple de I’équation caractéristique, P de degré 1;
— si « est racine double de I'équation caractéristique, P de degré 2.
Notons que cette méthode nous permet, via I’exponentielle complexe et un passage
a la partie réelle ou imaginaire de résoudre les cas ou le second membre est une
fonction cos ou sin.

> Exemple XIII.11. Cette méthode permet de résoudre rapidement les équations

y'+y=-¢e" (E :XIIL.7)
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et
y'—y=e". (E :XIIL.8)

Pour les solutions particuliéres, la premiére en admet une évidente (z +— %) et
la seconde admet x +— Ze*  obtenue via la méthode supra (1 est racine simple de

2
X2—1=0).

¥ Remarque XIII.7. Le principe de superposition se généralise au second ordre.

c) Problémes de Cauchy

Définition XIIL.6. Soient a,b € K, f € €°(I) et soit (zg,y0,71) € I x K x K. On
appelle probléme de Cauchy linéaire du second ordre associé a ces données
le systeme :

y'+ay +by=f

y(x0) = yo

y' (o) = w1

d’inconnue y € 2%(I).

Vocabulaire. Les données xg, yo et y; sont appelées conditions initiales du
systéme.

> FExemple XIII.12.

y' +y=0
y(0) =1
y'(0)=0

est un probléme de Cauchy sur I = R.

Théoréme XIII.9 (Cauchy linéaire, ordre 2).
Tout probléme de Cauchy linéaire du second ordre admet une unique solution.

> FExemple XIII.13. L’unique solution du probléme de Cauchy de ’exemple
précédent est :
y: x> cos(x) .
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Chapitre XIV

Polynémes

’ On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C.

1.~ L’algébre K[X]

a) Polyndomes a une indéterminée

Définition XIV.1. On appelle polyndme & une indéterminé toute suite
(an)n € KN telle que :
ddeN, Vn>d, a,=0.

Les termes de cette suite sont appelés coefficients du polynome.

Vocabulaire. Une suite vérifiant la propriété supra est dite presque nulle : seul
un nombre fini de ses termes sont en effet différents de 0.

Notation.
— L’ensemble des polynomes a une indéterminée sur K est noté K[X].
— Le polynoéme correspondant a la suite nulle sera noté 0.
— Le polynome correspondant a la suite (1,0,...) est noté 1 ou X°.
— De facon générale, le polynoéme correspondant a la suite (dx,,), pour k > 0
est noté X*, ot Ok,n est le symbole de Kronecker valant 0 si k # n et 1
sinon.

Proposition XIV.1. (K[X], +) est un sous—groupe de (KY, +). 1l s’agit donc d’un
groupe abélien de neutre (0),,.

Démonstration. Trivial. O
"® Exemple XIV.1. 1 + X est le polynéme correspondant & la suite (1,1,0...).

Remarquons ensuite que si A € K et P = (a,), est un polynéme, nous pouvons
définir (de fagon compatible avec 1'addition des suites) le polynéme

AP = (Aay), € K[X].
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In fine, nous avons donc additionner les polynémes entre eux et les multiplier
par des éléments de K (nous parlerons plus tard de scalaires, cf. chapitre XVIII).
De plus, nous pouvons avec ces conventions écrire, pour P = (a,), € K[X] que :

P:a0X0+a1X—i—a2X2+...
soit

P= i ap X" .
k=0

¥ ATTENTION : cette somme n'est PAS réellement infinie, étant donné que seul
un nombre fini des termes a; sont non nuls.

Définition XIV.2. Soit P € K[X]. On appelle degré de P la quantité

max{N € N|a 0}si P#0
deg(P):{_oo{SjP:(‘)N#} 7£

Un polynome de degré nul ou —oo est dit constant.

& Remarque XIV.1. Le degré est bien défini car toute partie de N non vide et
majorée admet un plus grand élément (proposition 1.7).

W Fxemple XIV.2. deg(1) =0, deg(X'7 — X) = 17.

Notation. Pour d € NU {—oc}, on note K;[X| 'ensemble des polynomes de degré
inférieur ou égal & d. Rappelons que par convention sur la droite réelle achevée, —oco
est strictement inférieur a tout entier naturel.

Par conséquent, si P = (a,), € K[X] est de degré d > 0, nous pouvons écrire :

d
P = Z ap X" .
k=0

& Remarque XIV.2. Il découle de tout ceci que si P = (4, )n, @ = (bn)n € KK[X]
alors :

P =@

—
(deg(P) = deg(Q)) A (VEk < deg(P), ax = bi) -

Définition XIV.3. Soit P € K[X]\ {0}. On appelle coefficient dominant de P
son coefficient non nul d’indice le plus élevé. Si le coefficient dominant de P est égal
a 1, le polynéme est dit unitaire.

Notation. cd(P)

& Remarque XIV.3. Si P est non nul de degré d, cd(P) est le coefficient placé
devant X? dans I'écriture de P en tant que somme.
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Convention. c¢d(0) = 0 (et il s’agit donc du seul polynéme de coefficient dominant
nul).

W Exemple XIV.3. cd(1+ X2+ 2X4) = 2.

Proposition XIV.2. Soient P,Q € K[X]| et A € K*. Alors :
(i) deg(AP) = deg(P);
(i) deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q) avec égalité si deg(P) # deg(Q).

Démonstration.

(i) Trivial.

d '
(i) Posons P = > ax X* et Q = > b X* avec (d,d’) = (deg(P), deg(Q)). Alors :
k=0 k=0
— si d # d', par exemple d < d" P + @ admet by et son degré est clairement
d.
— si d = d' alors pour tout k£ > d on a a; + b, = 0 ce qui entraine le résultat.

Pour un contre exemple & I'égalité dans le cas ou les degrés sont égaux, addi-
tionner 1 et —1.

]

b) Produit de polyndémes

Proposition/définition XIV.4. Soient P, Q) € K[X], de coefficients respectifs (a;);
et (b;);. Alors :

(i) la suite de terme général (pour & > 0)

k
E ajbk,j
=0

est un polynome, appelé produit de P et () et noté PQ);
(i) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

k
& Remarque XIV.4. On vérifie par récurrence que, pour tout k € N*, [T X = X%,
i=1
ce qui est rassurant.

Démonstration. Si P ou ) est le polynome nul, inutile de trop se fatiguer. Dans le
cas contraire, posons d = deg(P) et d' = deg(Q). Alors, pour tout k > d+d on a :

k
Rk = Zajbk_j =0
7=0
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carsij > d, a; =0etsij <dalors k—j > d et donc b,_; = 0. Le produit P(Q) est
donc bien un polynéme (suite presque nulle) et

deg(PQ) <d+d .
Pour obtenir 1’égalité des degrés, il nous suffit de constater que

Rd+d’ = adbd/ 7é 0.

& Remarque XIV.5. On a de fait la formule suivante :

(Zd: Wf’“) (ki; ka’“> - df: (i ajbkj> X

k=0 k=0 7=0

Corollaire XIV.2.a. (K[X], +, x) est un anneau intégre (et donc commutatif) de
neutres 0 et 1 = X°.

Démonstration. Tout a déja été fait sauf la simplification par un élément non nul,
qui découle de la formule du degré d’un produit. O

Proposition XIV.3. Les inversibles de K[X] sont les polynémes constants non
nuls.

Démonstration. Si P € K[X]*, alors il existe @ € K[X] tel que PQ = 1. En passant
au degré, on obtient que deg(P) + deg(Q)) = 0, d’ou le résultat. ]

c) Composition

d

Définition XIV.5. Soient P,Q € K[X], avec P = _ a, X*. On appelle composée
k=0

de P par @ le polynome :

d
PoQ=> aQ".
k=0

& Remarque XIV.6. Il s’agit bien d’un polynéme par structure d’anneau sur
K[X].

W Exemple XIV.4. X?0 (X +1) = (X +1)%
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Proposition XIV.4. Soient P, Q € K[X] avec () non constant. Alors :

deg(P o Q) = deg(P) deg(Q) -

¥ ATTENTION : cela est faux si deg(Q) = 0; en effet, la composée de X — 1 par
1 est de degré —oo.

d
Démonstration. Posons d = deg(P) et P =Y a;X*. Alors
k=0

d
PoQ=7 aQ"
k=0

donc, par somme et comme tous les deg(QF) sont distincts car ) est non constant,
deg(P o Q) = max deg(arQ"), ce dernier étant égal a deg(Q?) car aq # 0. O

Proposition XIV.5. La composition des polyndémes est associative, non commu-
tative, admet X pour neutre et est distributive & droite par rapport a ’addition.

Démonstration. Hastur, Hastur, Hastur. O

En résumé, il convient de retenir que :
— X200 (X+1)=(X+12A(X+1)oX?2=X2+1;
— siP,Q,H e K[X|ona Po(QoH) = (PoQ)oH et (P+Q)oH = PoQ+QoH
mais, comme vu supra, Po (Q+ H)# Po@Q + Po H.

2.7 Arithmétique des polynomes

a) Multiples, diviseurs

Définition XIV.6. Soient A, B € K[X]. On dira que A divise B, ou que B est un
multiple de A, si il existe C' € K[X] tel que B = AC.

Notation.
— A|B .
— On notera Z(A) l'ensemble des diviseurs de A et AK[X] I'’ensemble de ses
multiples.

& Remarque XIV.7T.
— Comme sur Z, 0 est divisible par tout polynoéme et A|B < BK[X] C AK[X].
— Soit P € K[X] et soit A € K*. Alors P = (AP) x 1 et donc A|P.
— Par degré d'un produit, si A|B alors deg(A) < deg(B) lorsque B # 0.

#1 Exercice XIV.1. Soient a,b,c,r € C tels que a £ 0. A quelle condition sur
a,b,cet rat-on (X —r)|aX?+bX +c?
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Proposition XIV.6. La relation "|" est réflexive et transitive. De plus, pour tous
A, BeK[X]ona:

(AlB) A (B|A)
&
dx e K*, A= )\B.

On dit alors que les polynémes A et B sont associés.

Démonstration. Le premier point se traite de facon analogue & ce que nous avons
vu au chapitre X. Pour le second, le sens "bas vers haut" est trivial et si A, B sont
tels que (A|B) A (B|A) alors il existe P, Q) € K[X] tels que A = PB et B = AQ et
donc A = PQA, i.e A(1 — PQ) =0, ce qui entraine que soit A = 0 (et dans ce cas
B =0) soit PQ =1 ce qui n’est possible que si P, Q € K[X]|* = K*. O

Théoréme XIV.7 (Division euclidienne).
Soient A, B € K[X] tels que B # 0. Alors il existe un unique couple (@, R) € K[X]?
tel que :

— A=BQ+R;

— deg(R) < deg(B).

Vocabulaire. Comme dans le cas entier, on parle de quotient, reste, diviseur et
dividende.

W Exemple XIV.5. X2+ X +1= X(X + 1)+ 1 est une division euclidienne.

Démonstration.

Existence. Si deg(A) < deg(B) ou A = 0 alors Q = 0 et R = A conviennent.
Dans le cas contraire, démontrons 'existence du couple (@, R) par récurrence
forte sur d = deg(A). Attention a la formulation de ’hypothése de
récurrence : nous voulons montrer que, pour tout d > 0, pour tous polynémes
A, B tels que d = deg(A) > deg(B) il existe un couple (@, R) vérifiant les
conclusions du théoréme.

— Sid =0, alors A et B sont inversibles (deg(B) < deg(A)) et donc A = Bx 4+0.

— Si on suppose I’hypothése vérifice jusqu’a un certain rang d > 0 et que
d+1 &

I'on se donne A = Y ap X* et B = > b X* deux polynomes tels que
k=0 k=0

d+1=deg(A) >d - deg(B) alors :

A= A— %Xd—i-l—d’B
b

est un polynéme de degré au plus d. Par hypothése de récurrence (ou,
au pire, car deg(B) > deg(4’)), il existe donc (Q, R) € K[X]? tels que
A" = BQ + R et deg(R) < deg(B). Ceci entraine que :

A=DB (%Xd“‘d/ + Q) +R
d/

d’otu le résultat.
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Unicité. Si il existe deux couples (@, R) et (@', R') vérifiant les conclusions du
théoréeme alors B(Q — Q') = R’ — R et donc

deg(B) + deg(Q — Q') = deg(R' — R) < deg(B)

d’ott deg(Q — Q') = —o0 et le résultat.
[

& Remarque XIV.8. La démonstration du théoréme XIV.7 nous livre un algo-
rithme récursif implémentable en pratique.

b) PGCD

Proposition/définition XIV.7. Soient A, B € K[X] tels que B # 0. On appelle
plus grand commun diviseur de A et B tout élément de degré maximal de

2(A)N 2(B).

Démonstration. Un tel élément existe car {deg(P) | P € Z(A)NZ(B)} est une partie
de N (car B # 0 donc Z(B) ne contient pas —oo) non vide (il contient 0 car les
constantes non nulles divisent tout polynéme) et majorée par max(deg(A), deg(B)).

]

¥ ATTENTION : il 0’y a pas unicité : X2 et X2 + X admettent (entre autres) X
et —X comme PGCD. En fait, c’est méme bien pire que cela : si D est un PGCD
de A et B alors AD l'est également pour tout A € K* ...

Proposition XIV.8. Soient A, B € K[X] tels que B # 0 et soit A € K[X]. Alors :

A est un PGCD de A et B<= Z2(A)N2(B) = 2(A).

Démonstration. Analogue au cas entier vu dans le chapitre X. O]

Corollaire XIV.8.a. Soient A, B € K[X] tels que B # 0 et soient A, A" deux
PGCD de A et B. Alors A et A’ sont associés.

& Remarque XIV.9. Par conséquent, si A est un PGCD de A et B alors l'en-
semble des PGCD de ces deux polynémes est

{MAX €K ).

Cet ensemble contient donc un unique polynoéme unitaire.

Définition XIV.8. On appelle PGCD de deux polynémes leur unique PGCD uni-
taire.

cpge.webgirand.eu 229



MPSI Corot CHAPITRE XIV. POLYNOMES

Notation. AN B

Ceci nous permet d’énoncer une caractérisation du PGCD de A, B € K[X] ana-
logue a celle vue au chapitre X :

A:AAB¢¢{C

& Remarque XIV.10. Si A#0alors ANl =1et ANA= Cd?A).

A la question "comment trouver le PGCD de deux polynémes ?", nous donnerons
la réponse suivante : il faut commencer par suivre ’algorithme d’Euclide vu dans le
chapitre X puis ensuite diviser le dernier reste non nul par son coefficient dominant.
Il est essentiel de ne pas omettre cette derniére étape.

> Exemple XIV.6.
— (X243X +1)A (X +1)=1;
— (X2 =3X+2)A(X?-2X?2+ X -2)=X —2.

& Remarque XIV.11. Comme dans le cas entier, I'algorithme d’Euclide étendu
permet d’obtenir un couple U,V tel que AU + BV = AA B.

c) Bézout et Gauss

Définition XIV.9. Deux polynéomes A et B sont dits premiers entre eux si
ANB=1.

Le théoréeme qui suit est, contrairement au théoreme X.10, réellement du a
Etienne Bézout(francais, 1730—1783).

Théoréme XIV.9 (Bézout).
Soient A, B € K[X] tels que B # 0. Alors :

A et B sont premiers entre eux
<~
U,V e K[X], AU + BV = 1.

Démonstration. Analogue au cas entier. O

De la méme fagon, le lemme de Gauss vu au chapitre X se généralise au cas
d’anneaux de polyndémes.

Théoréme XIV.10 (Lemme de Gauss).

Soient A, B, C' € K[X] tels que B # 0. On suppose que :
— A|BC';
— ANB=1.

Alors A divise C.
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Démonstration. Analogue au cas entier. ]

#1 Exercice XIV.2. Résoudre dans K[X] 'équation (X?—1)U+(X%+1)V = 2X?2,

w Correction : Il s’agit d’adapter la méthode vue lors de ’étude des équations
diophantiennes. Comme X3 — 1 et X? + 1 sont premiers entre euz, on trouve par
Fuclide étendu que :

(XP-DX-D+(1+X-X)(X*+1)=2

et donc on trouve une solution particuliere Uy = X*(X — 1), Vo = X?(1 + X — X?)
et on démontre a laide du lemme de Gauss que les seules solutions sont alors de la

forme (Up + (X2 4+ 1)C,Vp — (X? — 1)C), avec C € K[X].

d) PPCM et généralisations

De la méme facon, on définit le PPCM de deux polynémes A et B comme 'unique
polynome unitaire AV B tel que AK[X]NBK[X] = (AVB)K[X]. Il s’agit de 'unique
élément unitaire de degré minimal de AK[X| N BK[X]. On retrouve alors I’égalité :

AB

(ANB)AVB) = e

De plus, on peut définir le PGCD (resp. le PPCM) d’une famille de polynoémes de
la méme fagon que pour les entiers. On généralise également 'existence de relations
de Bézout aux familles de n polynémes premiers entre eux dans leur ensemble.

3.7 Fonctions polynomiales

a) C’est quoi?

d

Définition XIV.10. Soit P = Y a3 X* € K[X]. On appelle fonction polyno-
k=0

miale associée a P 'application

fK—K

d

k

T — E apx” .
k=0

Notation. On note K[z| 'ensemble des fonctions polynomiales sur K.

8 ATTENTION : si P € K[X] et a € K, la quantité "P(a)" n’a a priori aucun sens.
Si f est la fonction polynomiale associée a P, f(a) est par contre bien défini. On
parle malgré tout d’évaluation du polynéme P en a.

"® Exemple XIV.7. La fonction polynomiale associée & X? est (normalement)
bien connue du lecteur.
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& Remarque XIV.12.
— On montre aisément que (K[z],+, X) est un sous-anneau de K¥.
— De plus, si )\ € Ket f € K[z] alors A\f € K[z].

— Soit P = Z ap X" un polynome de degré d > 0. On appelle forme de
kf

Horner (nommeée en 'honneur William George Horner, mathématicien bri-

tannique, 1786—1837, bien que l'on en retrouve des traces dans des écrits

chinois et perses des siécles plus tot) de P Iécriture
P=ap+ X(a; + X(azs+ X(... X(ag—1 + agX))) .

Par exemple, la forme de Horner de X3+3X?+ X +7 est 7+ X (1+X (3+X)).
Cette forme est intéressante car elle permet d’évaluer un polynéme de degré
n a 'aide de n multiplications et n additions, ce qui est la complexité algo-
rithmique optimale d’une telle opération.

¢ Lien a la choucroute

On considére désormais I'application suivante, que 1’on sait surjective par construc-
tion :

v K[ X] — K|z]

d d
Zaka > (m — Zakxk> .
k=0

k=0

Ceci signifie, rappelons le, que toute fonction polynéme correspond a (au moins) un
polynéme. Cool. Mais encore ? Eh bien on peut vérifier que, pour tous P, Q € K[X]
et AeKona:

P(P+AQ) = p(P) + Ap(Q) et ¢(PQ) = ¢(P)p(Q) .

L’application ¢ est donc un morphisme d’anneaux (et une application linéaire, cf.
chapitre XVIII).

La question qui nous briile les lévres a ce stade est naturellement la suivante : ¢
est—elle injective ? A savoir, étant donné deux polynomes P, @ tels que o(P) = »(Q),
a—t—on P = ()7 La réponse devra hélas attendre quelques temps . ..

b) Racines

Définition XIV.11. Soit P € K[X] et soit f = ¢(P). On appelle racine (ou zéro)
de P tout scalaire a € K vérifiant f(a) = 0.

Notation. On notera Rac(P) I'ensemble des racines de P. Il sera souvent utile de
spécifier le corps sur lequel nous travaillons ; on notera alors Racg(P).

> Exemple XIV.8.
— Race(X?+1) = {i, —i};
— Racg(X%2+1)=0;
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— Race(X™ — 1) = U, pour tout n > 1.

Proposition XIV.11. Soit P € K[X] et soit a € K. Alors :

a € Rac(P)
<~
X — a divise P.

Démonstration.

(1) Immédiat : si P = (X —a)Q avec Q € K[X] alors p(P) =2 — (z—a)p(Q)(x).
() Supposons que a € Rac(p). Par division euclidienne, il existe un unique couple
(@, R) de polynomes tels que
P=(X—-a)Q+R

et deg(R) < 1. De fait, R est constant et comme ¢(P)(a) = 0ona p(R)(a) = 0.
Ainsi, R = 0 (car il est constant).

]

Corollaire XIV.11.a. Soit P € K[X] et soient ay,...a, € Rac(P) deux a deux
distincts. Alors [ (X — ag) divise P.
k=1

Démonstration. Par récurrence a 'aide du lemme de Gauss (théoréme XIV.10). O

On déduit de tout ceci la proposition fondamentale suivante, qui sera centrale a
I’étude des racines de polynomes.

Proposition XIV.12. Soit P € K[X] de degré n > 0. Alors Rac(P) contient au
plus n éléments.

Démonstration. Si aq,...,a; sont des racines deux a deux distinctes de P on a que

k
[(x = a) divise P

i=1
et donc

k = deg (H(X - ai)> < deg(P) =n,

i=1

d’ou le résultat. ]

& Remarque XIV.13. On déduit de ceci le résultat suivant, fort utile en pratique :
tout polynéme admettant plus de racines que son degré est nul.
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Théoréme XIV.13.
L’application ¢ est bijective.

Démonstration. 11 ne reste qu’a montrer que ¢ est injective. Si on suppose trouvé
P € K[X] tel que P € Ker(yp), alors ¢(P) = 0 et donc

Va €K, ¢(P)(a)=0.

Ceci entraine, comme le corps K est infini, que P admet une infinité de racines. Il
s’agit donc du polynéme nul, ergo P = 0. O]

& Remarque XIV.14. Il nous sera donc possible d’identifier (comme vous le faisiez
probablement depuis un bon moment) fonctions polynomiales et polynoémes. Ceci
entraine qu’il est désormais permis d’écrire des choses sulfureuses comme "P(a)" en
toute impunité.

Définition XIV.12. Soit P € K[X] \ {0} et soit a € K. On appelle multiplicité
de a relativement a P la quantité

pp(a) = max{k € N| (X — a)*|P}.

Vocabulaire. Si pup(a) = 1, on parle de racine simple; si pp(a) > 2, on parle de
racine multiple (double, triple,...).

& Remarque XIV.15. Il apparait clairement que a € Rac(P) < pp(a) # 0.

> Exemple XIV.9. On pourra faire le paralléle avec le cours de premiére et les
racines simples, doubles, des trindmes du second degré.

Définition XIV.13. Un polynéome P € K[X] \ {0} est dit scindé sur K si la
relation suivante est vérifiée :

Y npla) =deg(P).

a€Racg (P)

> Exemple XIV.10. Tout polynome de degré 2 est scindé sur C.

¥ ATTENTION : le caractére scindé dépend lui aussi du corps : comparer X2 4 1
vu comme polyndme & coefficients complexes et son jumeau maléfique dans R[X]. ..

Proposition XIV.14. Soit P € K[X]\ {0}. Alors :

P est scindé

a€Rac(P)
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Démonstration.
(ft) Trivial.

(I}) Par définition de la multiplicité, pour tout a € Rac(P), (X — a)**@ divise P;
ces polynomes étant premiers entre eux on a, par lemme de Gauss :

H (X —a)r@ | P,

a€Rac(P)

De plus, le degré de ces deux polynémes sont, comme P est scindé, égaux. On
en déduit que leur quotient est de degré 0. Ce dernier est alors obligatoirement
égal a cd(P) par identification des coefficients dominants.

]

c) Relations coefficients—racines

Autorisons nous a présent une (relativement) bréve digression ; si P = a X?+b0X +c € K[ X]
est un trindme du second degré (avec donc a # 0), et que son discriminant est
A = b? — 4ac, il admet deux racine(s) (éventuellement égale(s)) donnée(s) par la
formule

—b+td
T 2a
avec 02 = A. On en déduit que :
Ty +r_ =——
R-A ¢
R VR

ce qui entraine que :
9 5 b c
aX“+bX+c=al|l X" +-X+ -
a a
=a(X?— (ry +7r )X +ror)
=aX—r ) (X —r_).
Ces relations entre coefficients et racines sont appelées, dans un élan d’originalité a
faire palir un scénariste de chez Marvel, des relations coefficients—racines.
En dégré 3, on voit apparaitre des choses similaires ; en effet, si P = (X —z1)(X —x2) (X —x3)
est un polynome scindé de degré 3, on obtient, en développant :
P = (X — xl)(X —IQ)(X — .leg)
=X +aX?+bX +c
avec
a = —(371 + X2 +.’L’3)
b= T1To + T1T3 + ToXs
C = —T1X2Xx3
De fagon plus générale, si n,k € N* sont tels que k& < n, on appelle k—iéme
fonction symétrique élémentaire 4 n variables 'application
Oy - K" — K"

(X1, .., Tp) = Z Tiy oo Ty,

1<i <..<ip<n
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En particulier, pour tout (zy,...,z,) € K", on a:

n
O'1<I'1, o 7£Un) — in7
i=1

n n
oo(T1, ... Ty) = Z Z L%

i=1 j=i+1
et

n
On(T1,y .., Tp) = Hxl .
i=1

Ces fonctions ont un lien fort avec les relations que nous venons de voir pour
les degrés 2 et 3. Celles—ci se généralisent via le théoréme suivant (sont exigibles les
formules pour oy et o, ; les autres doivent "pouvoir étre retrouvées rapidement").

Théoréme XIV.15 (Relations coefficients-racines).

n
Soit P = Y axX* un polynoéme scindé de degré n dont les racines (comptées avec
k=1
multiplicité) sont notées r1,...,r,. Alors :

Vk € [Lnl, ou(r,....m) = (1)L

#1 Exercice XIV.3. Résoudre :

r+y+z = 2
1, 1,1 _ 5
Ty Tz T 6
TYZz = —6

w Correction : En multipliant la ligne 2 par la ligne 3, on arrive au systéme :

r+y+z = 2
yz+xz+xy = —5H
TYZ = —6

Les solutions sont donc les racines du polynéme X3—2X?—5X+6 = (X—1)(X%2—-X—6).

4.7 Dérivation

a) Dérivée formelle d’un polynéme

d
Définition XIV.14. Soit P = > a; X* € K[X]. On appelle dérivée (formelle) de
k=0
P le polynome

d
P'=> kayX*.
k=1
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"® Exemple XIV.11. (X®+ X + 1) =3X2+1.

& Remarque XIV.16.

— On définit par récurrence les dérivées formelles d’ordre supérieur d’un poly-
nome.

— On vérifie aisément que la fonction polynomiale (lorsque K = R) associée a
la dérivée formelle d’'un polynoéme est la dérivée de la fonction polynomiale
associée a ce méme polyndme. En particulier, les fonctions polynomiales sont
de classe €°(R).

— Il découle du point précédent que les formules usuelles de dérivation se gé-
néralisent a la dérivée formelle, quitte dans la cas complexe a travailler sur
la restriction de la fonction polynomiale & R. On peut également vérifier ces
résultats par le calcul.

Proposition XIV.16. Soit P € K[X] un polynéme non constant. Alors
deg(P’') = deg(P) — 1.

Démonstration. Immédiat par définition. ]

#1 Exercice XIV.4. Soit P € R[X] un polynome de degré n > 2 admettant
2 < k < n racines réelles distinctes. Que dire des racines de P’'?

b) Formule de Taylor polynomiale

Proposition XIV.17. Soit P € K[X] et soit a € K. Alors

P= i P(’“)( ).

k=0

& Remarque XIV.17.
— La notation "P®(a)" est abusive, mais nous sommes entre gens de bonne
compagnie.
— Comme de coutume, la somme apparaissant dans la formule est en faite finie,
car (par décroissance du degré), 3N € N, Vn > N, P™ = 0.
— On peut donc déduire des valeurs successives des dérivées d’un polynéme en
un point 'expression générale de celui—ci.
— Un conséquence de cette formule est que si 'on note (ag)x les coefficients de
Pona:
p(k)(o)
k!

Démonstration. Vous I'aurez deving, c’est reparti pour une récurrence sur le n = deg(P)

VkeN, ap=

— Si P est constant, tout va bien.
— Sinon, yaka appliquer I'hypothése de récurrence & P’ et "primitiver", puis
étre content.
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]

> Exemple XIV.12. La formule de Taylor permet de déterminer I'unique poly-
nome P de degré inférieur ou égal a deux vérifiant P(0) = 0, P'(0) = 2 et P'(0) = 3.

Nous verrons dans le chapitre XVII que la formule de Taylor permet d’approximer
des fonctions a l'aide de polynomes.

Corollaire XIV.17.a. Soit a € K, k € N et P € K[X]. Alors :

pr(a) — ke { P(a) = P'(a) =...= p(k—1)(&) —0

Démonstration.

(<) Cela découle de la formule de Taylor : P est divisible par (X — a), (X — a)?,

., (X — @)*7! mais pas par (X — a)".

(=) On le fait par récurrence sur k et c’est la féte. Pour I’hérédité, remarquer que
si pp(a) = k+ 1 alors P = (X — a)*'Q avec Q(a) # 0 et P = (X —a)*R
avec R(a) # 0 (c’est un calcul), ce qui permet de conclure.

O

5.7 Irréductibilité

a) C’est quoi?

Définition XIV.15. Un polynome P € K[X] est dit irréductible si :
— P est non constant ;
— si P = QR avec @, R € K[X] alors () ou R est constant.

> Exemple XIV.13. Les polynomes de degré 1 sont constants sur R ou C et les
polynomes de degré deux de discriminant négatif sur R.

® ATTENTION : I'irréductibilité dépend du corps sur lequel on travaille : X241 = (X —i)(X +i)
sur C.

Théoréme XIV.18.
Tout polynéme non constant s’écrit de fagon unique (a l'ordre prés des facteurs et
a constante multiplicative prés) comme produit de polynémes irréductibles.

& Remarque XIV.18. Ce résultat est analogue a la proposition X.14 (décompo-
sition en produits de facteurs premiers sur Z). Ceci n’est pas une coincidence.

W Exemple XIV.14. X? 1= (X -1)(X —/))(X —52) = (X - 1D)(X?+ X +1);
on remarque que la décomposition dépend (sans surprise) du corps sur lequel on
travaille.
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Démonstration. Existence. Youpi, une récurrence forte sur le degré! Attention a
la formulation de ’hypothése. . ..
— d = 1. C’est plié.
— Supposons la propriété vérifiée pour tout k£ € [1,n] avec n > 1 fixé.
Si P est irréductible, ¢’est fini. Sinon, il existe deux polynémes @, R € K[X]
non constants tels que P = QQR. Nous pouvons appliquer I'’hypothése de
récurrence a ceux—ci et voila, c’est plié.
Unicité. Nous en parlerons plus tard. La, j’ai water—poney.

]

"® Exemple XIV.15. Le polynome X" — 1 (pour n > 1) admet exactement n
racines sur C : les éléments de U,,. Ceci entraine la factorisation suivante (sur C) :

xXr-1=J](x-¢.

£eln

b) C’est qui (édition complexe) ?

Le théoréme central de ce paragraphe est le suivant, parfois appelé théoréme
fondamental de ’algeébre. Son histoire est complexe (ah ah) et intrinséquement lié
a celle du corps C dont on peut considérer qu’il est la motivation premiére pour
I'étude. On trouve des traces de ce résultat chez Frangois Viéte (frangais, 1540—
1603), Albert Girard (frangais, 1595—1632) et Renée Descartes, que ’on ne présente
plus (1596—1650), entre autres.

Une premiére démonstration de ce résultat est esquissée par Jean le Rond d’Alem-
bert (frangais, 1717—1783). Celle—ci est incompléte, malgré quelques ajouts ulté-
rieurs par Jean-Robert Agrand (amateur suisse, 1768—1822). Une démonstration
compléte n’apparaitra que suite aux efforts (indépendants) de Lagrange, Euler et
Gauss, qui en produit la premiére démonstration compléte (et fort analytique) en
1816.

Théoréme XIV.19 (D’Alembert—Gauss ).
Tout polynéme non constant de C[X] admet une racine.

Démonstration. Admis. O]

Corollaire XIV.19.a. Les polynomes irréductibles de C sont les polynomes de
degré un.

Démonstration. 11 est clair que les polynémes de degré un sont irréductibles. Ré-
ciproquement, si P € C[X] est irréductible, il admet une racine a € C d’apres le
théoréme XIV.19 et donc est divisible par X — a. Par irréductibilité, P est de la
forme A\(X — a) avec \ € K. O

& Remarque XIV.19. La décomposition apparaissant dans le théoréme XIV.18
est donc unique car déterminée par les racines. Plus précisément, si P € C[X], on
a:

P=cd(P) [ (X—ayr.

a€Racc(P)
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Proposition XIV.20. Soient P,Q € C[X]. Alors :

{ Racc(P) C Race(Q)
Va € C, pp(a) < pg(e)

P|Q <=

Démonstration. Ceci découle de la décomposition énoncée supra. O]

"# Exemple XIV.16. Comparer les racines de X2 + X + 1 et (X3 —1)2,

& Remarque XIV.20. Ceci entraine que si P, Q € C[X]\ {0} on a :

PAQ = H (X — )mintur(@)nq(a)

a€Racc(P)NRacc(Q)

et
PVQ = H (X — @)maX(uP(OéWQ(a)) )

a€Racc(P)URacc(Q)

Corollaire XIV.20.a. Deux polynomes de C[X]| sont premiers entre eux si et seule-
ment si ils n’ont pas de racine commune.

c) C’est qui (retour au(x) réel(s)) ?
Les choses se compliquent : il est temps de dégainer les lemmes . . .

Lemme XIV.1. Soit P € R[X]. Alors, pour tout a € C :

(a € Race(P)) = (@ € Race(P)) .

d
Démonstration. Si P =Y a; X", on a :
k=0

d’ou le résultat. ]

Lemme XIV.2. Soit P € R[X] de degré supérieur ou égal a 3. Alors P est réductible
sur R.

Démonstration. Si P admet une racine réelle, Bob’s your uncle. Sinon, d’aprés le
théoréme de d’Alembert Gauss (XIV.19), il existe a € Race(P) (avec o ¢ R) et @
est également une racine de P (distincte de « ). De fait, il existe @ € C[X] tel que :

P=(X-a)X-®0Q.
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Or (X —a)(X —a) = X2 —2Re(a)X +|a|* € R[X] donc, par unicité dans la division
euclidienne (théoréme XIV.7), @ € R[X]. Ce polynéme est de plus non constant car
deg(P) > 3, d’ou le résultat. O

Théoréme XIV.21.
Les polynomes irréductibles de R sont les polynémes de degré 1 et les polyndémes de
degré 2 de discriminant négatif.

Démonstration. Les polyndmes cités sont clairement irréductibles. Réciproquement,
si P est irréductible de degré 2, son discriminant est négatif (sans quoi il admet des
racines réelles et donc une factorisation). Le cas du degré 3 et supérieur a été traité
dans le lemme précédent. n

& Remarque XIV.21. La décomposition apparaissant dans le théoréme XIV.18
est unique : cela découle du fait que la décomposition complexe est unique. On a de
plus la formule suivante, pour tout P € R[X] :

P = cd(P) H (X — a)rr@ H (X2 — 2Re(B)X + |B|2)®

a€cRacg (P) BERace (P)\Racy (P)
tel que Im(3)>0

la condition sur Im(f) nous permettant de nous assurer qu’aucune racine complexe
ne soit comptée "en double". Notons que ceci entraine que deux racines complexes
conjuguées d'un polyndéme a coefficients réels sont de méme multiplicité.

i Exemple XIV.17.

X' —1= (X —1)(X +1)(X —i)(X +1)

6.~ Interpolation de Lagrange
Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la question suivante : étant donné
(0,%0), - - - (T, yn) € K2, comment trouver un polynoéme P € K[X] tel que :
Vk € [0,n], Plxg) =y ? (E :XIV.1)

Pour n = 0, le polynéme constant égal a y, fera ’affaire. Pour n = 1, nous avons
deux points a relier ; une droite (et donc un polynéme de degré 1) conviendra. Dans
ces deux cas, la solution au probléme semble unique.

Proposition XIV.22. Soit n > 0 et soient zg,...x, € K deux & deux distincts.
Alors, pour toute famille yo,...,y, € K, il existe un unique polynéme P € K, [X]
tel que :

Vk € [0,n], P(zx) =y .

Démonstration. Unicité. Si deux tels polynomes existent, leur différence admet
n + 1 racines (les ) et est donc nulle par argument de degré.
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Existence. Posons, pour k € [0,n] :

Lk:H<X_x‘j).

e (o= T

On a alors I'égalité Ly(x;) = d;; pour tous k,j € [0,n] et donc

P = Z YLy
k=0

convient.

]

& Remarque XIV.22. [’unicité n’est plus garantie si la condition de degré est
supprimeée ; il existe méme une infinité de solutions possibles a ’équation E :XIV.1.

"# Exemple XIV.18. X+1 interpole les couples (0, 1) et (1,2). Mais (X+1)+X (X —1)
aussi . ..

& Remarque XIV.23. Tout ceci se code trés bien en python. Une instabilité
numérique est présente si n est trés grand, car le polynéme "cherche" toujours a
s’annuler autant de fois que son degré. La fonction suivante prend en argument les
listes X et Y contenant respectivement les xj, et les y.

def lagrange(X,Y,a):
def L(k,X,a):

p=1
for i in range(len(X)):
if 1 '= k:
px=(a-X[1]) /(X [k]-X[i])

return p
if len(X) != len(Y):

raise ValueError("Tailles_ incompatibles")
n = len(X)
res=0

for k in range(n):
res+=Y[k]*L(k,X,a)
return res
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Chapitre XV

Fractions rationnelles

’ On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C. ‘

1.7 Corps des fractions rationnelles

a) Notion de fraction rationnelle

Nous ne rentrerons pas cette fois—ci dans les détails ; les techniques nous manquent
pour définir proprement tout ceci.

Théoréme XV.1.

Il existe un corps K(X), appelé corps des fractions rationnelles sur K tel que :
— K[X] c K(X);
— tout corps contenant K[X] contient également K(X).

Un tel corps est de plus unique a isomorphisme pres.

& Remarque XV.1. Le corps K(X) contient donc :
— les polynomes;;
1
— leurs inverses (sauf pour 0, évidemment), notés 5 pour P e K[X]\ {0}.

1
Il en découle par minimalité que les éléments de K[X]| sont tous de la forme P x —

P
avec P, € K[X] et @ # 0. Nous utiliserons la notation fractionnelle 0 pour de

tels objets.
1 X?24+4X -1

"® Fxemple XV.1. <’ % 1 € K(X).

Opérations sur les fractions rationnelles
Si P,Q,R,S € K[X] sont tels que QS # 0, alors on a :

P R ‘
P R _PS+QR
W ots= g5
P R PR
(111)@X§—@.
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¥ ArTENTION : la représentation d’une fraction rationnelle n’est pas unique :

X_X2_

X.
1 X

Théoréme XV.2 (Forme irréductible d’une fraction rationnelle).
Soit F' € K(X). Alors il existe un unique couple (P, Q) € K[X] x (K[X]\ {0}) tel
que :

(i) PAQ=1;
(ii) @ soit unitaire;
(iii) F = g.

Démonstration. Similaire a la forme irréductible d’une fraction rationnelle dans Q
vue au chapitre X. O

b) Degré

Proposition/définition XV.1. Soit F = € K(X). Alors la quantité

deg(P) — deg(Q) € Z U {—o0} ne dépend pas de la représentation choisie et est
appelée degré de F'.

Ol

Notation. deg(F)

g, alors PS = QR et donc
deg(P) + deg(S) = deg(Q) + deg(R), ce qui entraine que :

Démonstration. S1 F' admet une autre écriture F =

deg(P) — deg(Q) = deg(R?) — deg(S5) .

X241
> Exemple XV.2. deg( X—;— ) =—1.

¥ ATTENTION : une fraction rationnelle de degré nulle peut ne pas étre constante :

considérer

X+2

& Remarque XV.2.
— deg(F) = —oc0 & F=0;
— deg(F) <0 < deg(P) < deg(Q).
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Proposition XV.3. Soient F,G € K(X). Alors :
(i) deg(F 4+ G) < max(deg(F'),deg(G)), avec égalité lorsque deg(F') # deg(G);
(i) deg(FG) = deg(F) + deg(G).

R
Démonstration. Posons, pour fixer les idées, F' = 6 et G = 3
PS R
(i) On sait que F + G = % et donc :

deg(F + G) = deg(PS + QR) — deg(QS)
< max(deg(PS),deg(QR)) — (deg(Q) + deg(S)) par degrés polynomiaux
= max(deg(P) + deg(S5), deg(Q) + deg(R)) — (deg(Q) + deg(5))
= max(deg(P) — deg(Q), deg(R) — deg(5))
= max(deg(F), deg(G))

avec égalité lorsque les degrés sont différents par résultat sur les degrés de
polynomes.

(ii) Procéder de fagon similaire en développant les degrés.

c) Racines, poles

P
Définition XV.2. Soit F' = 0 € K(X) une fraction rationnelle irréductible. On

appelle :

— racines de F les racines de P sur K;

— poles de F' les racines de @ sur K.
La multiplicité d'une racine (resp. d’'un poéle) de F' est définie comme étant sa mul-
tiplicité en tant que racine de P (resp. de Q).

Notation. Racg(F'), Polg(F').

¥ ATTENTION : lirréductibilité est ici essentielle : 0 n’est pas un pole (ni une
X(X+1)
e .

racine) de

sur C sont i et —i, et elle nadmet aucun

X
> Exemple XV.3. Les poles de 2

pole sur R. Son unique racine sur les deux corps est 0.

& Remarque XV.3.
— Toute fraction rationnelle admet un nombre fini de poles.
— Toute fraction rationnelle non nulle admet un nombre fini de racines.
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— De fagon analogue aux fonctions polynomiales, il est possible étant donné

P
F = 0 € K(X) de définir une fonction

f K\ Polg(F) — K
Q(z)

2.7 Eléments simples

a) C’est quoi?

Définition XV.3. On appelle élément simple sur K toute fraction rationnelle du
P
type o € K(X) avec :
— () unitaire et irréductible sur K;
— n € N*;
— deg(P) < deg(Q).

& Remarque XV.4. L’étude menée au chapitre XIV nous permet de classifier les
éléments simples sur R et C.
— Sur C, ce sont les fractions de la forme :

a
(X —8)"
avec o, f € Cet n > 1.
— Sur R ce sont les fractions de la forme :
Q
(X —pB)"

avec a, f € R et n > 1 ainsi que celles de la forme :

aX +b
(X2 4 pX +q)"

avec a,b,p,qg € Ret n > 1.

b) Partie entiére d’une fraction rationnelle

Proposition/définition XV.4. Soit F' € K(X). Alors il existe un unique poly-
nome FE € K[X] et une unique fraction rationnelle G € K(X) tel que :

(i) deg(G) <0;

(i) F=E+G.

Le polynome E est appelé partie entiére de F'.
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Notation. E(F)

; alors par division euclidienne on a

el que A = BQ+R et deg(R) < deg(B).

Se] s

Démonstration. Existence. Posons F' =
I'existence d'un couple (@, R) € K[X]?

Ainsi, F'=Q + B avec deg <E> < 0.

—+

B B
Unicité. Si il existe deux couples (E, G) et (E', G') vérifiant les conditions voulues,
alors By — Ey = Gy — G ce qui n’est possible (car deg(G; — G2) < 0 et
Ey, Ey € K[X]) que si les deux différences sont nulles.

0
i Exemple XV.4.
X+1 1 X+1
— T+—1+XdoncE(T+> —=1;
X X X
— =0 donc F =0;
X2+1 Jr)(2+1 one X2+1 ’
— Par division euclidienne, 2X? + 1 = (2X — 2)(X + 1) + 3 donc
2X2+1
— | =2(X—-1).
(7)) —2x-w
& Remarque XV.5. E(F) = 0 si et seulement si deg(F) < 0.
c) Décomposition en éléments simples
¢ Le cas complexe
Théoréme XV.4 (Décomposition en éléments simples (cas complexe)).
Soit F' € C(X) admettant n exactement n poles aq, ..., a, de multiplicités respec-
tives ki,...,k,. Alors il existe une unique famille ay1,..., a5 1,002, .., 0k, , de

nombres complexes telle que :

Démonstration. Admis. O

Et en pratique? La premiére étape est dégager la partie entiére, ce qui nous
permet de partir du principe que notre fraction F' € C(X) est de degré strictement
négatif.

A
Si les poles sont simples :  F est donc de la forme ——— avec A € C,,_1[X].

[T(X —a)

=1
On fixe alors jy € [1,n] et on remarque que G = (X — a;,)F n’a plus de pdle en a;,
et
A(ajo)
[T (X —ay)

J#Jo

G(ajo) =
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Par unicité dans la DES, on obtient que si
a .
F = 7
Z (X —ay)
J=0

alors
i — A(a’jo>
0T T(X —a))

J#Jo

Cette formule étant au programme, il est admissible de 'utiliser directement.

X
"® Exemple XV.5. La DES de X 1) (X =2 est

X A n I
X-D(X-2 X—-1 X-2’

avec A= —1et u=2.

Dans le cas général :  on utilise les dérivées successives de la fraction ration-
nelle pour déterminer les coefficients du DES.

> Exemple XV.6. Considérons la fraction rationnelle

X

F:(X—l)(X—2)2'

Cette fraction est de degré —2 avec un pdle simple et un pole double. Sa DES doit
donc étre de la forme :

A L v
F= :
X—l—i_X—Q—i_(X—Z)2

Usant de la méthode vue supra relativement aux poles simples, on trouve que A = 1.
Ensuite, en multipliant expression ci-dessus par (X — 2)? et évaluant en "X = 2",
on trouve :

et donc v = 2. Pour obtenir u, on dérive l'expression ci dessus, puis on évalue en
"X = 2" ce qui donne p = —1.
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¢ Le cas réel

Théoréme XV.5 (Décomposition en éléments simples (cas réel)).

p
Soit F' = — € R(X) une fraction irréductible et soit

Q

Q=[x —a) [[(X*+pX + ¢:)*

i=1 i=1

la décomposition en produit de facteurs irréductibles de () sur R, avec :
— les oy, 5; € N*;
— les a;, p;, ¢; € R vérifiant p? — 4¢; < 0.

Alors il existe une unique famille de réels A, ;, 1; ; et v; ; telle que :

Démonstration. Admis. O]

En pratique, il est souvent efficace de décomposer en éléments sur simples sur
C puis de regrouper les poles conjugués. On peut aussi, se ramener & un systéme
linéaire, comme illustré infra.

I 1
X3—-1 (X-D(X2+X+1)

on part du théoréme qui nous dit que cette derniére sera de la forme :

> Exemple XV.7. Pour déterminer la DES de F =

1 A puX +v

XX+ X+1) X—1 X?4X+1

1
Usant de la méthode usuelle, on trouve A = 3 De plus, on pose :

1 X 4+ X+1
G:(X2+X+1)F:X_1:A ~ 1 XV

et on a, en évaluant G en 0 et 2 :

—1=-A+v
1=TA+2pu+v ’

d 1 ‘ 2
ce qui donne = ——et v =——.
q H 3 3
d) Dérivée logarithmique
Terminons ce chapitre par un exemple fondamental et fort utile. Si P € K[X]
est un polyndéme non constant, alors il peut s’écrire (sur C) sous la forme :

n

P = cH(X —a;)k,

i=1

cpge.webgirand.eu 249



MPSI Corot CHAPITRE XV. FRACTIONS RATIONNELLES

avec ¢ € K, les a; € C et les k; € N*. De fait, si nous étions complétement malades,
nous pourrions écrire la formule suivante :

In(P) = In(c) + z”: ki In(X — a;)

et "donc", en "dérivant" :

Pk
=1
Evidemment, on peut démontrer (et on doit savoir le faire!) cette formule propre-
ment en utilisant les méthodes de calcul de DES vues précédemment, mais cette
recette de cuisine impie a I'avantage de rester en mémoire.

% Exemple XV.8.
2X +4

n
= —— pourn > 1.

Addendum : calcul de primitives

Les résultats vus dans ce chapitre nous permettent de calculer efficacement les
primitives de fonctions rationnelles; il nous suffit en effet de savoir le faire pour les
éléments simples. Bien que les résultats de ce paragraphe soient stricto sensu hors
programme, ils pourront étre utile au lecteur avide d’approfondissement calculatoire
et fournissent des techniques fort utiles au demeurant.

¢ Eléments simples de premiére espéce

On entend par la les éléments simples de la forme

1
ST —————
P ooy
avecn > 1et a € C.
Cas 1 : n > 2. Une primitive de f est aisée a trouver :
-1

F:zw— =Dz —ap 1

Cas 2 : n=1. Sia € R, une primitive de f est F': z — In(|z — a|). Sinon, posons
a = p + iq et remarquons que, pour tout x raisonnable :

1
M=
_ (z—p)+ig
(z —p)*+ ¢

et donc une primitive de f est donnée par

1 —
F:xw 5 In((z — p)* + ¢°) + i arctan (u) .
q
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o Eléments simples de deuxiéme espéce

On entend par la les éléments simples de la forme
axr +

T° + pr +q

avec o, 3,p,q € Ret p? —4q < 0. En posant, pour z € R, t = x + g, on obtient que

f(z) = g(t), ou g est de la forme :

ut + v

it —
g t2+a2

avec u,v,a € R et a # 0. En effet :

2
2?4 pr+q= (t—%) +p(t=1)+q

2
2 2
p p
=t —pt+—+pt— =+
pt+ L Hpt— 5 +g
:t2—p2_4q
4

p* —4q

et donca =4/ — est bien défini et non nul car p? — 4¢ < 0. Une primitive de

g est donc donnée par :

t
Gitrs o In(t* + a?) + Y arctan (—) :
2 a a

¢ Eléments simples de deuxiéme espéce, mais en différent

Le dernier type d’éléments simples dont nous avons besoin de déterminer une
primitive est celui représenté (modulo translation similaire a ce qui a été fait dans
le paragraphe supra par les deux intégrales suivantes (pour x réel) :

v t v 1
1, = ———dt t = ——dt
/0 (t? + a2)n € J /0 (t2 + a2)n

avec a € R* et n > 2. Remarquons dans un premier temps que, par forme composée

usuelle :
B -1

I, =
2(n —1)(x? 4 a®)n!
et tentons de calculer J,, par IPP, appliquée aux fonctions ¢ :— t et t — (* +a?)™™",
de classes €. On a alors :

m —2t
o 2 2\—n

T 2t2
o 2 2\—n
=z(x* 4+ a”) —I—n/0 —(t2+a2)"+1dt'

Or, pour tout t € [0, x] :

12 P +a? a?

(2 + a2)n - (2 + a2)nt! B (2 + a2)t!
1 a?

(t? + a2)n (t? + a2)n+1
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et donc
Jp, = x(2® 4+ a®)™" + 2nJ, — 2a*nJ iy
1.e
z(z? +a®)™" + (2n — 1)J,
2a%n

Jn+1 =

ce qui permet un calcul itératif de J,,.
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Chapitre XVI

Dénombrement, combinatoire

1.7 Ensembles finis

a) Cardinal

On présente dans ce chapitre une version naive de la théorie des ensembles finis.
En particulier, la définition suivante est introduite sans vérifier que le cardinal est
défini de fagon unique. De fagon générale, on passera sous silence toute démonstra-
tion technique afin d’alléger 'exposé et de rester dans le cadre du programme de
MPSI.

Définition XVI.1. Soit E un ensemble. Alors, on dit que E est fini si il existe
n>0et f: E — [1,n] bijective. L’entier n est alors unique et appelé cardinal de
E.

Notation. Le cardinal sera noté¢ indifféremment |F|, card(F) ou parfois #FE.

& Remarque XVI.1. La bijection représente lleuristiquelnent une "facon d’éti-
) ¢
queter" les éléments de F par n entiers successifs.

> Exemple XVI.1.
— L’ensemble vide est fini de cardinal O.
— L’ensemble {#,h, &} est fini de cardinal 3.

& Remarque XVI.2. Avec cette définition, il est rapide de vérifier que si E et F
sont finis alors :
— il existe une bijection entre E et F' < card(E) = card(
— il existe une injection entre E et F' < card(F) < card(

F);
F);
— il existe une surjection entre E et F' < card(FE) > card(F).

Proposition XVI.1. Soit £ un ensemble fini et soit £’ C E. Alors :

(i) E' est fini;
(i) card(E’) < card(E);
(ii) £ = F' < card(E) = card(E').
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Démonstration. Les points (i) et (ii) découlent du fait que x +— x réalise une injection
de E' dans E. Pour le cas d’égalité, procédons en deux temps.

(=) -/
(<) Par contraposée, supposons que E # E’. Ceci signifie qu’il existe e € E'\ E' et
donc, en posant n = card(E’) on a :

card(E' U {a}) =n+1
et, comme FU {a} C E :
n =card(E') <n+1 < card(FE)

d’ou le résultat.
L]

La proposition suivante est au coeur de bien de ce chapitre et de plusieurs de ses
applications ultérieures. Il peut donc étre utile d’y accorder quelque attention.

Proposition XVI.2. Soient E, F' deux ensembles finis de méme cardinal et soit
f: E — F une application. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est bijective;

(ii) f est injective;

(iii) f est surjective.

Démonstration. On procéde de fagon circulaire.

(i)=-(ii) Trivial.

(ii)=(iii) Supposons f injective; il en découle que card(f(F)) = card(FE). Par
hypothése, card(E) = card(F') et donc f(F) est une partie de F' de cardinal
égal a celui de F. Ipso facto, f(FE) = F et donc f est surjective.

(iii)=-(i) Supposons f surjective; alors si z,y € F sont deux éléments distincts
tels que f(z) = f(y), on aurait card(f(F)) < card(F), ce qui est absurde car
f(E) = F est de méme cardinal que E. La fonction f est donc bijective car
injective et surjective.

]

#y Exercice XVI.1. Démontrer que tout anneau commutatif intégre fini est un
corps.

w Correction : Soit A un anneau intégre fini et soit a € A\{0}. Alors l’application

foi A A

T — ax

est injective (par intégrité) et donc surjective. De fait, il existe v € A tel que ax = 1,
d’otu le résultat.
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b) Opérations sur les ensembles finis

Proposition XVI.3. Soient F, ..., E, des ensembles finis deux & deux disjoints.
Alors, la réunion de ces ensembles est finie et

¥ ArTENTION : évidemment, ceci n’est vrai que pour les ensembles disjoints : le
cardinal de la réunion {0,1} U {0,2} n’est pas égal a 4.

Démonstration. Admise pour éviter tout technicité excessive. ]

& Remarque XVI.3. Siles ensembles ne sont pas supposés disjoints, on démontre

par récurrence que :
card (U Ek> < anrd(Ek) )
k=1 k=1

%1 Exercice XVI.2. Soit G un groupe fini (noté multiplicativement) et soit H un
sous—groupe de G.

1. Justifier que H est fini.

2. (a) Verifier que la relation
r~y<=ay ‘e H

définit une relation d’équivalence sur G.

(b) Démontrer que toutes les classes d’équivalences associées a la relation ~
ont le méme cardinal.

3. Théoreme de Lagrange. Déduire de ce qui précéde que card(H) divise card(G).

w Correction :
1. Immédiat par inclusion dans un ensemble fini.

2. (a) — Soit x € G; alors xz~' = e € H, donc la relation est réflexive.

— Six,y € G sont tels que x ~ vy, i.e tels que xy~* € H, alors par
stabilité yo=' = (xy=")~' € H. De fait, on a bien y ~ x et donc la
relation est symétrique.

— Si x,y,z € G sont tels que x ~ y et y ~ z, alors par stabilité
rzt = (zy ') (yz~') € H, d’ou la transitivité.

(b) Soit x € H ; alors la classe d’équivalence de cet élément est donné par :
r={yeG|xy 't € H}.
Ceci signifie que, pour touty € G, on a :

yET <=y ‘e H
<~ 3JhecH zy'=h
«—3JheH y=h'z
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et donc
T=Hx={hx|he H}.

1l est ensuite aisé de démontrer que l’application suivante est une bijec-
tion :

¢o:H— Hx
h+— hx

ce qui implique que card(T) = card(H).

3. On sait que les classes d’équivalences selon ~ partitionnent ’ensemble G ; ceci
entraine qu’il existe une famille C1,...,Cy de telles classes disjointes telles
que :

ergo :

N
card(G) = anrd(C’i) = Ncard(H),
i=1

d’ou le résultat.

Proposition XVI.4. Soient E et F' deux ensembles finis. Alors :
(i) si F C E, E\ F est fini et

card(E \ F) = card(E) — card(F) ;

(i) FUF et EN F sont finis, avec :

card(E U F') = card(F) + card(F) — card(E N F) .

& Remarque XVI.4. La formule du crible de Poincaré, donnant le cardinal d’une
réunion quelconque d’ensembles finis est hors programme. Le lecteur averti pourra
se référer a la littérature, en prenant garde de porter des lunettes protectrices. En
cas de contact direct avec la peau, consulter un médecin.

Démonstration. 11 suffit de faire les deux remarques suivantes :
E=FU(E\F)

et
EFEUF=(E\(ENnF)UF.

O

% Exercice XVI.3. Soient E, F, G trois ensembles finis. Calculer card(EUFUG).
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w Correction : On a :

card(FU FUG) = card(E U F) 4 card(G) — card((F U F) N G)
= card(F) + card(F') + card(G) — card((F U F) N G) — card(E N F)
= card(FE) + card(F) + card(G) — card((E N G) U (FNG)) — card(E N F)
= card(F) + card(F) 4 card(G)
—card(FNG) — card(FNG)) — card(EN F)
+card(ENFNG).

Proposition XVI.5. Soient F, I’ des ensembles finis. Alors :
(i) card(E x F) = card(E)card(F);
(ii) card(EP) = card(E)? pour tout p € N*.

Démonstration. 11 suffit de remarquer pour le (i) que :

ExF=||Ex{y}.

yeFr
Le point (ii) se traite ensuite par récurrence sur p. O

> Exemple XVI.2. Une expérience dans laquelle on a n choix puis m choix
posséde nm issues. Par exemple, un lancer de deux dés a 6 faces peut donner 36
résultats (pas somme) différents.

c) Parties d’un ensemble fini

Proposition XVI.6. Soit £ un ensemble fini de cardinal n. Alors :

card(Z(F)) = 2" .

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial car
2(0) = {0}. Si la propriété est vraie au rang n et que E est un ensemble fini
de cardinal n, on fixe a € F et E' = E'\ {a}.
Soit A C E'; alors :
— soit a ¢ A et dans ce cas A C E’. Par hypothése de récurrence il existe 2"
telles parties;
— soit a € A et alors A\ {a} C E’. Par hypothése de récurrence il existe 2"
telles parties.
En conclusion, il existe 2" + 2" = 2"*! parties distinctes de E. O

¥ Exemple XVIL3. card(2([1,3])) = 8.
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d) Applications

Proposition XVI.7. Soient E et F' deux ensembles finis. Alors :

card(FF) = card(F)d(®)

Démonstration. On procéde par récurrence sur p = card(FE).

— Sip =0, E est vide et donc il existe une seule application dans F'¥, donnée
par le triplet (0, F, D).

— Supposons la propriété vérifiée pour tous les ensembles de cardinal p, et fixons
E un ensemble de cardinal p+1; on fixe a € E et E' = E'\ {a}. Pour définir
une application de E dans F il nous faut déterminer I'image de a (card(F))
possibilités puis celles des éléments de E’ (card(F')P possibilités par hypotheése
de récurrence). In fine,

card(FE) = card(F) x card(F)P = card(F)d®)
O

® Exemple XVI.4. Il existe exactement 27 applications de [1,3] dans lui-méme,
dont 6 sont bijectives (les éléments de Gj).

#) Exercice XVI.4. Soit E un ensemble fini. Démontrer que Papplication

1:2(E)— {0,1}F
A 1y

est une bijection. Utiliser ce résultat pour retrouver la formule du cardinal de Z(FE).

2.7 Un peu de combinatoire

a) Injections, bijections

Si E et F sont deux ensembles finis et que f € F¥, on peut énoncer les refor-
mulations suivantes relatives a 'inj/surj/bijectivité :

— [ est injective <= pour tout y € F, card(f~'({y}) < 1;

— [ est surjective <= pour tout y € F', card(f~'({y}) > 1;

— [ est bijective <= pour tout y € F, card(f~'({y}) = 1.
De plus, il nous est également possible de dénombrer les injections et bijections de
FE dans F wvia le résultat suivant. Un résultat (moche) relatif aux surjections existe,
mais est hors—programme.

Proposition XVI.8. Soient E et F' deux ensembles finis de cardinaux respectifs p

et n. Alors :
n!

(i) le nombre d’injections de E dans F' est égal a sin > p et 0 sinon;

(n—p)!

(ii) le nombre de bijections de F dans F' est égal a n! si n = p et 0 sinon.
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Démonstration. (i) Pour varier, procédons par récurrence sur p = card(E). Si
p = 0, on rigole, et si la propriété est vérifiée au rang p on fixe F un ensemble
de cardinal p+ 1, a € E et E' = E \ {a}. Alors, pour définir une injection
f:E— F, il faut :

— choisir 'image de a (n possibilités) ;

— choisir (de fagon injective) les images des éléments de £’ dans F'\ {f(a)}

n—1)!
(% ou 0 possibilité(s) par hypothése de récurrence |.
n—1-p)!
Ainsi, dans le cas ou la deuxiéme quantité mentionnée est non nulle, on a le
nombre d’injections suivant :
(n—1)! n!

1ol - (p+ D)

d’oul le résultat.

(ii) Déja traité au chapitre VIII lors de I’étude du groupe symétrique. On peut aussi
utiliser la proposition XVI.2 et remarquer que si n = p alors les injections de

E dans F sont bijectives.
O

n!

Notation. La quantité ; est notée (n), et appelée nombre d’arrange-

(n —p)!
ments de p dans n.

& Remarque XVI.5. Notons que, sin > p:
(n)y=nn—-1)...(n—p+1).

Il s’agit du nombre de fagon de classer p éléments parmi n.

9!
> Exemple XVI.5. Il existe o = 9x8XT7x6xb5x4x3=181440 injections
de [1,7] dans [1,9]. '

Corollaire XVI.8.a. Soit F' un ensemble de cardinal n et soit p < n. Alors 'en-
semble des p-listes ordonnées (suites finies d’éléments deux & deux distincts) d’élé-
ments de F' est fini de cardinal (n),.

Démonstration. 1l s’agit en fait de dénombrer les injections de [1,p] dans [1,n]. O

> FExemple XVI.6. Sion effectue 4 tirages successifs sans remise dans une urne
contenant 10 objets distinguables, il existe (10), = 5040 tirages possibles.

b) Parties de taille fixée

Nous venons de voir comment dénombrer les choix de p éléments parmi n avec un
ordre fixé. Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la combinatoire des parties
(non ordonnées, donc) de taille fixée d’un ensemble fini.

Notation. Si E est un ensemble fini et £ € N, on note &7, (E) 'ensemble des parties
de E de cardinal k.
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Proposition XVI1.9. Soient n, k € N tels que k£ < n et soit ' un ensemble fini de
cardinal n. Alors :

card( 2, (E)) = (Z) .

Démonstration. Une récurrence sur n ? Joie!

— Sin =0, la vie est belle.

— Supposons la propriété vérifiee pour n > 0. Soit £ un ensemble de cardinal
n+ 1, soit A € P(F) et soit a € E; on a alors deux possibilités : soit A ne
contient pas a (et on dénombre par hypothése de récurrence), soit A contient
a et alors on dénombre les possibilités pour A \ {a} via cette méme, fort
urbaine, hypothése. In fine :

card(Z4(E)) = (Z) + (k . 1) - (n Z 1)

par formule de Pascal.

]

> Fxemple XVI.7. Sion tire 4 boules parmi 10 simultanément, il existe (140) = 210
issues possibles. Cela est trés différent du tirage avec ordre vu précédemment.

Ces procédés combinatoires nous permettent de démontrer différemment certains
résultats vus au chapitre II; nous offrons gracieusement au lecteur un florilége de
ceux—ci.

¢ Sommes des coefficients binomiaux

Si n est un entier naturel, on a :

> (1) = S cand(u(in.an)

k=0

— card <|_| %([[1,71]]))

k=0
= card(Z([1,n]))
=2".

¢ Formule de Pascal

Soit E' un ensemble de cardinal n > 1 et soit £ < n. On fixe a € E'; alors pour
construire une partie a k éléments de FE, il faut :
— soit choisir k éléments parmi E' = E'\ {a};
— soit choisir k£ — 1 éléments parmi E’ et ajouter a.
De fait,
card(Z(F)) = card( P, (E'")) + card(P_1(E"))

()= () G)
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¢ Binome de Newton

Soient a,b € C et soit n > 1. Alors (a + b)" se développe en 2" termes de la
forme a*b" %, ou1 k est le nombre de facteurs dans lequel nous avons "choisi" a pour
obtenir ce terme. Ce terme apparaitra donc ("

k) car ces k occurrences de a sont a
"choisir" parmi n facteurs possibles.

(a+b)(g+h) (att)(ath
/\\\/Q//QL )

i ) 1
3(/("oi)‘/ Ade o ﬂ3~—(’)
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Chapitre XVII

Analyse asymptotique

’ On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C.

1.~ Comparaison des fonctions

a) Négligeabilité, domination

Définition XVIIL.1. Soit a € R et soient f, g deux fonctions définies au voisinage
de a (sauf peut—étre en a) et telles que g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf
peut—étre en a). On dira que :

— f est dominée par g au voisinage de a si la fonction = est bornée au voisinage

g
de a;
— f est négligeable devant ¢ au voisinage de a si f(z) — 0
/ glig g g @)
g T xr—ra

Notation. La domination (resp. la négligeabilité) est notée f(z) = O(g(x)) (resp.

f@) = olg(@)) ou f(x) = O(glx) (resp. f(x) = olg(@))).

zja
> Exemple XVII.1.
= ola");

O(x?).

$2

2+:13in

¥ ArTENTION : le point ou I’étude est effectuée est déterminant; par exemple
r? = o(23) mais 23 = o(2?).

T—00 z—0
& Remarque XVII.1.

— Neégligeabilité implique domination ;

— les relations o et & sont transitives;

— notons que les croissances comparées vues au chapitre Il peuvent se traduire

par les résultats suivants, si «, 8,7 € R, :
— ()’ = ofa®);
T—00

— @) = oz
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— z* = o(e").
Tr—00

A ce stade, ceux d’entre vous qui ne sont pas recroquevillés en position foetale
se demandent probablement quel peut bien étre I’'usage de toutes ces comparaisons.
En premier lieu et dans un premier temps, elles nous serviront a lever les indéter-
minations qui (facheusement) se produisent parfois lors de 1’étude de limites.

> Exemple XVIIL.2.
— i 3 T
el 0 car x = o(e”).

— 2?In(z)" —— 0.
xz—07F

Proposition XVII.1. Soient f, g, h des fonctions définies au voisinage de a € R
telles que f(z) = O(h(z)) et g(xr) = O(h(x)). Alors :
Tr—a Tr—a

(1) f(z)+g(x) = Oh(x));

Tr—a

(i) f(x)ax) = O(h(x)).

& Remarque XVII.2. Ce résultat reste vrai en remplagant "&" par "o".

Démonstration. Immédiat par quotient. O]

& Remarque XVII.3. Cette proposition pourra étre (abusivement) résumée par :
"O(h(x)) + O(h(x)) = O(h(z)) (et idem avec o et le produit).

b) Equivalence de fonctions

Définition XVII.2. Soient f,g deux fonctions définies au voisinage de a (sauf
peut—étre en a) et telles que g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf peut—étre en
x
@

a). On dit que f est équivalente a g en a si
g(z) a=—a

Notation. f(z) ~ g(z)ou f(z) ~ g(x).

T—a r—a

> Exemple XVIL3. 23+ 22 +2+1 ~ 25

T—00

& Remarque XVII.4.

— Si f admet une limite finie non nulle ¢ en a, alors — 1 et donc

flx) ~ ¢

T—a
— Seule les fonctions localement nulles sont équivalentes a 0.

— 1’équivalence de fonctions en un point est une relation ...d’équivalence.

f(x)
0
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La propositions qui suit est une application directe de la définition d’équivalence
des fonctions, dont la démonstrations est laissée en exercice au lecteur habité d’une
motivation a I’épreuve des obus.

Proposition XVII.2. Soient f, g deux fonctions définies au voisinage de a € R
(sauf peut—étre en a) telles que f(z) ~ g(x). Alors :
T—a

(i) si g(z) — ¢ € R, alors f(z) — {;
z—a T—a

(ii) sile signe de g est constant au voisinage de a, f vérifie la méme propriété (avec
un signe identique).

¥ ArTENTION : 12 réciproque est fausse : il suffit de considérer z — x et z — 22
au voisinage de 0 pour s’en convaincre (j’espére!).

Démonstration. Découle trivialement de la définition d’équivalence. O
2 2
¢+ 1 r°+x
> Exemple XVII.4. i ~ — donc T 0
3 —+ T2 900 T 3 + T2 z—00

Proposition XVIIL.3. Soient f, ¢ deux fonctions définies au voisinage de a € R
(sauf peut—étre en a). Alors :

& Remarque XVIL5. Cela nous permet de traduire le fait que f (x) ~ g(x) par
r—a

Iégalite f(z) g(x) 4+ o(g(x)) au voisinage de a. Ceci sera trés utile en pratique.

x:a
Démonstration.

(=) En posant h = g, onah(r) — 1let:

f(x) = h(x)g(z) au voisinage de a.
On a donc, au voisinage de a :
f(@) —g(z) = (h(z) — 1)g(x)
—0

d’ou le résultat.

(<) En posant h = i, ona h(z) — 0 et :
g

T—a
f(z) — g(x) = h(x)g(x) au voisinage de a.
De fait, toujours au voisinage de a, on a :

flz) = (h(z) +1)g(z)
N——

—1

d’ou le résultat.
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]

Proposition XVII.4. Soit a € Ret f, g, h définies au voisinage de a (sauf peut—étre
en a) telles que (toujours au voisinage de @) on ait :

— flz) < g(z) < h(z);

— J@) ~ hiz).
Alors f(x) -~ g(z).

Démonstration. Immédiat par quotient. O

Proposition XVIL5. Soient f1, f2, 91,92 des fonctions définies au voisinage de
a € R telles que fi(z) ~ fo(z) et g1(z) ~ ga(x). Alors :
r—a Tr—a

(i) fi(z)gi(z) S fa(z)g2(2) ;

(ii) SI g; ne s’annule pas au voisinage de a, c’est également le cas de g et

hiz) _ h)

g1(x) a=a ga(x)

¥ ATTENTION : on ne somme PAS les équivalents : x ~ xz+1let —x ~ —x+1

T—r00 T—r00

et pourtant 0 /~ 2 ...

T—r00

Démonstration. Quitte a yada yada, il existe deux fonctions h, k ayant pour limite
1 en a telles que, au voisinage de a :

fi(z) = h(z) f2(z) et gi(x) = k(z)g2(x)
et donc :

fi(@)gi(x) = (h(z)k(z)) f2(2) g2 ()
N——

—1

d’otut le résultat pour le produit. Le reste se démontre de fagon analogue. O]

2
1
> Exemple XVIL.5. rrro 2 car 22+ 2 ~ a?etad+2? ~ b

3 —+ 12 2900 I T—00 T—00
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c) Zoologie zérocentrique des équivalents usuels

Proposition XVIL.6. On dispose des équivalents suivants en 0 :

: T .
(i) e 195:03:’

In(1+ x) ~ T

)

(i) (1+a2)*—1 ~ ax, pour o € R*;
)
)

sin(z) o~ T

tan(z) T

Démonstration. Cela découle dans presque tous les cas de la limite du taux d’ac-
croissement des fonctions étudiées en 0 ; par exemple

e?—1 e*—¢°
= s 1 =e€".
T x—0 z—0

Le point (vi) provient de I’égalité, pour x # 0 :

1 — cos(z) = 2sin(z/2)?
~ 2T
x—0 4

On déduit le point (viii) d’un calcul similaire. O

d) Comparaison des suites numériques

Nous le savons désormais (cf. chapitre V), les suites numériques sont des appli-
cations de N dans R ou C. Nous pouvons donc leur étendre les notions vues supra,
via la définition suivante.
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Définition XVII.3. Soient u,v € K" telle que v ne s’annule pas. On dit que :

. . P . . (% ,
— u est dominée par v, noté u,, = 0(v,), si la suite <—” est bornée;
n/n
JURT , . Up
— u est négligeable devant v, noté u,, = o(v,), si — — 0;
n
2 . N 2~ . un
— wu est équivalente a v, noté u,, ~ v,, su, = o(v,), si — — 1.-
n

Toutes les propositions vues précédemment se généralisent, en n’oubliant pas que
les choses sont ici bien plus simples car les suites ont la politesse de n’avoir qu’une
seule limite!

2.7 Développements limités

a) Quoi?

Définition XVII.4. Soit n € N, a € R et soit f une fonction définie au voisinage
de a. On dira que f admet un développement limité d’ordre n en a (DL, (a))
si il existe une famille ag, ..., a, d’éléments de K telle que :

F@) = 3 ale —a)* +o((x — a)")

au voisinage de a.

Vocabulaire. La somme apparaissant dans le membre de droite de cette égalité

est appelée partie réguliére du DL. Le reste est appelé partie négligeable de
celui—ci.

& Remarque XVII.6.

— Une fonction admettant un DL, (a) peut donc étre approximée au voisinage
de a par une fonction polynomiale de degré n.

— On démontre aisément que si f est (im)paire et admet un DL, (0), celui—ci
ne peut contenir que des puissances (im)paires.

— Quitte & poser h = xz—a, on peut écrire tout DL, (a) sous forme normalisée :

n

fla+h) o Z akh’~C + o(h™)

soit, si p = min{k € N|ay # 0} :
fla+h) = hP(a, + apy1h + ...+ a,h" 7P + o(h"7P)) .

Ceci nous permet de démontrer que f(a + h) o aph? et, par conséquent,
ﬁ

d’étudier le signe de f au voisinage de a.

> Exemple XVII.6.
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— ¢ = 1+x+o(x); notons que tous les équivalents usuels vus précédemment
x—0

nous livrent des DL d’ordre 1 ou 2.

— cos(z) = 1—5—1—0( 2).
z—0
— Un exemple fondamental est celui des sommes géométriques; si x €] — 1, 1]

etn>0,ona:

1—:E+1
Zx =

11—z

1 n+1

1—x+:c—1

1 n
xiol—x—'—o(x ).

— Pour obtenir un DL d’un polyndéme, il suffit de tronquer le degré a 'ordre
voulu.

Proposition XVIL.7. Si une fonction f admet un DL,(a) pour a € R, alors ce
dernier est unique.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux familles ag, . ..a, et by,...,b, de réels
telles que :
_ _ k . ny _ o k o n
) = ’;ak@ a)* +o((z—a)") = ];bk(x a)* +o((x —a)") .

Alors, par soustraction, on a :

n

> (ar =)@ —a) = of(z—a)").
k=0
Si il existe k € [0,n] tel que ay # by, on peut poser ky = min{k € [0,n] | ar # by}
et vérifier que
> (ar = be)(z — )
k

=0 1
(a’ko - bko)(x - a)ko r—a

7.€
n

> (ak —bp) (@ —a)* ~ (ar, — by, )(x — ).

T—a
k=0

Ceci contredit le fait que cette somme soit un o,((x — a)") car kg < n, d’ou le
résultat. o

Proposition XVIL.8. Soit f une fonction définie au voisinage de a € R. Alors :

(i) f admet un DLg(a) < f est continue en a;
(ii) f admet un DL;(a) < f est dérivable en a.
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Démonstration. Le (i) découle de la définition de continuité et le (ii) a été démontré
dans le chapitre XI (proposition XI.1). ]

¥ ATTENTION : ce résultat ne se généralise PAS aux ordres supérieurs.

b) Formule de Taylor-Young

Ce résultat découle de la formule établie par Brook Taylor (anglais, 1685—1731)
pour les polynémes (et vue au chapitre XIV) et affinée par William Henry Young
(anglais, 1863—1942). La démonstration de ce résultat est hors—programme. Il peut
toutefois étre vu comme une conséquence de la proposition XX.19.

Théoréme XVIIL.9 (Taylor-Young).
Soit f une fonction de classe " au voisinage de a € R. Alors admet un DL, (a)
donné par la formule :

@
1ta) kaL)h’“ +o(h").

flath), =3
k=0

& Remarque XVII.7. Ceci entraine qu'’il y a existence et unicité du DL, pour les
fonctions de classe €.

¢ Développements limités usuels en 0

La formule de Taylor—Young permet de démontrer les DL suivants en 0, qui nous
seront utiles par la suite.

k=1 =0
z—0 2 6
—1)...(a— 1
o) 0l
n.
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c) Pourquoi?

En pratique, les DL ont de nombreux usages, outre celui de générer de char-
mantes sessions de calcul. Dune fagon générale, ils permettes d’étudier en finesse le
comportement d’une fonction au voisinage d’un point donné.
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¢ Limites

Une fonction est équivalente a la partie réguliére de son DL : cela permet souvent
de lever des indéterminations. Par exemple :

sin(x) T 1
€T x—0 x—0

De méme, certains taux d’accroissements voient leur vie considérablement sim-
plifiée (d’aucun diraient limitée) par ce type d’étude.

@)1 gin(z) 1
v #£0, t—0 22 oz
x—%SqLo(m?’)
xiO Qj2 _;
=g o)
QO

et donc le sinus cardinal (cf. chapitre XI) est dérivable en 0 de dérivée nulle. En
réalité, on peut itérer ce procédé et démontrer que cette fonction est de classe €
sur R.

¢ Extrema locaux

Nous avons vu dans le chapitre XI que toute fonction f dérivable admettant un
extremum local en un point a € R vérifiait f'(a) = 0 (on dit que a est un point
critique pour f). La notion de développement limité nous permet d’affiner quelque
peu cette étude et d’en obtenir une réciproque partielle via la proposition suivante.

Proposition XVII.10. Soit f une fonction & valeurs réelles admettant un dé-
veloppement limité d’ordre 2 en un point a € R et vérifiant que f'(a) = 0. On a de
fait l'existence de A € R :

f(@) = fa) + Mz — a)* + o((z — a)?).

Alors :

(i) si A >0, f admet un minimum local en a;

(i) si A <0, f admet un maximum local en a.

Démonstration. Immédiat : au voisinage de a, f(z) — f(a) est du signe de A si ce
dernier est non nul. O

> Exemple XVII.7. Ceci nous permet de vérifier que cos admet un maximum
local en 0.

& Remarque XVIIL.S8.
— Dans le cas ot A = 0, on ne peut conclure. Etudier le cas des fonctions z +— 3

et z+— 22 en 0. ,
f"(a)

— Si f est de classe €2, on a A = 5
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d) Opérations sur les développements limités

Dans ce paragraphe, nous nous attachons a donner une série de "recettes" per-
mettant de calculer efficacement avec les développements limités. L’objectif est ici
presque purement opérationnel : nous ne nous attarderons pas plus que nécessaire
sur le caractére général des résultats énoncé.

¢ Troncature

Pour le moment tout va bien : si une fonction admet un DL, (a), on peut lui
trouver des DL & des ordres inférieurs quitte a tronquer la partie réguliére.

¢ Combinaison linéaire

Sia € Ret f et gsont deux fonctions admettant des DL, (a), alors pour tout
A € R, f+ Ag admet un DL, (a) obtenu en combinant linéairement les parties
réguliéres de ceux de f et g.

> Exemple XVIIL.8. On retrouve de cette facon les DL de ch et sh a partir de
celui de exp.

¢ Produit

Soit a € R et soient f, g admettant les DL, (a) suivants :

f(x) = Z ar(z —a)f +o((x —a)") et g(z) = Z be(z — a)f + o((z — a)™) .

k=0 k=0

Alors, par relation sur les "o" et produit de polynomes, fg admet le DL, (a) suivant :

n k
k n
f@)g@) = 3 (Z ajbk_j) (2~ ) +o(z —a)")
k=0 \j=0
En pratique, il s’agit ici de faire le produit des parties réguliéres en ne conservant
que les puissances inférieures ou égales a n.
# Exemple XVIIL.9. Cherchons & obtenir un DL3(0) de z + ¢® sin(z). Pour cela,
notons dans un premier temps que :

2 1'3

e” xiol+x+%+€+o(x3)

et 3
sin(z) ST + o(x?)
et que, pour tout x € R :
(1+x+%2+%3)(x—%3) miox—%g—l—xQ—k%g—l—o(xg)
23
xiox+x2+§+o(x3).
In fine, on a donc :
e“sin(z) = x+2° + 55_3 + o(z?) .

x—0 3
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¢ Composition

Aucun résultat général n’est au programme : il s’agit ici de chercher a faire simple
et efficace. Si f et g admettent un DL, (0) (quitte & se ramener en ce point par un
changement de variable) et que g(0) = 0 (ou a minima g(z) — 0, mais je chipote)

z—
alors la composée f o g admet un DL, (0) (pour peu qu’elle soit bien définie). On
trouve la partie réguliére de ce dernier en priant tres fort.

> Exemple XVII.10. Au voisinage de 0, on a :

In(cos(x)) = In(1 + cos(z) — 1).
———

vaut 0 en O

Or : )

In(l4+u) = u— =y o(u?)
u—0 2

et )

cos(zr) —1 = Ty o(z?)
z—0 2

ce qui permet de conclure que :
in(eos(x) =~ + ofa?)
n(cos(z)) = —— +olz

12— 2
car (cos(x) — 1) =, o(z?).

¥ ATTENTION : si il est vrai que 'on peut composer les DL, il ne faut surtout

pas se laisser aller & composer les équivalents. En effet, x ~ 1z + 1 et pourtant
T—r00

T/ z+1

e

¢ Inverse

L’idée est ici de composer le DL par celui de = +— . Une fois de plus, un

-
peu de courage et (éventuellement) un sac & vomi sont des atouts précieux.

A Pordre 4 en 0. Faites comme

> Exemple XVII.11. Développons z —
cos(x)
on vous dit et il n’y aura pas de blessé. Commencons par remarquer que :

1 B 1
cos(z) 1 —(1—cos(x))’
—

vaut 0 en 0

On sait de plus que :

1
= 14+u+u®+u+u* +o(u?).
1 —wu u—=0

En posant, au voisinage de 0, u = 1 — cos(x) (oui, je sais...), on obtient :

x?  xt

o 4y .
u = 5 24+0(93),
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2 [L‘_ 4
v = + o(x")
et
3 .4 4
whut = o(z")
Au final, on obtient :
1 x?  Sat

— 14+ 42 4 o(at).
cos(x) =0 * 2 * 24 +ola)

Evidemment, pour obtenir le DL d’un quotient, nous passons par le produit de
I'inverse. Le lecteur audacieux pourra utiliser I’exemple supra pour retrouver le DL
de tan en 0.

¢ Primitives

Proposition XVIIL.11. Soit a € R et soit f une fonction admettant un DL, (a)

donné par
n

flx) = > ale—a)* +o((z —a)").

Alors toute primitive F' de f admet un DL, ;(a) donné par la formule :

a

—a

F(x) = F(a) + Z ’ _: N (x —a)"™ +o((x — a)"™).

Démonstration. Immeédiat. O

& Remarque XVII.9. Ceci nous permet de retrouver tres rapidement les DL de
arctan et x — In(1 + z).

#1 Exercice XVIIL.1. Déterminer un DL d’ordre 5 de arcsin en 0.

w Correction : On sait que, pour tout x €] — 1,1] :

1

V1—22

arcsin’(z) =

et que :

On en déduit que :

arcsin(x) =, 5 + 0 + o(z”) .
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3.7 Deéveloppements asymptotiques

a) Quoi maintenant ?

Jusque ici, nous avons fait des développements limités, & savoir des approxima-
tions de fonction en un point réel par un polynéme. Un peu contraignant n’est—il
pas ? L’objectif de ce paragraphe est d’en finir avec ces limitations et de déverrouiller
notre plein potentiel calculatoire. Ou quelque chose de ce genre. Nous nous contente-
rons de donner quelques exemples afin de nourrir la réflexion (et/ou les cauchemars)
de notre lecteur.

> Exemple XVII.12. Développons la fonction f : z — 2% en 0. Ne mentez pas,
je sais que vous en avez toujours révé. On a, au voisinage de 0 :

f(l’) — In(z)

2 2

2 2
= 5+ o(z”In(x)) .

Notons que la composée de DL ci—dessus est valable car x In(z) — 0. Ce résultat
T—

ne constitue pas un DL stricto sensu, mais nous apporte des informations assez
précises sur le comportement asymptotique de f, ce qui est fort sympathique au
demeurant : on parle de développement asymptotique (DA) d’ordre 2 en
zln(z) au voisinage de 0.

#1 Exercice XVIIL.2. Déterminer la limite en +oo de z +— va2 + 1 — /22 — 1.

. 1
w Correction : Posons, pour x > 0, t = —. Alors on a :

T

\/:L’Q—l:\/t%—l

1 —¢?
Zf2

V1—1t?

~ | =

et, de facon analogue :

1

En faisant en DL (ent) a l'ordre 4 en 0, nous obtenons que :
2 4

t t
\/I:I:t2t: 1+ — — —+o(t"

—0 2 8

3 1t
L (z_Z_Z 3
8 (t 2 8>+0()

t
2
+ o(t?) .

ce qui entraine que :

1 1 1
_ 2 _ _ 42 —
t\/l+t t\/l tHot

— ¢

t—0

En conclusion, nous pouvons écrire (en repassant a la variable x) :

Vaz4+1—va2—1 = l+0<i> —0.

r—00 I 1’3 T—00
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Notons qu’un DL a l'ordre 1 suffisait (peut—étre...). Mais bon, quand on aime, on
ne compte pas.

> Fxemple XVII.13. Souvenons nous que, pour tout z > 0 :

tan(z) = © — arctan ( -
arctan(xr) = — — arctan | —
2 x
et donc, on peut établir que :
tan(z) T 1 N 1 N 1
arctan(r) = ———+4+-—+o0|— | .
a—oo 2 x 313 x3

L’usage des développements asymptotiques permet une flexibilité que n’auto-
risent pas les DL. On se retrouve donc souvent, dans les sciences fondamentales et
appliquées, a en faire usage pour résoudre divers problémes.

#1 Exercice XVIL.3. Soit n € N. On pose :

1
dt
In:/ .
o L+tn

1
1. Démontrer que I, =14+ O (—)

n

2. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que :

RCINEY

1. On vérifie rapidement que, pour tout n € N on a :

1 tn 1 1
0§1—In:/ dtﬁ/tndt: .
o 1+1" 0 n+1
Ainsi, par encadrement, on a le résultat voulu.
In(1+t")
n

w Correction :

2. Les fonctions t — t et t — étant de classe €' sur [0,1], une IPP

nous livre :

1 tn 1 tn_l
vneN*,/ dt:/ t % dt
s 1t MR

_ [%In(l +t")}1 - /01 Lin1 vy ar

0 n

:M_l/lln(1+t")dt.

n n

Or, par concavité du logarithme, on a vu dans le chapitre XI que In(1+u) < u
pour u €| — 1,00[. De fait et par croissance de l'intégrale (que nous reverrons
dans le chapitre XX), on a :

1/t ! 1
—/ ln(1+t")dt§/ t"dt =
n Jo 0 n+1
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ce qui entraine que :

n—oo

1
/ In(1+4¢")dt —— 0
0

et donc que :

1

L —1=_22 +l/ In(1 + £7) dt
n n Jo
_ ~In(2) +0<l)
n n

d’ou le résultat.

b) Tangentes, asymptotes

Comme nous 'avons évoqué dans le chapitre XI, le calcul du DL & I'ordre 1 d’une
fonction nous livre directement une équation des tangentes a sa courbe représenta-
tive. Plus précisément, si une fonction f admet en un point a de son ensemble de
définition un DL de la forme

fx) = B+a(z—a)+o((z—a))

Tr—a
alors la droite d’équation y = a(x — a) + [ est tangente a la courbe de f au point
(a, f(a)) et la position relative de ces deux objets géométriques peut étre déterminée
a l'aide du terme suivant (selon les puissances croissantes de (z — a)) du DL (si il
existe). Tout lien avec la convexité est évidemment non fortuit. . .

Similairement, si une fonction f admet un DA de la forme
flz) = ax+b+o0(1),
T—r00

alors on peut dire que la droite d’équation y = ax+0b est une asymptote a la courbe
représentative de f au voisinage de l'infini (on peut évidemment faire la méme chose

en —oo). La aussi, le terme suivant du DA (selon les puissances décroissantes de
x) nous livrera la position de la courbe relativement a son asymptote.

#1 Exercice XVIIL.4. Etudier tangentes et asymptotes de la fonction f : z +— 1+ x + 22.

c) Formule de Stirling

Achevons ce chapitre (et le lecteur) en énongant la formule suivante, du & Abra-
ham de Moivre (frangais, 1667—1754) et James Stirling (écossais, 1692—1770). Le
premier démontra la formule sans calculer la constante apparaissant dans 1’équi-
valent, injustice réparée par le second.

Théoréme XVII.12 (Stirling).

Démonstration. Admis. O
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& Remarque XVII.10. Cette formule peut étre interpretée comme un dévelop-

pement asymptotique. En effet, si
nl = <E> V21n + o ((ﬁ) \/ﬁ)
e e

alors on a :

In(n!) =nln(n) —n+ % In(27n) + o(In(n)) .

#1 Exercice XVIL.5. Déterminer la limite de (e—') .
n!
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Chapitre XVIII

Espaces vectoriels

’ On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C.

1. Structures linéaires

a) C’est quoi?

Définition XVIIIL.1. Soit £ un ensemble muni d’un loi de composition interne
+: F x E — FE et d'une loi de composition externe - : K x £ — E. On dit que le
triplet (E,+,-) est un K—espace vectoriel (abrégé K-e.v) si :

(A) (E,+) est un groupe abélien;

(B) Ve e E, Ix -z = x;

(C)VAEK, Yo,y € B, A-(z4+y)=A-2+\-y;
D) VA peK Ve e B, A+ pu)-c= -+ p-x;
(E) Vi peK Ve e E, Au)-x=X-(u-x).

Vocabulaire. Les éléments de E sont appelés vecteurs, ceux de K scalaires.

& Remarque XVIII.1. La donnée des lois de composition pourra étre sous en-
tendue, tout comme la notation "-" pour la multiplication externe.

i Exemple XVIII.1.

— K est un K—e.v; la multiplication externe est alors interne;

— Densemble .Z (K, K) = K¥ est un K—e.v pour I'addition des fonctions et leur
multiplication par une constante ;

— {0k} est un K-e.v, appelé espace nul;

— D’ensemble K2 muni de I’addition coordonnée par coordonnée et de la multi-
plication par un scalaire est un K—e.v;

— K[X] est un K—e.v pour I'addition des polyndmes et la multiplication par une
constante. Il en va similairement de K(X).

Proposition XVIIIL.1. Soit £ un K—e.v et soient A € K et x € E. Alors :
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¥ ArrENTION : il y a deux zéros différents dans la proposition supra : le premier
est celui de K, le second celui de FE.

Démonstration. (<) Cela découle du fait que A-0 = X-(0+40) et donc A-0 = —\-0.
De méme, (0+0)-2=0-2 ...

1
(=) Supposons A -z =0 et A # 0. Alors, quitte & multiplier des deux cotés par X

on obtient que 1-x =0, i.e x = 0.
m

Proposition XVIIIL.2. Soit £ un K-e.v et soit z € E. Alors (—1) -z = —u.

8 ATTENTION : "—gz" représente ici l'inverse de x pour "+".

Démonstration. Onal-x+(—1)-z = (14+(—1))-2 =0-2 =0 d’ou le résultat. [

b) Exemples fondamentaux
o K"

L’espace K" est un K—e.v pour ’addition terme a terme et la multiplication par
un scalaire, i.e si (z1,...,2,), (Y1,.--,Yn) € F et A € K on pose :

(T, o)+ A (Y1, Yn) = (1 F A1, -, T+ AYR) -

¥ ATTENTION : le corps de base est évidemment fondamental : R? est un R-e.v
et C = C! un C-e.v et pourtant leurs structures sont différentes. En particulier, on
ne multiplie pas par i dans R?. . .. ..

¢ Fonctions

Soit X un ensemble et E un K-e.v; alors 'ensemble .7 (X, E) = E¥ est un
K-e.v pour les opérations suivantes : si f,g € EX et A\ € K alors

(f+Ag) 2 f(z) + Ag(z) .

En particulier, 'ensemble EY des suites & valeurs dans E est un K-e.v.

¢ Produits

Soient F1, ..., E, des K—e.v; alors le produit E; x E,, est un K—e.v pour I'addition
terme a terme et la multiplication scalaire. On retrouve la structure vue sur K"
comme cas particulier.

¢ Matrices

Pour n,p € N*, 'espace #,,,(K) des matrices a n lignes et p colonnes est K-e.v
pour les opérations linéaires décrites dans le chapitre XII, a savoir : :

cpge.webgirand.eu 284



MPSI Corot CHAPITRE XVIII. ESPACES VECTORIELS

— la somme de deux matrices M = (m;;);; et N = (n;;);; de A, ,(K) est
définie comme étant la matrice M + N = (a; ;);; telle que :

V(i,j) € [L,n] x [L,p], ai; =m;; +nij.

Ceci définit une loi de composition interne commutative sur .2, ,,(K) ;
— st M = (myj)ij € Mpp(K) et A € K, on définit la matrice AM = (a;;);; via

V(i,j) € [Ln] x [Lpl, aij=Ami;.

c) Combinaisons linéaires

Définition XVIII.2. Soit £ un K—e.v; on appelle combinaison linéaire sur F
toute expression de la forme

2N

i=1

avec les \; € K (appelés coefficients) et les z; € E.

> Exemple XVIII.2.
— Dans K?, tout élément est combinaison linéaire de (0, 1) et (1,0).
— Dans K3, posons e; = (1,2,1), eo = (2,—1,0) et e3 = (3,1,1). Alors,
(r,y,2z) € K3 est combinaison linéaire de e, e; et ez si et seulement si il
existe A\, p et v tels que :

ey + peg + ves = (z,y, 2)

1.e
A2u+3v = =
2N—p+v =
Atv = z

<

Ce concept de combinaisons linéaires (finies) peut se reformuler pour accepter
des familles de vecteurs potentiellement infinies & condition que seul un nombre fini
de coefficients soient non nuls. Nous avons vu un procédé similaire lors de 1’étude
des polynomes au chapitre XIV.

Définition XVIII.3. Une famille ()\;);c; de scalaires sera dite presque nulle (ou
a support fini) si il existe J C I fini tel que :

Viel\J \=0.
Dans ce cas, l'ensemble (fini)
supp((Ai)ier) = {i € I'| A # 0}

est appelé support de la famille (\;);e;.
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Dans le cas ot (x;);cr est une famille de vecteurs et (\;);c;r une famille presque
nulle de scalaires de support J, on pourra noter :

el ieJ
——

somme finie

et on parlera de "combinaison linéaire des z;".

¥ ATTENTION : une combinaison linéaire est donc TOUJOURS une somme finie.

> Exemple XVIIL.3. Tout polyndme est combinaison linéaire de la famille
(X n)nEN~

2.7 Applications linéaires

a) C’est quoi?

Définition XVIII.4. Soient E et F' deux K-e.v; une application f : E — F est
dite linéaire si :

— Vz,y €L, flx+y) = flz)+ fy);

— Ve e E, VA e K, f(Ax) = Af(x).

& Remarque XVIII.2.

— Une telle application est donc un morphisme de groupes de (E, +) vers (F, +)
ce qui entraine que f(0g) = Op. Il est donc inutile de démontrer cette
propriété lors de I’étude.

— Pour tout K—e.v E, les applications x — Az (pour A € K) sont des applica-
tions linéaires de E dans E, appelée homothéties. Si A = 1 (resp. A = 0)
on parle d’application identité (resp. d’application nulle).

> Exemple XVIII.4. Les applications suivantes sont linéaires :

f:K? — K2
(z,y) = (z—y,x+y)

g:K* —K
(z,y) = x—1dy

h:KY — KN
w > (3, — Uy :

d : K[X] — K[X]
P P ;

cpge.webgirand.eu 286



MPSI Corot CHAPITRE XVIII. ESPACES VECTORIELS

— pour A € K| et £ un K—e.v I’homothétie de rapport A sur E :

h)\ZE—>E
T Ax ;

— si a € K, I’évaluation en a :
eval, : K[X] — K
P+ P(a) ;

— si E est 'ensemble des suites convergentes de KN (vérifier qu'il s’agit bien
d'un K-e.v.) :

lim: F — K

u — limu, ;

— si [ est un intervalle de R, les espaces €' (I,K) sont des K—e.v et, pour tout
a€l,

I:6Y(1,K) — ¢°(1,K)

fe <x|—>/:f(t)dt>

& Remarque XVIIIL.3. Une application linéaire conserve les combinaisons li-
néaires : ceci est fondamental. Si f est linéaire, (\;);e; est une famille presque
nulle de scalaires et (x;);er une famille de vecteurs, alors :

f (Z /\ifEi) = Nif(a).

el i€l

est linéaire.

Notation.

— L’ensemble des applications linéaires de E vers F est not¢ Z(E, F).

— Les applications linéaires de E dans E sont appelées endomorphismes ; leur
ensemble est noté¢ Z(E).

— Les applications linéaires bijectives de E dans F' sont appelées isomor-
phismes; leur ensemble est noté GL(E, F).

— Les applications linéaires bijectives de E dans E sont appelées automor-
phismes; leur ensemble est noté GL(E) et appelé groupe linéaire de E.

— Les applications linéaires de F dans K sont appelées formes linéaires ; leur
ensemble est noté E* et appelé dual de E.

¢ Endomorphismes du plan

Posons e; = (1,0), e; = (0,1) € K2. Alors, tout élément u = (x,y) € K? s’écrit
de fagon unique comme combinaison linéaire de e; et e, en 'occurrence :

U = xe; + yey.
Soit & présent f € £ (K?). Alors, pour tout u = (z,y) € K2, on a :

f(u) = f(zer +yez) = xf(er) +yf(ez)
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et donc l'application f est totalement déterminée par la donnée de f(e;) et f(eg).
Plus précisément, si on pose (a,c) = f(e1) et (b,d) = f(e2) on a :

flu) = (ax 4+ by, cx + dy) .

Réciproquement, les applications définies par ce type de formule sont bien des en-
domorphismes de K2, ergo :

ZL(K?) = {(z,y) — (ax + by, cx + dy) |a,b,c,d € K} .

Ceci étant fait, intéressons nous au cas des automorphismes : si f € Z(K?) et
que u, v’ € K? vérifient f(u) = f(u'), on a :

flu—u)=f(u) = f(u)=0
et donc, on en déduit aisément que f est injective si et seulement si :
{ue K*| f(u) =0} = {0} .

Si f est donnée par le mécanisme f : (z,y) — (ax + by, cx + dy) avec a,b,c,d € K,
alors :

- , B ar+by = 0
Vu—(%y)GKvﬂ“)_O@{chrdy =0
- (ad —bc)r = 0
(ad—bc)y = 0O

via les opérations élémentaires Ly < dLi; —bLs et Ly < alLo—cL;. Ce systéme n’ad-
met de solution non nulle que si ad — bc # 0, ce qui nous livre une CNS d’injectivité
pour les endomorphismes de K2. On peut adapter ce raisonnement pour démontrer
que la méme condition nous livre la surjectivité, ce qui entraine que :

GL(K?) = {(z,y) — (ax + by, cx + dy) | a,b,c,d € K, ad — bc # 0} .

b) Opérations sur les applications linéaires

Proposition XVIIL.3. Soient F et F' deux K—e.v; alors Z(E, F) est un K—e.v.

Démonstration. C’est essentiellement immeédiat une fois les opérations posées : il
s’agit de celles déja définies sur les ensembles de fonctions. O

& Remarque XVIIL.4. Z(E,F) C F¥ : il s’agit donc d'un K—e.v inclus dans un
autre K—e.v; de 1 a parler de "sous-K-e.v ". ..

Proposition XVIII.4. Soient E,F,G des K—e.v et soient f € Z(E,F) et
g€ Z(F,G). Alors :

() gofe Z(E,G);
(i) si f € GL(E, F), alors sa réciproque est linéaire.
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Démonstration. (i) Trivial.

(ii) Soient XY € F'; alors, comme f est bijective, il existe un unique couple
(z,y) € E* tel que f(z) = X et f(y) =Y. Ainsi, pour tout A € K :

FHX +AY) = fH(f(2) + A f(y)
= f' o f(x + A\y) par linéarité de f
=x+ \y
= fTHX) +ATHY).
]

& Remarque XVIIIL.5. La composition des applications linéaires est bilinéaire,
.e si f,g,h sont des applications linéaires et A € K on a, sous réserve de la légalité
des composées infra :

folg+Ah)=fog+A(foh) et (f+Ag)oh=foh+A(fog).

Corollaire XVIII.4.a. Soit £ un K-e.v. Alors (Z(F), +,0) est un anneau.

& Remarque XVIIL.6. Cet anneau est non commutatif dés que dim(E) > 2
(cf. chapitre XIX). On peut par exemple remarquer que f : (z,y) — (0,y) et
g: (x,y) — (x+y,y) ne commutent pas car go f(0,1) = (1,1) et fog(0,1) = (0,1).
Il est est également non intégre (méme nonobstant la commutativité) et contient
des éléments nilpotents ( (x,y) — (0, x) par exemple).

Corollaire XVIIIL.4.b. Soit F un K-e.v. Alors (GL(FE), o) est un groupe.

8 ATTENTION : GL(E) n'est PAS un K-e.v : si f € GL(E), f — f ¢ GL(E) (si
E #{0})...

& Remarque XVIIIL.7. Ces résultats justifient le fait que nous noterons souvent,
J
pour k € N* et u € Z(F), u* la composée uo...ou, avec la convention que
——

k fois
u® = idg. Dans le cas ot u € GL(E), on définira de fagon analogue u*, avec k < 0,

comme une composée de u~!. On notera aussi parfois, lorsque u,v € Z(E), uv la
composée u o v.

k

3.7 Sous—espaces vectoriels

a) Quoi?

Définition XVIIL.5. Soit (£, +,-) un K-e.v et soit ' C E. On dit que F' est un
sous—espace vectoriel (s—e.v) de F si (F,+,-) est un K—e.v.
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i Exemple XVIIL5.
— {Og} est un s—e.v de E pour tout K-e.v E;
— de méme, tout K—e.v est un s—e.v de lui-méme;
— si F et F sont deux K—e.v , Z(E,F) est un s—e.v de F¥;
— pour tout n > 0, K, [X] est un s—e.v de K[X];
— T’ensemble des suites convergentes sur K est un s—e.v de KV;
— %°(R) est un s—e.v de RE;
— %' (R) est un s—e.v de €°(R) et donc de R¥.

Nous disposons, comme pour les sous—groupes/anneaux, d’une caractérisation
des s—e.v qui nous sera précieuse en pratique. En 'occurrence, F' est un s—e.v de F
si et seulement si :

(i) F CE;
(i) 0 € F;
(i) Ve,y e F,YAe K, z+ A y € F.

Vocabulaire. Si F' est un s—e.v de E, il est dit strict si {0} & F & E, et trivial
sinon.

b) Exemples fondamentaux
¢ Objets "géométriques"

On fixe dans cette partie un K—e.v E. On appelle droite engendrée par un
vecteur v € F 'ensemble :

9, = {\w|reK}.

Dans R? et R3, on retrouve la notion de droite (vectorielle) vue dans les classes
antérieures, ce qui est plutdot rassurant.
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De la méme fagon, étant donné deux vecteurs u,v € E tels que u ¢ 2, (on parle
de vecteurs non colinéaires), on peut définir le plan engendré par u et v comme

I’ensemble :
Py ={ M+ pv| X\ peK}.

Il s’agit donc de I’ensemble des combinaisons linéaires de u et v ; ceci coincide éga-
lement avec la notion de plan vectoriel dans R? et R? avec laquelle nous nous per-
mettons d’espérer que le lecteur soit familier. Dans le cas contraire, nous incluons
un "joli" dessin.

# Exercice XVIIL1. Démontrer ("a la main") que le plan vectoriel d’équation
x+ 2y — 32 =0 est un s—e.v de R3.

> Fxemple XVIIL.6. Pour tout € R et tout § € R, on a
cos(z + 0) = cos(x) cos(#) — sin(z) sin(6)

et donc = +— cos(x + ) appartient au plan engendré par cos et sin.

Proposition XVIIIL.5. Droites et plans sont des s—e.v des espaces concernés. I

Démonstration. Trivial via la caractérisation. O

o Image, image réciproque, noyau

Le paragraphe qui suit devra logiquement apparaitre au lecteur attentif comme
réminiscent du chapitre VIII. Ceci n’est pas fortuit.

Proposition XVIII.6. Soient F, F' deux K—e.v, E’ (resp. F’) un s—e.v de F (resp.
F)et fe Z(E,F). Alors :

(i) f(E') est un s—e.v de F;
(i) f~'(F") est un s—e.v de F.

Démonstration.

(i) Il est clair que f(E') C F'; de plus 0 € E' (car E' est un s—e.v de E) ce qui
entraine que 0 = f(0) € f(E’). Soient ensuite X,Y € f(E') et A\ € K; alors il
existe z,y € E’ tels que X = f(z) et Y = f(y) donc :

X+ = f(x)+ Mf(y)
= flxz+Xy) € f(E).
~——

er’

(i) Onsait que f~1(F’) C E;deplus0 € F’ ce qui entraine que 0 = f~1(0) € f~1(F").
Soient ensuite x,y € f~1(F') et A € K; alors :

fle+Xxy) = f(x) + Af(y) € F
et donc z + \y € f~H(F").
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]

Proposition/définition XVIIIL.6. Soient E, F' deux K-e.v et soit f € Z(E, F).
On appelle :
— noyau de f ’ensemble

Ker(f) = {x € E[f(z) =0} ;

— image de f '’ensemble

Im(f) = {f(z)|z € E}.

Ces deux ensembles sont de plus des s—e.v de E et F' respectivement.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que Ker(f) = f~1({0}) et Im(f) = f(E). O

i Exemple XVIIL.7.

— Pour tout a € K, le noyau de I'application eval, € K[X]|* est ’ensemble des
polynémes admettant a comme racine, i.e (X — a)K[X]. Son image est K
tout entier car, pour tout z € K, z = eval,(x).

— Le noyau de I'application d € Z(¢"'(R),¢°(R)) définie par d : f +— f est
I’ensemble des fonctions constantes. Son image est I’ensemble des fonctions
continues : en effet, si f € €°(R), alors

fzd(xH[fﬂﬂ&).

— L’image de la fonction z +— (z,2x) définie de K dans K? est la droite engen-
drée par (1,2). Son noyau est nul.

Proposition XVIIL.7. Soient F, F' deux K—e.v et soit f € Z(F, F). Alors :
(1) f est injective < Ker(f) ={0};
(i) f est surjective < Im(f) = F.

Démonstration. Une application linéaire est un morphisme de groupes, d’ou le ré-
sultat. O

> Exemple XVIII.8. On peut déterminer le noyau de I'application
f:K* = K2
(,y) = (z+y,z—y)

en résolvant le systéme

z+y = 0
z—y = 0

On trouve Ker(f) = {0} : f est injective. Le lecteur intrigué pourra vérifier qu’elle
est méme surjective.
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Proposition XVIIL.8. Soit £ un K-e.v et soit ¢ € FE* non nulle. Alors
Im(p) =K.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si A € K alors, si a € E'\ Ker(y) :

A:¢(£;>'

c) Intersection, sous—espace engendré par une partie

’On fixe dans cette partie un K-e.v F. ‘

Proposition XVIIL.9. Soit (F;);c; une famille (quelconque) de s—e.v de E. Alors :

ﬂ F; est un s—e.v de E.

iel

Démonstration. Immédiat via la caractérisation; on rappelle que x € [ Fj si et
iel
seulement si Vi € I, x € F;. O]

> Exemple XVIII.9.

— L’intersection de deux droites est un s—e.v; c¢’est méme le sous—espace nul.
Dans R?, on peut s’intéresser aux intersections de plans, qui sont des droites.
Dans R*, deux plans peuvent ne s’intersecter qu’en 0, et cela peut causer des
migraines. ;

— l’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne a p équations et ¢
inconnues est un s—e.v de K9, intersection des p s—e.v des solutions de chaque
équation.

¥ ATTENTION : la réunion de deux s—e.v nest a priori PAS un s—e.v : regarder
P., U D, dans K? qui contient e; et ey mais pas (1,1) = e; + es.

Proposition/définition XVIIL.7. Soit A C E. Alors 'intersection de tout les
s—e.v de F contenant A est un s—e.v de F/, appelé espace engendré par A.

Notation. Vect(A); lorsque le corps de base sera une donnée essentielle, on notera
Vectg (A).Si la partie A est décrite comme une famille (z;);e; de vecteurs, on pourra
noter Vect(z;)ier.

Démonstration. 11 s’agit d’une intersection de s—e.v. ]

& Remarque XVIII.8. Le sous—espace engendré par A est donc le plus petit s—
e.v de F contenant A. Cela signifie que tout s—e.v de E contenant A contient
Vect(A).
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> Exemple XVIII.1O0.
— Vect(0) = {0} ;
— si Fest un s—e.v de F, Vect(F) = F';
— sie € E\ {0}, Vect(e) est la droite Z,;

— de méme, si u,v € E sont non colinéaires, Vect(u,v) = Z,,.

Les deux derniers exemples se visualisent plus facilement une fois la proposition
suivante démontrée.

Proposition XVIII.10. Soit A C E. Alors Vect(A) est 'ensemble des combinai-
sons linéaires d’éléments de A.

Démonstration. Posons F 'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A. 11
s’agit naturellement d'un s—e.v de E contenant A et donc, par minimalité, Vect(A) C F.
De plus, tout s—e.v de E contenant A doit contenir F par stabilité, ergo F' C Vect(A).

m

#1 Exercice XVIIL2. Soient u = (1,1) et v = (2,2) deux vecteurs de K2. Déter-
miner l'espace Vect(u,v).

w Correction : u et v sont colinéaires, donc Vect(u,v) = Vect(u) = Z,.

Proposition XVIII.11. Soient A, B C E. Alors :
(i) A C Vect(A) avec égalité si et seulement si A est un s—e.v de E;
(ii) Vect(Vect(A)) = Vect(A);
(iii) (A C B) = (Vect(A) C Vect(B));
)

(iv) Vect(AN B) C Vect(A) N Vect(B).

Démonstration. (i) L’inclusion est immédiate ; le cas d’égalité se traite en remar-
quant que si A est K—e.v, alors il s’agit bien du plus petit s—e.v de FE contenant

A

(ii) Trivial.

(iii) Si A C B, alors tout s—e.v de E contenant B contient A et donc Vect(A), d’ou
le résultat.

(iv) ANB C A et donc Vect(ANB) C Vect(A) par (iii). On proceéde symétriquement
avec B.
]

ect(B) dans le cas

8 ATTENTION : on n'a pas l'égalité Vect(AN B) = Vect(A) N Ve
= {(2,4)} dans R? :

général. Prendre comme contre-exemple A = {(1,2)} et B

a Vect(A) = Vect(B) et Vect(A N B) = Vect(0)) = {0}.

4.7 Familles remarquables de vecteurs

’On fixe dans cette partie un K-e.v F. ‘
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a) Familles libres, familles génératrices, bases

Définition XVIIL.8. Soit .# = (e;);i € I une famille de vecteurs de E. On dit que
F est :
— libre si pour tout élément de E' s’écrivant comme combinaison linéaire des
vecteurs de %, cette écriture est unique;
— génératrice si tout élément de F s’écrit d’au moins une fagon comme com-
binaison linéaire des vecteurs de .7 ;
— une base de F si elle est libre et génératrice.

& Remarque XVIIIL.9. .% est une base si et seulement si tout vecteur de £ s’écrit
d’une unique facon comme combinaison linéaire des e;.

> Exemple XVIII.11.
— La famille vide .# = () est libre.
— Siu € E, alors ((u) est libre) < (u # 0).
— Si u,v € E sont non colinéaires, alors (u,v) est libre.
— Pour tout A C F, (a),ea est génératrice de Vect(A).
— Dans K", la famille (&;)1<i<n, ol

E; = (&‘,j)je[[l,n]] = (O,...,O, 1 ,0,0)

est une base, appelée base canonique de K".

— Par construction, la famille (X"),en est une base de K[X], également appelée
base canonique de cet ensemble.

— Vous l'aurez deviné, K,[X] a aussi une base canonique (pas de jaloux) : la
famille (1, X, X2 ..., X").

— Quid de la décomposition en éléments simples, cher lecteur ?

— Nous verrons dans le chapitre XIX que les matrices élémentaires forment une

base de ., ,(K).

Vocabulaire. Une famille non libre est dite liée. De plus, on parle parfois de vec-
teurs linéairement indépendants lorsque 1’on considére une famille libre. Enfin,
si (e;)ier est une base de E et que x € E s’y décompose comme :

Tr = E €T;€;
iel
alors les z; sont appelés coordonnées de x dans cette base.

& Remarque XVIII.10. Rappelons au passage que la somme supra est en fait
finie.

Proposition XVIIIL.12. Soit .# = (e;);c; une famille de vecteurs de E. Alors :

F est libre
~
pour toute famille (\;);c; presque nulle de scalaires,

i€l
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Démonstration.
(U) Découle de I'unicité de la décomposition de 0 selon .Z.

(ft) Supposons que x € E admette deux décompositions selon .7 : x = ) \e; et
i€l
r =Y pe;. Alors :
il
Ozx—x:Z(Ai—m)ei
icl
et donc, pour tout i € I, \; = p;.
]

Par conséquent, pour démontrer qu'une famille (e;);c; est libre, on proceéde
comme suit :

— on se donne une famille ();); de scalaires presque nulle telle que > A\;e; =0
iel
— on démontrer que Vi € I, \; = 0.

® Exemple X VIII.12. La famille (cos, sin) est libre dans R¥. En effet, si A\, u € R
sont tels que A cos+psin = 0, alors on a :

Vr € R, Acos(z) + psin(z) =0
et donc, en évaluant en 0 (resp. 5) on obtient que A = 0 (resp. p = 0).

& Remarque XVIIIL.11. Il découle de la proposition XVII[.12 qu'une famille
F = (€;)ier de vecteurs de E est liée si et seulement si il existe une famille presque
nulle de scalaires (\;); telle que :

— il existe ig € I tel que \;, # 0;

i€l
Ceci est équivalent au fait que :

Une famille est donc liée si et seulement si 'un de ses vecteurs s’exprime en tant
que combinaison linéaire des autres.

"W Fxemple XVIII.13. La famille ((1,0,0), (0,2,0),(1,1,0)) est liée dans K>.

¥ ATTENTION : ne pas confondre famille liée (non libre) et famille génératrice.

Proposition XVIII.13. Toute famille de polynémes non nuls de degrés deux a
deux distincts est libre.

Démonstration. Si on se donne une telle famille (P;);c; et que 'on suppose qu’il
existe une famille presque nulle (\;);e; de scalaires dont au moins I'un des membres

est non nul et telle que
SR =0

il
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alors, en posant d = max{deg(P;)|A; # 0} on a, par somme de polynémes de degrés

distincts que

iel
ce qui est absurde. O

Vocabulaire. Une telle famille est dite "de degrés échelonnés".

® ATTENTION : la réciproque est FAUSSE : la famille (X2, X2 + 2) est libre sans
étre de degrés échelonnés.

b) Maximalité, minimalité

Proposition XVIII.14.
(i) Toute sous—famille d’une famille libre est libre;

(ii) toute sur-famille d’une famille liée est liée;

(iii) toute sur—famille d’une famille génératrice est génératrice.

Démonstration. Trivial. ]

Proposition XVIII.15. Soit .%# une famille de vecteurs de E. Les trois propriétés
suivantes sont alors équivalentes :

(i) Z est libre et toutes ses sur—familles sont liées;

(ii) .F est génératrice et toutes ses sous—familles ne sont pas génératrices;
(iii) .Z est une base de E.

& Remarque XVIII.12. Ceci signifie que les bases sont exactement les familles
libres maximales et les familles génératrices minimales. Ceci sera trés important
dans le chapitre XIX.

Démonstration.

(i)=(ii) Si Z est libre maximale, alors pour tout e € E, .Z U {e} est lice et
donc e s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs de .# U {e},
i.e des vecteurs de .#. La famille est donc génératrice. Pour montrer que %
est génératrice minimale, il nous suffit de remarquer qu’aucun des vecteurs
de Z ne peut s’exprimer en fonction des autres (par liberté). De fait, aucune
sous—famille de .# ne peut étre génératrice.

(ii)=(iii) Supposons .# génératrice minimale. Alors, si .% était liée, 'un de ses
vecteurs serait combinaison linéaire des autres et donc .%# privée de celui—ci
serait génératrice, ce qui est absurde. .# est donc une base de F.

(iii)=(i) Si .# est une base, elle est libre. De plus, tout vecteur e € E s’exprime
dans .Z (elle est génératrice), donc .FU{e} est lie, ce qui assure la maximalité.

[]
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c) Lien aux applications linéaires

Proposition XVIIL.16. Soit F' un K—e.v et soit f € Z(F, F). Soit .# une famille
de vecteurs de E. Alors :

(i) f(Vect(F)) = Vect(f(F));
(ii) (f injective ) A (F libre) = (f(.#) libre);
(iii) (f surjective ) A (¥ génératrice) = (f(.%) génératrice).

Démonstration. On pose .# = (e;);es. Dans ce cas, on a naturellement f(.%) = (f(e;))ier-
(i) Soit y € F. Alors :

y € f(Vect(F)) < 3 (N\;); € K! presque nulle telle que y = f <Z )\iei>
icl
< 3 ()i € K presque nulle telle que y = Z Aif(e;)
icl
<y € Vect(f(F)) .

(ii) Supposons que .F soit libre et f injective. Si ()\;); est une famille presque nulle
de scalaires telle que Y \;f(e;) = 0 alors

i€l

iel
et donc, par injectivité :

Z )\iei =0.
i€l
De plus, .# est libre, donc on peut conclure que les \; sont tous nuls.
(iii) Supposons # génératrice et f surjective. Alors :
Vect(f(F)) = f(Vect(.F)) par (i)
= f(F) car .F est génératrice
= F car f est surjective
et donc f(.#) est génératrice dans F.
]

& Remarque XVIIIL.13. Cela signifie que si (x;);es est une famille génératrice de
E et que f est une application linéaire, la famille (f(x;));c; engendre Im(f), i.e

Im(f) = Vect(f(:))ier -

Corollaire XVIIL.16.a. Soit % une base de £, F un K-ev et f € Z(E,F).
Alors :

(i) f est injective < f(ZA) est libre;
(ii) f est surjective < f(ZA) est génératrice;
(iii) f est bijective < f(#) est une base.
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Tout ceci nous permet de démontrer ce qui est sans doute le résultat élémentaire
le plus important de la théorie des applications linéaires.

Proposition XVIII.17. Soit F' un K—e.v | soit & = (e;);c; une base de E et
ZF = (fi)ier une famille de vecteurs de F' indexée par le méme ensemble que 4.

Alors :

& Remarque XVIII.14. Une conséquence de ceci est quUNE APPLICATION
LINEAIRE EST TOTALEMENT DETERMINEE PAR LA DONNEE DE L’IMAGE
D’UNE BASE DE SON ENSEMBLE DE DEPART. Ceci est absolument fondamental,
et nous permettra de définir de telles applications uniquement par la donnée de leurs
valeurs sur les vecteurs d’une base.

Démonstration. Soit x € E; alors x se décompose dans la base %, disons par
& =) .. xie;. De fait, si f est application linéaire vérifiant la condition donnée :

fle) =1 (Z $i€i> = Z%f(ez‘) = Z%‘fi

el el i€l

et donc f est entiérement déterminée par la donnée des f;. Réciproquement, le

mécanisme
Z xTi€i Z z; i
iel iel
définit bien une application linéaire (en exercice pour notre lecteur motivé). O
> Exemple XVIII.14.
— L’application linéaire
f: R — R?
(1,0,0) — (1,0)
(0,1,0) — (0,1)
(0,0,1) — (0,2)

est bien définie. Plus précsiément, si (z,y,2) € R3 on a :
f(z,,y,2)) = 2f((1,0,0)) +yf((0,1,0)) + 2£((0,0,1))
=z-(1,0)4+y-(0,1)+ z-(0,2)
= (z,y+22).

Cette application est surjective car I'image de la base canonique de R? par f
est génératrice de R?. Elle n’est pas injective car

Ker(f) = {(0,—-2z,2)|z € R} = Vect((0,-2,1)) .
— L’application linéaire
g:R* — RF
(1,0) — cos
(0,1) — sin

est bien définie et injective car 'image de la base canonique de R? par g est
(cos, sin), qui est libre dans RE.
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5.7 Sous—espaces supplémentaires

’On fixe dans cette partie un K—e.v F. ‘

a) Somme de deux s—e.v

Soient F' et G deux s—e.v de E. Nous avons vu que l'ensemble F'U G n’était pas
en général un s—e.v de F'; cependant I'espace engendré Vect(F U G) en est bien un.
La question a laquelle nous devons répondre a présent est : certes, mais qui est—il 7

Proposition XVIII.18. Soient F' et G deux s—e.v de E. Alors l'espace Vect(FUG)
est égal a

F+G={z+yl|(z,y) € FxG}.

Démonstration. On procéde par double inclusion pour montrer que F+G = Vect(FUG).

(D) Il est clair que FUG C F4+ G car 0 € Fet 0 € G. 1l est de plus aisé
de vérifier que F' + G est un s—e.v de E, ce qui entraine par minimalité que
Vect(FUG) C F+G.

(C) Soit H un s—e.v de E contenant F' U G; alors pour tout (z,y) € F X G,
z,y € FUG C H et donc z+y € H. Ainsi F+G C H et donc F+G C Vect( FUG)

par minimalité.

[]

# Exemple XVIIL.15. Dans K2, Vect((0,1)) + Vect((1,1)) = K2 et

Vect((0,1)) 4+ Vect((0,-1)) = Y01 -

b) Somme directe

Définition XVIIL.9. Soient F,G deux s—e.v de E. On dit que F' et G sont en
somme directe si :

Ve F+G, 3(z,y) e FXG, z=x+y.

Notation. L’ensemble F' + G est alors noté F' @ G.

& Remarque XVIII.15. La nouveauté est ici I'unicité de la décomposition selon
F et G.

Proposition XVIII.19. Soient F' et G deux s—e.v de E. Alors :

F et (G sont en somme directe
<
FNnG={0}.
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Démonstration.

() Siz e FNG, alors x =0+ = x+ 0 et donc, par unicité de la décomposition,
x=0.

(ft) Soit z € F + G que l'on suppose décomposable comme z =z +y et z =2’ + ¢/
avec v,2' € F et y,y € G. Alors v —2' = y —y, ce qui entraine que
Y,y y -y q q

eF el
r—2a',y —ye FNG={0} d’ou le résultat.

i Exemple XVIIIL.16.
— Si u,v € F sont non colinéaires, alors %, et &, sont en somme directe. De
plus, 2, ® D, = Py
— Posons, dans R, F' = Vect(cos) et G = Vect(sin). Alors, si f € FNG, il
existe A, € R tels que f = Acos = psin. De fait, f(0) = A et f(0) =0 donc
A=0ergo f =0. On en déduit que F' et GG sont en somme directe.

Définition XVIIIL.10. Deux s—ev F et G de E sont dit supplémentaires si
E=F®dG.

& Remarque XVIII.16. En pratique, il faut donc démontrer que :
— F et GG sont en somme directe ;
— EC F+dG.

"® Exemple XVIIL.17. On vérifie aisément que K2 = Vect((0,1)) @ Vect((1,0)).
#) Exercice XVIIL3. Soit F lensemble des fonctions impaires de R dans R et
G celui des fonctions paires.

(a) Démontrer que F' et G sont des s—e.v de RE.

(b) Montrer que
Rf=Fad.

w Correction :

(a) Immédiat via la caractérisation des s—e.v.

f(z) + f(==)
2

est impaire. Ainsi, f = h+g € F 4+ G et donc

(b) Commengons par remarquer que si f € R alors g : v est

f(z) = f(=2)
2
RE = F + G. Cette décomposition est souvent utile ; elle est a retenir.

Pour conclure, il suffit de noter que st f € F NG alors pour tout v € R,

f(z) = f(—x) = —f(z) et donc f =0.

paire et h : x +>

& Remarque XVIII.17. Supposons trouvés F et G deux s—e.v supplémentaires
de E. Alors, si 'on dispose d'une base .# de F' et d'une base ¢4 de GG, on démontre
aisément que A = % U ¥ est une base de E. On parle de base adaptée aux
sous—espaces F' et G.
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Proposition XVIII.20. Soient F' et G deux s—e.v supplémentaires de E. Alors,
pour tout couple (u,v) € Z(F) x Z(G), il existe une unique application linéaire
[ e Z(F) telle que fj, =uet fi, =v.

Démonstration. Ceci découle de la remarque supra et de la proposition XVIII.17.
m

c) Projecteurs

Définition XVIIL.11. Un endomorphisme p € Z(F) est appelé un projecteur si

poep=p.

> Exemple XVIII.18.
— idg est un projecteur;
— (z,y) = (,0) est un projecteur sur K?;
— de fagon plus générale, pour tout i € [1,n], I'application

m o K'Y — K"
L1y Tn) — (0,...,0, z; ,0,...,0
(21 ) = ( )

i
est un projecteur.

#1 Exercice XVIIL4. Soit p un projecteur et soit A € K tel qu'il existe 2 € E\ {0}
vérifiant p(z) = Az. Démontrer que A € {0, 1}.

Proposition XVIIIL.21. Soit p € Z(F). Alors :

p est un projecteur
<~
il existe deux s—e.v I’ et G supplémentaires dans F tels que :

(i) Yz € F, p(z) = z;
(ii) Vo € G, p(z) = 0.

Dans ce cas, F' et GG sont de plus uniques.

Vocabulaire. On dit alors que p est le projecteur sur F' parallélement a G.
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Démonstration.
(1) Soit z € E, de décomposition z = z+y € F®G. Alors pop(z) = p(p(z)+p(y)) = p(z) =«
et p(z) = p(x) + p(y) = p(x) = x, donc p est bien un projecteur.

() Supposons que p soit un projecteur et posons
G=Ker(p) et F=ZKer(p—idg)={ze€ FE|px)=uz}.

Il est clair que F' et G vérifient les conditions (i) et (ii) de la proposition. De
plus, si x € FNG alors p(x) =z et p(z) =0, donc F NG = {0} ergo F et G
sont en somme directe. Pour conclure quant au caractére supplémentaire de I
et GG, fixons z € E et notons que :

p(z —p(2)) =p(2) —pop(z) =p(z) —p(z) =0
et donc :
z=z-p(z)+p(z) e FOG.
R oy

Pour démontrer, remarquons que si F' et G sont deux s—e.v de F tels que soit p le
projecteur sur F relativement & G, alors, pour tout z € FE, il existe un unique couple
(x,y) € FxGtel que z=x+y et :

p(2) =0&plr+y)=0
& p(z) +ply) =0
Sr+0=0
S zed.

De plus, po p(z) = z donc pp(z) = p(z + 0) = p(z) = . In fine, on a :
— F =Im(p) = Ker(p — idg) ;
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— G = Ker(p).
[l

& Remarque XVIII.18. On déduit de tout ceci que si p est un projecteur alors
Im(p) = Ker(p — idg). De plus, si p est bijectif alors Ker(p) = {0} et donc p = idg.

#1 Exercice XVIIL5. Soient u = (1,1) et v = (0, 1). Décrire le projecteur sur Z,
parallélement & 2, dans K2

w Correction : Commencons par remarquer que les deux droites en question
sont bien supplémentaires : elles sont clairement en somme directe (leurs vecteurs
directeurs sont non colinéaires) et, pour tout (z,y) € K2 on a :

(T,y) =z u+(y—2)- v,

expression que le lecteur averti pourra retrouver a ['aide d’un systéme linéaire en
cherchant A\, € K tels que (z,y) = Au + pv. De fait, le projecteur p sur 2,
paralléelement a 2, est donné par :

p:(xy)—z-(1,1) = (z,2).

Il "suffit” de conserver la "coordonnée” selon .

P

/

e Py

?(zﬁ

U A V

>

% Exercice XVIIL6. De la méme facon, déterminer le projecteur sur Vect((1,0,0), (0, 1,0))
parallélement a Vect((0,0,1)) dans K3.

d) Symétries

Définition XVIII.12. Une application s € Z(F) est appelée symeétrie si
S§O0S§ = ldE

cpge.webgirand.eu 304



MPSI Corot CHAPITRE XVIII. ESPACES VECTORIELS

& Remarque XVIII.19. Une symétrie est automatiquement un automorphisme.
Il s’agit méme d’une involution.

> Exemple XVIII.19.

— idg est une symétrie;

— x +— —x est une symétrie;

— (x,y) = (y, ) est une symétrie de K?;

— de fagon plus générale, pour tout i, j € [1,n], application

055 K" — K"
(@1, @) = (T1, 0oy T ey Ty e, Ty)
~~ /
i j
est une symétrie.

# Exercice XVIIL.7. Soit s une symétrie et soit A € K tel qu'il existe z € F\ {0}
vérifiant s(z) = Az. Démontrer que A € {—1,1}.

Proposition XVIII.22. Soit s € Z(FE). Alors :

s est une symétrie
<
il existe deux s—e.v F' et G supplémentaires dans F tels que :

(i) Vz € F, s(z) = x;
(i) Vo € G, s(x) = —=.

Dans ce cas, F' et G sont de plus uniques.

Vocabulaire. On parle de symétrie par rapport a F' parallélement a G.

cpge.webgirand.eu 305



MPSI Corot CHAPITRE XVIII. ESPACES VECTORIELS

Démonstration. () Soit z € E, de décomposition z = = +y € F & G. Alors
sos(z) =s(s(x)+s(y)) = s(r —y) = x+y = z donc s est bien une symétrie.

(J) Supposons que s soit une symétrie et posons
G =Ker(s+idg) et F =Ker(p—idg).

Il est clair que F' et G vérifient les conditions (i) et (ii) de la proposition. De
plus, si ¢ € FNG alors s(x) = z et s(x) = —z, donc F NG = {0} ergo F
et GG sont en somme directe. Pour conclure quant au caractére supplémentaire
de F' et G, fixons z € E et notons que :

z4s(z)  z—s(2)

z= 5 + 5 e F+@G.
—_— Y
er e
L’unicité se traite de fagon similaire au cas des projecteurs. O]

> Fxemple XVIII.20. On retrouve dans R?, R? des procédés vus au collége et
au lycée. On peut également chercher a déterminer dans K? la symétrie par rapport
a Vect((1,1)) parallelement a Vect((0,1)); on trouve

s:(zy) = (@y)=2-(1,1) = (y—2)-(0,1) = (z,2z - y) .

e) Hyperplans

Définition XVIII.13. Soit ' un K-e.v et soit H un s—e.v de E. On dit que H est
un hyperplan de F si il existe une forme linéaire non nulle ¢ sur E telle que :

H = Ker(p) .

> FExemple XVIII.21.
— L’ensemble {(z,y,2) € R*|z + y + 22 = 0} est un hyperplan de R3.
— L’ensemble {P € K[X]| P(7) = 0} est un hyperplan de K[X], noyau de eval,.

Proposition XVIII.23. Soit £ un K-e.v et soit H un s—e.v de E. Alors :

H est un hyperplan
<~
Va¢ H H®Y,=F.

Démonstration.

() Soit H un hyperplan; il existe par définition une forme linéaire non nulle ¢ telle
que H = Ker(p). Notons que comme ¢ # 0, il existe a ¢ H et on a alors pour
tout tel vecteur a :

— HN 9, ={0} car Z, est une droite non comprise dans H ;
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— pour tout z € E :
pla)  »(a)
N——
eH
et donc £ = H + 9,.

En conclusion, H et ¥, sont supplémentaires, d’ou le point (i).

(ft) Soit a ¢ H; alors E = H & 9, et donc I'unique application linéaire envoyant
H sur Ok et a sur 1g convient.

]

& Remarque XVIII.20.

— Si H = Ker(p) alors {¢ € E*| H = Ker(¢)} est la droite 2, C E*.

— 11 suffit de l'existence d’un seul vecteur e ¢ H tel que H & 9. = FE pour
que H soit un hyperplan. En effet, dans ce cas pour tout a ¢ H il existe un
unique couple (h,\) € H x K tel que a = h + Ae. De plus, A # 0 car a ¢ H,
ce qui permet d’écrire que :

Soit x € E : alors il existe un unique couple (y, u) € H x K tel que :

x:y—kue:y—%h—kga

€H

et donc B = H+ %,. Or, a ¢ H dont H N 9, = {0} ce qui entraine que
E=H&Y,.
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Chapitre XIX

Dimension finie

’On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C.

1.~ Notion de dimension

a) Espaces de dimension finie

’On fixe dans cette partie un K-e.v F. ‘

Définition XIX.1. Un K-e.v est dit de dimension finie si il admet une famille
génératrice finie.

# Exemple XIX.1. Les espaces K", K,[X] sont de dimension finie pour n > 1.
L’espace K[X] ne l'est par contre pas car l'existence d’une famille génératrice finie
entrainerait une borne sur le degré des polynomes.

Proposition XIX.1. Soit n > 1. Si E admet une famille génératrice de cardinal
n, alors toutes les familles libres de F sont finies de cardinal inférieur ou égal a n.

Pour démontrer cette proposition, nous allons (une fois n’est pas coutume) avoir
recours a un lemme.

Lemme XIX.1. Soit .7 = (¢;)1<i<n €t F' = (€})1<i<ns1 deux familles de vecteurs
de FE vérifiant que :

Vie[l,n+1], €€ Vect(F).

Alors F' est liée.

Démonstration. On démontre par récurrence sur n € N* la propriété suivante : pour
tout n > 1, pour toutes familles .# = (€;)1<i<n €t F' = (€})1<i<nt1 de vecteurs de
E telles que Vi € [1,n + 1], €, € Vect(F), la famille .7’ est lice.
— n=1: trivial.
— Supposons la propriété vraie au rang n > 1 et soit ¥ = (€;)1<i<ni1 €t
F' = (€})1<i<ns+2 deux familles de vecteurs de E telles que Vi € [1,n+2], €} € Vect(.Z).
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Ceci signifie qu’il existe une famille de scalaires a; ; telle que :
Vie [1,n+2], e—ZaUej.

Si tous les a; 41 sont nuls, alors les vecteurs de .%” sont dans l'espace engendré

par (eq,...,€e,) et on peut conclure par hypothése de récurrence. Dans le cas
contraire, on peut supposer (quitte & réordonner les ej) que an42p+1 €St nON
nul.

Posons, pour i € [1,n + 1] :

" / Ain+l

€ =€ — ——€hpo
Ap+42 n+1
et remarquons que :
n+1 n+1
o a; n+1
= ;€5 — an+2vg €j
j=1 an+2 n+1
o a; n+1 a; n+1
= Q; ;€5 + Qi pyr1€nt1 — an+2,j€j ——Qn42,n+1€nt1
j=1 an+2 n+1 an+2 n+1
n
_ Qjn+1
- Qij — ——— ] €
st Ap+2,n+1

€ Vect(eq, ..., e,) .

On peut ensuite conclure par hypothése de récurrence que les e sont liés, et
en déduire que .#' I'est également.
m

Nous sommes grace a ce lemme en mesure de démontrer la proposition supra.

Démonstration. Soit 4 une famille génératrice de E de cardinal n et soit .%# une
famille libre de cet espace. Si .# admettait plus de n éléments, alors elle devrait étre
liée (en application du lemme) car Vect(¥) = E. O

Corollaire XIX.1.a. Toutes les bases d’'un K—e.v de dimension finie sont finies de
méme cardinal.

Démonstration. Soient A et ' deux bases de E. Comme ces deux familles sont
libres, elles sont finies et comme A est libre et %’ génératrice alors card(#) < card(#’).
On conclut en échangeant les roles de & et A'. O

5" Nous savons donc que si il y a existence de bases de E, elles sont de méme
cardinal. Mais existent—elles ?
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b) Théoréme de la base incompléte

Théoréme XIX.2 (Base incompléte).
On suppose que E est de dimension finie. Soit .%# une famille libre de E. Alors il
existe une base de F contenant ..

Démonstration. Fixons & = (e, ..., e,) une famille génératrice finie de £ et posons
Fo = F. On définit ensuite par récurrence une famille %, pour k € [1,n[ par :
— si eg € Vect(F_1) alors on pose Fp = Fp_1;
— sinon, on pose %, = F,_1 U {ex}.
Les familles % sont toutes libres par construction et on a, pour tout k € [1,n] :

Vect(.Zr) D Vect(ey, ... ex).
De fait, la famille .%,, est libre et génératrice : c’est une base de F. O]

& Remarque XIX.1. Ce résultat se généralise en dimension infinie, mais ceci est
bien au dela de notre niveau technique a ce stade.

Corollaire XIX.2.a. Tout K—e.v de dimension finie admet une base.

Démonstration. Appliquer le théoréeme XIX.2 & la famille vide. ]

De facon analogue, on peut démontrer un théoréme "miroir" au théoréme de la
base incompléte, permettant d’amaigrir une famille génératrice.

Théoréme XIX.3 (Base extraite).
On suppose que E est de dimension finie. Soit ¢4 une famille génératrice de E.
Alors il existe une base de E contenue dans ¥.

c) Bilan

Nous venons démontrer que tout espace de dimension finie admettait des bases,
et que ces derniéres étaient toutes de méme cardinal. Ceci nous permet de poser
sereinement la définition infra.

Définition XIX.2. Supposons E de dimension finie. On appelle dimension de F
le cardinal commun a toutes ses bases.

Notation. On notera la dimension de £ dim(F) (ou dimg(F) lorsqu’il sera néces-
saire de préciser le corps de base).

> Exemple XIX.2. Les dimensions qui suivent découlent trivialement des exemples
de bases vues dans le chapitre XVIII :
— dim({0}) = 0 (et il s’agit du seul espace vectoriel de dimension nulle) ;
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— siee E\ {0}, dim(Z,) = 1;
— sl w,v € E sont non colinéaires, dim(Z,,) = 2;
— plus généralement, si .% est une famille finie de E alors :

dim(Vect(#)) < card(.F),

avec égalité si et seulement .# est libre.
— dim(K") =n;
— dim(K,[X]) =n+1;

8 ATTENTION : dimc(C) = 1 mais dimg(C) = 2.

#) Exercice XIX.1. Soit £ un C—e.v. de dimension finie. Démontrer que E est
R—e.v. de dimension finie et que :

Tous les R—e.v. sont—ils des C-e.v.?

> Exemple XIX.3. L’espace des solutions d’une équation différentielle linéaire
homogéne d’ordre 1 (resp. 2) est de dimension 1 (resp. 2). Méditer quant a la
possibilité d’en donner une base (indice : ce n’est pas trés difficile)...Nous verrons
par ailleurs dans le chapitre XXI un résultat plus précis concernant les systémes
linéaires.

#) Exercice XIX.2. Soient a,b € C. Déterminer une base et la dimension de
l'espace E = {u € CN|Vn € N, U9 = atip,1 + bu, }.

& Remarque XIX.2. Si E est un K-e.v de dimension finie de dimension n, on a
donc naturellement que :

— les familles libres de F sont de cardinal inférieur ou égal a n;

— tout famille de cardinal strictement supérieur a n est liée;

— les familles génératrices de E sont de cardinal supérieur ou égal a n ou infinies.

On déduit de cette remarque et de la proposition XVIII.15 sur les familles libres
maximales et génératrices minimales le résultat suivant, qui sauve bien des vies en
pratique.

Proposition XIX.4. On suppose E de dimension finie n € N. Alors, pour toute
famille £ finie de vecteurs de F, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est une base;
(ii) & est libre de cardinal n;

(i) A est génératrice de cardinal n.

W FExemple XIX.4. La famille ((1,0,1),(1,0,0),(0,1,0)) est une base de K car
libre et de cardinal 3.

& Remarque XIX.3. Nous avons vu dans le chapitre XVIII que toute famille de
polynoémes non nuls de degrés distincts est libre dans K[X]. On en déduit que toute
famille de n + 1 polynémes non nuls de degrés échelonnés est une base de K,,[X].
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2.7 Zoologie dimensionnelle

’On fixe dans cette partie un K—e.v de dimension finie £ de dimension n € N.

a) Dimension d’un s—e.v

Proposition XIX.5. Soit F' un s—e.v de E. Alors :

(i) F est de dimension finie;
(i) dim(F) < dim(FE).

Il y a de plus égalité entre E et F' si et seulement si leurs dimensions sont égales.

Démonstration. La démonstration est triviale dans le cas ou F' = {0}. Supposons
donc F # {0}, ce qui entraine de facto que n > 1. Soit z un élément non nul de F';
{z} est une partie libre de F', donc F' contient des parties libres. Toute partie libre
d’éléments de F' étant une partie libre d’éléments de E toutes les parties libres de
F ont au plus n éléments. On considére I'ensemble & des entiers k tels qu’il existe
une partie libre de F' ayant k éléments. Cet ensemble est non vide (1 € &) et est un
sous-ensemble borné de N donc il admet un maximum. Soit p ce maximum et soit
{v1,v9,...,0,} une partie libre de F' ayant p éléments; cette partie libre est donc
une partie libre maximale de F' et donc une base, d’otu le résultat.

De plus, dim(E) = dim(F) si et seulement si F' posséde une base % de cardinal
n. Or, dans ce cas, & est libre dans F et de cardinal n : il s’agit donc d’une base
de E ergo E = Vect(#) = F. O

> Exemple XIX.5. On retrouve le résultat "vu" au lycée concernant les dimen-
sions possibles des sous—espaces vectoriels de R? (0,1,2) et R3 (0,1,2,3).

& Remarque XIX.4. Ceci nous permet de dire que deux sous—espaces F et G de
E sont supplémentaires si et seulement si :

(i) FNG={0};
(ii) dim(F + G) = dim(E).

Définition XIX.3. Si F'est un s—e.v de E de dimension p, on appelle base adaptée
a I toute base (eyq,...,e,) de E telle que (eq, ..., e,) soit une base de F.

®  Exemple XIX.6. ((1,0,1),(0,0,1),(0,1,0)) est une base de R® adaptée a
D1,0,1)-

Vocabulaire.
— Tout sous—espace vectoriel de dimension 1 est appélé droite ;
— tout sous—espace vectoriel de dimension 2 est appélé plan.

& Remarque XIX.5. Les deux premiers points de vocabulaire supra correspondent
aux définitions données pour ces objets dans le chapitre XVIII : un s—e.v de dimen-
sion p de E est en effet un espace vectoriel engendré par une famille libre a p
éléments de E.
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b) Supplémentaires, produits

Proposition XIX.6. Soit F' un s—e.v de E de dimension p. Alors :

(i) F' admet un supplémentaire;

(ii) tous les supplémentaires de F' sont de dimension n — p.

Démonstration.

(i) Soit . une base de F'; alors par théoréme de la base incompléte (XIX.2), il
existe une base & = (e;)ic[1,p] de £ adaptée a F'. Posons alors G = Vect(€py1,...,€p) :
on a alors par définition dim(G) = n — p (la famille engendrant G est libre
dans E) et E=F @& G (car (eq,...,e,) est une base de F.

(ii) Si H est un supplémentaire de F' de base J#, alors F'r U . est de cardinal n
par somme directe (il s’agit d’une base de E adaptée a F' et H). Il est découle
que dim(H) = card(.#) = n — p.

O

> Fxemple XIX.7. Dans R?, les supplémentaires de droites sont des plans. Dans
R2, il s’agit de droites.

Corollaire XIX.6.a. Les hyperplans d'un K—e.v de dimension finie de dimension
n € N* sont exactement ses s—e.v de dimension n — 1.

Démonstration. Ceci découle du fait qu'un hyperplan est supplémentaire & une
droite. O

Corollaire XIX.6.b. Soient F, G deux s—e.v de E en somme directe. Alors :

dim(F & G) = dim(F) + dim(G) .

Démonstration. GG est un supplémentaire de F' dans F' & G. O

& Remarque XIX.6. Pour démontrer que deux s—e.v F' et G de F sont supplé-
mentaires, il suffit donc de vérifier que :

(i) FNG={0};
(i) dim(F) + dim(G) = dim(E).

Proposition XIX.7. Soient E et F deux K-e.v de dimension finie; alors
dim(E x F) = dim(FE) + dim(F).
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Démonstration. 11 suffit de vérifier que si (eq,...,e,) et (e},...,e),) sont des bases
respectives de E et F' alors ((eg,0),...,(ep,0),(0,€}),...,(0,€,)) est une base de
E x F. []

& Remarque XIX.7. Ce résultat se généralise trivialement a un produit cartésien
de n K-e.v de dimension finie pour n > 3.

c) Applications linéaires

Proposition XIX.8. Soient E et F' deux espaces vectoriels et soit f € Z(E, F).
On se donne £’ un s—e.v de £ de dimension finie. Alors :

(i) f(E") est de dimension finie;
(i) dim(f(E")) < dim(E") avec égalité lorsque f est injective.

Démonstration. Fixons une base # de E'. f(E') = Vect(f(%4)), ce qui entraine que
dim(f(E")) est finie; de plus dim(f(E")) = card(f(#)) < cardZ = dim(E’) avec
égalité lorsque f est injective (cf. chapitre XVI). O

> Exemple XIX.8.
— L’image d’une droite par f € Z(R?) est une droite ou un point ;
— il n’existe aucune surjection linéaire de R? vers R* (s’intéresser a la dimension
de I'image pour obtenir une contradiction).

& Remarque XIX.8. D’une facon générale, cette proposition entraine que le pas-
sage "par" une application linéaire ne peut que diminuer la dimension d’un s—e.v,
jamais "'augmenter.

Proposition XIX.9. Deux K—e.v de dimension finie sont isomorphes si et seule-
ment si leurs dimensions sont égales.

Démonstration. Soient F et F' deux K—e.v de dimension finie et soit f € GL(E, F);
alors, dim(F) = dim(f(FE)) car f est injective. Or, f est surjective donc f(E) = F,
d’ou le résultat.

Réciproquement, si F et F' sont deux K-e.v de dimension finie de méme dimen-
sion et de bases respectives A et A’ alors 'unique application linéaire envoyant %
sur A’ est bijective (car elle envoie une base sur une base), d’ou le résultat. ]

Corollaire XIX.9.a. Soit un £ un K—e.v de dimension finie et posons n = dim(F).
Alors E est isomorphe a K”.

Ce résultat n’est pas anodin : il s’agit la d’une classification (& isomorphisme
prés) des K—e.v de dimension finie par leur dimension : deux espaces vectoriels de
méme dimension sont de fait "fortement similaires", et I’espace K™ pourra étre utilisé
comme "prototype" de ces derniers.
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"® Exemple XIX.9. K, [X] est isomorphe 4 K**!. Un isomorphisme explicite peut
méme étre déterminé par la méthode désormais usuelle du "jetons une base sur son
homologue et prions" :

¢ K, [X] — K+t

XF s (5i,k+1)1§i§n .

Proposition XIX.10. Soient E et F' deux K—e.v de dimension finie. Alors :
(i) Z(E, F) est de dimension finie;
(il) dim(Z(E, F)) = dim(E) x dim(F).

Démonstration. Pour reprendre une expression tristement célébre en politique, "il
suffit de" construire une base de Z(E, F'). Le procédé est hélas relativement dou-

loureux.

/

Commengons par fixer Z = (ey,...,¢e,) et B' = (€], ..., ¢€]) des bases respectives

de E et F (et donc p = dim(FE) et n = dim(F’)). Posons, pour (i, 5) € [1,n] x [1,p] :
i - E—F
ex — 0j e,
de fagon a ce que g; ;(e;) = €. Faites moi confiance, et il n’y aura pas de blessés.

Posons .7 = (gi,j)(i,j)e[[l,n]]x[[l,p]] et démontrons que cette famille constitue une base
de Z(E,F).

p
Soit f € L(E,F) et soit x = ) xje; € E. Alors :
j=1

fz)=f (Z%‘%)
= Zl‘jf(@j) .

Pour tout j € [1,p], f(e;) € F : il existe donc une unique famille (a;;)icpi,n de
scalaires telle que :

n
fle)) =) aije;
=1

et donc
P n
fl@)=> x> aije
j=1 =1

p n

§ :E : !
= am-xjei .

j=1 i=1
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Gardons cela en téte le temps de remarquer que, pour (7,7) € [1,n] x [1,p], on

p
9:,i(x) = 91 (Z xk@c)
k=1
p
= Z 1.9i(€x)
k=1

p
2 : /
= a:kéj,kei
k=1

— o
= xj€;

ce qui entraine que :
p n

F@) =YY" aijgi(x)

j=1 i=1
i.e
p n
f = Z Z aingm- € Vect(ﬁ) .
7j=1 i=1

On en déduit que .# est génératrice dans Z(E, F).
Donnons nous ensuite une famille (Ai,j>(i,j)€[[l,n]]><[[l,p}] de scalaires telle que

n p
Z Z )\id‘gm‘ =0.

i=1 j=1

Alors, pour tout k € [1,p], on a:

n p
0= Z Z Aij9ij(er)

i=1 j=1

n p
=D Nijdiue;

n
/
=1

Or, la famille %’ est libre, ce qui entraine que les \; ;, sont tous nuls. On en déduit que
Z est libre et donc une base, ce qui permet de conclure car card(.%) = pxn = dim(E) xdim(F).
[

& Remarque XIX.9. Soit £ un K—e.v de dimension n € N. Alors :
— dim(Z(E) =n?;
— dim(E*) = n et donc E et E* sont isomorphes.

"® Exemple XIX.10. dim(Z(K,[X],K")) = (n + 1)n.
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d) Matrices

Proposition XIX.11. Soient m,n € N*. Alors .4, ,,,(K) est un K—e.v de dimension
finie de dimension nm.

Démonstration. La structure d’espace vectoriel se vérifie dans la douleur. Concer-
nant la dimension, rappelons la définition, pour (7, j) € [1,n] x [1, m], de la matrice
élémentaire :

Eij = (0i105,0) (k0 e[1,n] x[1,m] -

Ceci signifie que tous les coefficients de la matrice E;; sont nuls, a I'exception de
celui situé ligne i, colonne j, qui est égal a 1; e.g pour n = m = 2 nous avons :

10 01
El,l = (0 0) ’ E1,2 = <O O>
0 0 0 0
E271 = (1 O) et EQ’Q = (O 1) .

Cette famille est clairement génératrice : en effet, si A = (a;;)i; € A m(K) on a :
n m
A=Y ai;Ey.
i=1 j=1
De plus, si I'on suppose trouvée une famille (), ;); ; de scalaires telle que
n m
>0 Miibii =0
i=1 j=1

alors cela signifie que la matrice de coeflicients (\; ;)i jyeqnx[1,m] st nulle, i.e que
tous les \; j le sont : la famille F = (E; ;) j)e[1,n]x[1,m] €St donc une base de .4, ,, (K)
ergo dim (A, m(K)) = card(F) = nm. O

& Remarque XIX.10. On peut établir un isomorphisme entre M,m(K) et Z(K™, K")
en envoyant les E; ; sur les g; ; de la proposition XIX.10.

# Exercice XIX.3. Démontrer que les ensembles S, (K) et A, (K) sont des espaces

"("2“) et "(n;l) et que l'on a :

vectoriels de dimensions respectives

My (K) = S (K) @ An(K) .

w Correction : Considérons ['application
¢ Mp(K) — A,(K)
A AT

Il s’agit (proposition XII1.2) d’un endomorphisme de #,(K) vérifiant la relation
P = id s, k) © ¢ est donc une symétrie de #,(K). De fait, par la proposition
XVIIL22, on a :

%n(K) = Ker(gb — id///n(K)) ©® Ker(gb + id(///n(K)) .
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De plus, si M € 4, (K) alors :

M € Ker(¢ —id.g,x) < (¢ —id.g,x)(M) =0
SMT—M=0
& M e S, (K)
et donc Ker(¢p—id 4, k)) = Sn(K). Symétriquement, on vérifie que Ker(¢+id 4, k) = An(K).

Concernant la dimension, il suffit de remarquer que S,(K) est engendré par les

matrices E;; + Ej; pour i < j € [1,n] et que cette famille est libre; de fait
1 —1
dim(5,(K)) = @ et dim(A,(K)) = dim(.#,(K)) — dim(S,(K)) = n(n )

Notons que, si M € #,(K), on a (comme évoqué dans le chapitre XII) :

M4+ MT O M-MT

M
5 T
GSTLF(K) GAK]K)

3.7 Rang

a) C’est quoi?

Définition XIX.4. Soit £ un K-e.v et soit .# une famille de vecteurs de E. On
appelle rang de .# la dimension (éventuellement infinie) de Vect(.#).

Notation. rg(.%)
# Exemple XIX.11. Dans R? 1g((0,1), (0,2)) = 1. Dans K[X], rg(X, X3+ X) = 2.

& Remarque XIX.11. Si .7 est finie, alors rg(F) < card(.%) avec égalité si et
seulement si .# est libre.

Définition XIX.5. Soient F et F deux K-e.v avec E de dimension finie et soit
feZ(E,F). On appelle rang de f la dimension de Im(f).

Notation. rg(f)

¥ Remarque XIX.12. L’introduction simultanée de ces deux notions peut sembler
étonnante et propice a confusion. Rassurons nous toutefois : si % est une base de
E, alors on a, par définition(s) :

rg(f) =rg(f(#)) -
Je suis convaincu que le lecteur est désormais soulagé.

> Exemple XIX.12.
— rg(idp) = dim(E) ;
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— plus généralement, toute bijection est de rang égal a la dimension de son
espace de départ/arrivée;

— si p est le projecteur sur F' parallélement & G (ces espaces étant de dimension
finie), alors rg(p) = dim(Im(p)) = dim(F).

& Remarque XIX.13. f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F'). En effet,
ra(f) = dim(f(E)) ...

Proposition XIX.12. Soient E, F, G trois K—e.v tels que E et F' soient de dimen-
sion finies. Alors, si u € Z(E, F) et v e ZL(F,G) on a :

(i) rg(vou) < min(rg(u),rg(v));
(ii) si u (resp. v) est un isomorphisme, rg(v o u) = rg(v) (resp. rg(v o u) = rg(u)).

Démonstration.
(i) Comme Im(vou) = v(u(E)) et que w(E) C F,onadim(v(u(E)) < dimv(F) = rg(v).
De plus, par image, dimv(u(F)) < dimu(E) = rg(u), d’ou le résultat.
(ii) Si u est bijective, alors u(F) = F et donc rg(v o u) = dimv(F) = rg(v). On
procéde symétriquement dans le cas ol v est bijective.

]

¢ Calcul pratique du rang d’une famille de vecteurs

Soit £ un K-e.v de dimension p € N et soit # = (ey,...,¢e,) une base de £. On
fixe une famille .# = (uy, ..., u,) de vecteurs de E s’écrivant, pour tout j € [1,n] :

p

u =Y aie

i=1
dans la base 4.

Afin d’aider au calcul du rang de .%, nous énongcons les faits suivants, qui seront
démontrés au chapitre XXI : on ne modlﬁe pas le rang de .# si on.

(A) ...on échange la position de deux vecteurs dans la famille (uZ < uj) ;

(B) ...on multiplie un vecteur par un scalaire non nul (u; < Au;);

(C) ...on ajoute a un vecteur une combinaison linéaire des autres (ul —ui Yy, )\juj> .
J#i

# Exemple XIX.13. Pour déterminer le rang de la famille ((1,2,5), (2,1,4), (1, -1, —1))

dans K3, on effectue les opérations élémentaires suivantes : partant de

112] 1
2|11|-1
54| -1

on soustrait a la deuxiéme colonne deux fois la premiére (Cy +— Cy — 2C1) et a la
troisiéme la premiére (C3 <— C5 — C1), obtenant

11010
21 -3|-3
2| —6|—6
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puis on effectue C3 < C3 — (Y

11010
21 =310
51—61]0

ce qui permet de conclure que le rang de notre famille est égal a celui de ((1, 2, 5), (0, —3, —6), (0, 0,0)),
a savoir 2.

b) Théoréme du rang

Proposition XIX.13 (Théoréme "géométrique" du rang). Soient E et F' deux K-
e.vetsoit f € Z(E, F). Alors, pour tout supplémentaire G de Ker(f), 'application

v : G — Im(f)
z— f(z)

est un isomorphisme.

& Remarque XIX.14. Noter que ce résultat est valable en dimension infinie (il
faut toutefois obtenir 'existence d’un supplémentaire de Ker(f), ce qui nécessite
'axiome du choix).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que l'application ¢ est bien définie et
linéaire par construction. De plus :

Ker(p) ={z € G | f(z) =0}
= G N Ker(f)
= {0}
donc ¢ est injective. Enfin, notons que si y € Im(f) alors 3x € E, f(z) = y et,

comme E = Ker(f) @ G il existe un unique couple (u,v) € Ker(f) x G tel que :
y = f(u+v)= f(v) et donc ¢ est surjective. O

Théoréme XIX.14 (Théoréme du rang).
Soient £ et F' deux K-e.v tels que E soit de dimension finie et soit f € Z(E, F).
Alors :

dim(FE) = dim(Ker(f)) + rg(f) .

Démonstration. Soit G un supplémentaire de Ker(f) (il existe sans raler par dimen-
sion finie de E); alors dim(F) = dim(Ker(f)) + dim(G). Or, la proposition XIX.13
entraine que dim(G) = dim(Im(f)) = rg(f), d’ou le résultat. O

¥ ATTENTION : ce théoréme, fort utile au demeurant, ne signifie pas que si
f € Z(F) alors Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires. Prendre par exemple

f: K? — K2
(z,y) = (y,0)
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qui vérifie Ker(f) = Im(f) = {(x,0) |z € K}.

Proposition XIX.15. Soient F et F' deux K—e.v de dimension finie de méme
dimension et soit f € Z(F, F). Alors les trois propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) f est injective;

(ii) f est surjective;

(iii) f est bijective.

Démonstration.
(i)=(ii) Si f est injective alors dim(F) = rg(f) par théoréme du rang (XIX.14) et
comme dim(FE) = dim(F) on a bien f surjective.
(ii)=-(iii) On a dans ce cas dim(Ker(f)) = dim(F) —rg(f) = dim(F') —rg(f) =0,
d’ou f est injective donc bijective.
(iii)=-(i) Trivial.
[

& Remarque XIX.15. Cela signifie qu'un endomorphisme est bijectif si et seule-
ment si il est inversible & gauche ou a droite.

> Exemple XIX.14. Ce résultat facilite considérablement notre travail lorsque
nous souhaitons démontrer le caractére bijectif d’'une application linéaire pour peu
que les étoiles (et les dimensions) soient alignées.

— l'application

fiK3 — Ky[X]
(a,b,c) — aX?+bX + ¢
est bijective : son noyau est aisé¢ a déterminer et dim(K,[X]) = 3 = dim(K?).
— De méme, on montre aisément que ’application
0 Ko[X] — K
P s (P(ao)...., P(ay))

est bijective pour ay, . .., a, € K deux a deux distincts. Le lecteur avisé subira
une impression massive de déja vu.

La formule qui suit est attribuée & Hermann Giinther Grassmann, mathémati-
cien et indianiste (spécialiste des langues et civilisations du sous—continent indien)
allemand (1809—1877).

Proposition XIX.16. Soient F' et G deux s—e.v d'un K—-e.v de dimension finie F.
Alors :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
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Démonstration. 11 suffit de remarquer que 'application
fiFxG—-F+G
(z,y) =z +y
est surjective, de noyau
Ker(f) ={(z,—2)|z € FNG}
isomorphe & F' NG et d’appliquer le théoréme du rang (XIX.14) en se rappelant que
dim(F x G) = dim(F') + dim(G). O
> Exemple XIX.15. Soient & et &’ deux plan de R3. Alors :
dim(Z2 N 2') =dim(Z) + dim(L') —dim(L + &) =4 — dim(L + 2') .

Or dim(Z + #') = 3 si les deux plans ne sont pas confondus et 2 sinon. Ceci
entraine que l'intersection de deux plans non confondus de R? est une droite.

> Exemple XIX.16. Deux droites sont en somme directe si et seulement si elles
engendrent un plan. De méme, un plan et une droite le sont a condition d’engendrer
un espace de dimension 3.

4.7 Formes linéaires et hyperplans

Rappelons avant de débuter ce paragraphe que si E est un K-e.v, son dual E*
est I’ensemble
E* = Z(E,K)
des formes linéaires sur E. Nous avons également vu que si £ est de dimension
finie, alors dim(F) = dim(E*), ce qui entraine que E et E* sont isomorphes.
’On fixe dans ce paragraphe un K—e.v de dimension finie £ de dimension n € N.

a) Formes linéaires coordonnées

Définition XIX.6. Soit % = (€;)icp1,,] une base de E. On appelle formes coor-
données relativement & la base & les formes linéaires suivantes :

e;: F—K
6ji—>5i7j

pour i € [1,n].

& Remarque XIX.16.

— Six=)> me; € E,on a, pour j € [1,n] :
i=1

* *
ei(r) = E ziej(e;) = x; .
=1 S
=i,
Ces formes linéaires peuvent également étre définies, stricto sensu, en dimen-
sion infinie (lorsque I'on dispose d'une base de E).
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— On peut démontrer que la famille des formes linéaires coordonnées a une base
donnée forme une base de E*. Il suffit de montrer que cette famille est libre,
étant donné 1'égalité dim(E) = dim(E™*). Si 'on suppose trouvée une famille

n

(Ai)icp,n) de scalaires telle que ) Aef = 0 alors, pour tout j € [1,n] :
i=1

0=> Xej(e) =\
=1

d’ou le résultat.
— Le résultat précédent peut également étre vu comme un corollaire de la pro-
position XIX.10 (fixer (1) comme base de K).

> Exemple XIX.17.
— Considérons la base ((1,1)(0,1)) de K?; si (z,y) € K? alors

(z,y)=2-(L,1)+(y—=)-(0,1)

ce qui entraine que les formes linéaires coordonnées associées a cette derniére
sont (z,y) — x et (z,y) — y — x.

Soient xg, ..., x, € K deux a deux distincts : on dispose alors de la famille des
polynomes de Lagrange associée a ceux ci, en I'occurrence, pour ¢ € [0,n] :

LZ:HX_%' e K[ X].

gAY

Par existence du polynome interpolateur de Lagrange (cf. chapitre XIV), la
famille (Lo, . .., Ly) est génératrice de K,,[ X] et de cardinal égal & la dimension
de cet espace : il s’agit donc d’une base. Pour déterminer les formes linéaires
coordonnées associées a cette derniére sont, notons que pour tous 7, j € [0, n]
nous devrions avoir :

Li(Lj) = 0;

et donc, si P € K, [X] alors P = > P(z;)L; ce qui entraine que :
=0

Li(P) =) P(xj)Li(L;) = P(x;).
=0
Les L} sont donc les morphismes d’évaluation en les z;.

b) Lien aux hyperplans

Si H est un hyperplan de F, alors H est le noyau d’une forme linéaire non nulle
¢ € E*. Fixons (e;)ic[i,n) une base de E : alors il existe une unique famille (A;)icqi,n]

de scalaires telle que :
o= el
i=1

avec de plus, pour tout j € [1,n] :

)

plej) = Z&- ei(e;) = A
i=1 —
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ce qui permet d’écrire :

n

= Z pleie; .

=1

n
Soit . = ) x;e; € E; alors on a :
i=1

reHe px)=0

Cette derniére égalité est appelée équation cartésienne de I’hyperplan 7.

> Exemple XIX.18. z +y — 32 = 0 est I’équation d'un plan dans R?, noyau de
(x,y,2) = = +y — 3z. Une base en est (par exemple) (1,2,1),(1,—1,0)).

De fait, un hyperplan dans E correspond a l’espace des solutions d’une équation
linéaire a n inconnues. On en déduit que ’ensemble des solutions d'un systéme

linéaire est une intersection d’hyperplans.

Proposition XIX.17. Soient Hy, ..., H,, des hyperplans de E. Alors :

dim (ﬁHZ> >n—m.
i=1

Réciproquement, si F' est un s—e.v de E de dimension n — m, alors il existe m
hyperplans 74, ..., .7, de E tels que :

oA
k=1

Démonstration. Soient @1,...,¢, € E*\ {0} telles que pour tout i € [1,m],
H; = Ker(y). On obtient le premier point en appliquant le théoréme du rang a
I’application

fE—K"
x> (91(2), s om(2))
dont le noyau est égal a 'intersection des H; et qui est surjective. Pour la réciproque,
fixons & = (ey,...,e,) une base de E adaptée a F' et posons, pour k € [1,m] i

comme étant 'unique forme linéaire envoyant e, ., sur 0 est les autres e; sur 1.
11 suffit alors de poser 7 = Ker(py). O

& Remarque XIX.17. Tout ceci généralise les résultats vus en géométrie dans les
classes antérieures sur les équations de droites et plans dans R? et R3.
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Chapitre XX

Intégration

0.7 Continuité uniforme

’On fixe dans ce paragraphe un intervalle I d’intérieur non vide. ‘

Définition XX.1. Une fonction f : I — R est dite uniformément continue (u.c)
si:

Ve>0,30>0,Ve,yel, (v —y| <0)= (|f(x) — f(y)] <e).

> Exemple XX.1. Si a € R*, la fonction = — ax est u.c : il suffit, & ¢ fixé de
£
poser § = —.

|al
& Remarque XX.1. Notons la différence avec la définition de continuité sur I,
qui est (rappelons le) :

Veel,Ve>0,36>0,Vyel, (Jr—y| <) = (flx) - fly)| <e).

Dans le cas de la continuité "simple", § dépend du point z ot ’on étudie la continuité.
Dans le cas uniforme, il est...uniforme relativement a celui—ci.

Proposition XX.1. Toute fonction u.c sur [ est continue sur cet intervalle. I

Démonstration. Découle immédiatement de la remarque supra. ]

¥ ATTENTION : la réciproque est fausse. Pour un contre exemple, considérons la
fonction (continue) x — x? sur Ry et fixons 6 > 0. Comme (22 + §)6 — oo, il

T—00

existe x € R, tel que
(2 +0)6 > 1.

En posant y =z + J on a a la fois |z —y| < ¢ et
|22 —y?| = |2 — 2® — 226 — 8| = (2 +0)6 > 1

ce qui contredit la définition de continuité uniforme pour € = 1.

Proposition XX.2. Toute fonction lipschitzienne est u.c. I
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Démonstration. Soit f une fonction lipschitzienne : il existe donc M € R tel que :
Ve,y € 1, |f(z) = f(y)| < M|z —yl.

. € .
Soit € > 0; alors, en posant § = Wi on a bien

Vo,y el (lr -yl <6) = (If(x) - fy) <e) .
[l

¥ ATTENTION : une fois encore, la réciproque est fumeuse. L’exercice infra fournit
un contre exemple (presque) gratuit.

#) Exercice XX.1. On considére la fonction
T\

1. (a) Démontrer que pour tous x,y € R,

Vo=Vl < Ve —yl.

(b) En déduire que g est u.c. sur R.

2. Démontrer g n’est pas lipschitzienne sur R,. On pourra considérer le taux
d’accroissement de g en 0.

Le point culminant (et pertinent vis a vis du programme) est le résultat suivant,
dont la démonstration est admise. Il est du au mathématicien allemand Eduard
Heine (1821—1881).

Théoréme XX.3 (Heine).
Toute fonction continue sur un segment y est uniformément continue.

#1 Exercice XX.2. La démonstration de ce résultat est tout a fait abordable en
MPSI. Le lecteur curieux pourra s’y essayer via cet exercice. Fixons deux réels a et
b tels que a < b et une fonction continue f : [a,b] — R et procédons par I’absurde
en supposant que f n’est pas u.c. sur [a, b|.

1. Démontrer qu'il existe dans ce cas un réel € > 0 et deux suites (), (Yn)n
d’éléments de [a, b] tels que

vzt (o=l <5 ) A () = Sl > 2),

2. (a) Montrer qu’il existe une fonction strictement croissante ¢ : N — N telle
que (Ty(m))n converge vers un nombre réel /.

(b) Justifier que ¢ € [a, b].
(c) Démontrer que la suite (y,(n))n converge également vers .
(d) Déterminer la limite, quand n tend vers 'infini, de la quantité | f (y,(m)) = f (Zpm))|-

3. Conclure.
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1.7 Intégrale des fonctions en escalier

’On fixe dans ce paragraphe a,b € R tels que a < b. ‘

a) Subdivisions, fonctions en escalier

Définition XX.2. On appelle subdivision du segment [a,b] toute famille
o = (zg,...,x,) de points de celui—ci tels que :

a=xg<T1<...<xp_1<xp=0>.

& Remarque XX.2. Il s’agit donc de "délimiter" n sous—segments au segment
[a, b].

Notation. On notera S(a,b) 'ensemble des subdivisions du segment [a, b].
> Exemple XX.2.

11

— <O, 33 1) est une subdivision relativement aisée a visualiser du segment
[0, 1];

— pour n > 1, on appelle subdivision réguliére du segment [a,b] de rang n

la subdivision ,
opla,b) = (a—l—k: —a) :
n ke[o,n]

Définition XX.3. Soit 0 = (zq,...,z,) € S(a,b). On appelle :
— pas de o la quantité u(o) = max{z;41 —z;|i € [0,n — 1] };
— support de o 'ensemble supp(o) = {z;|i € [0,n]}.

b
® Exemple XX.3. Le pas de 07(a,b) est ¢
n

Définition XX.4. Soient o,0’ € S(a,b). On dit que o est plus fine que o’ si
supp(o’) C supp(o).

Notation. ¢/ < o

& Remarque XX.3. Cela signifie que o contient a minima tous les points de o’.
1
> Fxemple XX.4. <O, 2 1) < 05,(0,1).

& Remarque XX.4. II s’agit d’un ordre non total sur S(a,b).

Proposition XX.4. Soient 0,0’ € S(a,b). Alors il existe une subdivision ¢” telle
que 0 < " et o/ < o”.
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Démonstration. 1l suffit de choisir 0” de fagon a ce que supp(o”) = supp(o)Usupp(c”’).
]

Ces définitions liminaires nous permettent (enfin) de rentrer dans le coeur de
notre sujet a ce stade, en 'occurrence les fonctions en escalier.

Définition XX.5. Une fonction ¢ : [a,b] — R est dite en escalier si il existe une
subdivision o = (xy,...,z,) € S(a,b) telle que :

Vi € [0,n — 1], la fonction ¢hz-,z-+1[ est constante.

Notation. On notera &(a,b) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

Vocabulaire. Une subdivision vérifiant les conditions de la définition XX.5 est dite
adaptée a la fonction ¢. Notons que si o est adaptée, alors toute subdivision ¢’
plus fine que o l'est également.

§ C o—
( ¢ L
[/} (
[
D_/____,/{, ¢
(¢ (
\
9—/“"_@
¢
C
C 5
b . ,_.,e———>
9

W Exemple XX.5. La fonction partie entiére est en escalier sur [—5,12] (par
exemple), relativement & toute subdivision dont le support contient Z.

& Remarque XX.5.
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— (&(a,b),+,.) (resp. (&(a,b),+, %)) est un s—e.v (resp. un sous—anneau) de
RI* . Lorsque ces deux structures sont présentes, on parle de sous—algébre.
— Le seuls fonctions en escalier continues sont constantes.

b) Intégrale d’une fonction en escalier

Proposition/définition XX.6. Soit ¢ € &(a,b) et soit 0 € S(a, b) une subdivision
adaptée a ¢. Pour i € [0,n — 1], on note y; la valeur de la fonction (constante)
q5|]1,714+1[. Alors la quantité

n—1
Z yi(f’?iﬂ - Iz)
i=0

ne dépend pas de o et est appelée intégrale de ¢ sur le segment |a, b].

Démonstration. 11 est clair que cette quantité est inchangée si l'on passe a une
subdivision plus fine que . Si ¢’ est une autre subdivision adaptée & ¢ qui n’est pas
plus fine que o, on utilise la proposition XX.4 pour régler la question. O]

Notation. Les seules notations tolérées par le programme de MPSI sont :

[ [oe [owa

Géomeétriquement, 'intégrale d’une fonction en escalier correspond a aire (al-
gébrique) délimitée par la courbe de f (ignorant les discontinuités) et 'axe des
abscisses.
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> Exemple XX.6.

6

7
/ lo)de =) i(li+1—i)=-1+0+1+2+3+4+5+6=20.
-1 i=—1

Proposition XX.5. Soient ¢, 9 € &(a,b) et soit A € R. Alors :
(i)
/ O+ \p = o+ A (I [linéarité]
(a,b] [a,b]

[a,b]

(0 <o) = < /[a b]¢< /a - ) : [croissance]

gb' . [inégalité triangulaire]
[a b]

[a,b]

Démonstration.

(i) Trivial, quitte & utiliser la proposition XX.4 pour matérialiser une subdivision
adaptée a ¢ et 1.
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b
(ii) Par définition de l'intégrale, on a que si ¢ — 1 < 0 alors / ¢ —1 <0. On
conclut par linéarité. ‘

(iii) On sait que ¢ < |¢] et —¢ < |@p|. De fait, par croissance et linéarité :

[o< [ a ~[o=[cos<[

d’out le résultat.

O

La proposition suivante est souvent appelée "formule de Chasles", de part sa
similarité avec la relation vectorielle éponyme. Elle n’a cependant rien a voir avec
Michel Chasles, mathématicien francais (1793—1880) connu pour ses travaux en
géométrie projective et analyse harmonique.

Proposition XX.6 ("Chasles"). Soit ¢ € [a, b] et soit ¢ € &(a,b). Alors :
b c b
Jo=) o)

Démonstration. 11 suffit de fixer une subdivision adaptée a [a, c] et [c, b]. O

& Remarque XX.6. Il est possible d’assouplir quelque peu notre notation en

posant (rappelons que a < b) :
a b
foe ]
b a

Les propriétés vues précédemment, formule de "Chasles" comprise, se généralisent
sans guére de soucis a la condition de prendre garde au sens des inégalités :
I'intégrale "a I'envers" est décroissante et non croissante. Notons au passage que I'on

obtient : . ) .
[ofofemo

2.7 Intégrale de Riemann

’On fixe dans ce paragraphe a,b € R tels que a < b. ‘

a) Fonctions continues par morceaux

Définition XX.7. Une fonction f : [a,b] — R est dite continue par morceaux
si il existe 0 = (xg,...,2,-1) € S(a,b) telle que :
— Vie[0,,n—1], f € €°(s, xis1]);
— f admet des limites réelles (non nécessairement égales) a gauche et a droite
€Nn T1,...,Tp_-1;
— f admet une limite réelle & gauche en b et a droite en a.
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Vocabulaire. Toute subdivision satisfaisant ces propriétés est dite adaptée a f.

Notation. On note %, ([a, b]) 'ensembles des fonctions continue par morceaux sur
[a, b].
> Exemple XX.7.

— les fonctions continues sont continue par morceaux ;

— les fonctions en escalier sont continue par morceaux ;
— la fonction

£:1-100,100] — R
Tz — |z

B
o‘
o

est continue par morceaux .

— La fonction
) 1 )
. sm(;) siz#0
0 sinon.

n’est pas continue par morceaux sur [0, 1] car elle n’admet pas de limite a
droite en 0.

& Remarque XX.7. %om([a, b]) est une sous—algebre de RI*¥ contenant & (a, b) et
%"([a,0]).

Définition XX.8. Une fonction est dite continue par morceaux sur I si elle I'est
sur tout segment inclus dans /.

> Exemple XX.8. La fonction f supra est en fait continue par morceaux sur R.

Théoréme XX.7 (Densité des fonctions en escalier).
Soit f € @pm([a,b]). Alors, pour tout € > 0 il existe deux fonctions en escalier

o, € &(a,b) telles que :
(i) o< f<9;

(i) 0<v—¢p<e.

Démonstration. Soit € > 0. Commencons par remarquer qu’il nous suffit de définir ¢
et ¢ sur chacun des intervalles de continuité de f : nous pouvons donc légitimement
supposer f continue sur le segment [a,b] et donc, par théoréme de Heine (XX.3)
uniformément continue sur ce dernier. Nous obtenons de fait ’existence de § > 0 tel

que :
Va,y € la,b], (lx —yl <0) = ([f(z) = fy)| <e).

334
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Donnons nous a présent une subdivision ¢ = (zg,...,x,) € S(a,b) telle que
p(o) < § et posons :
¢:la,b) — R
R min f stz € [z, zi0q] avec i € [0,n — 1]
f(b)ysiz="»>
ainsi que :
Y a,b] — R

ooy [ max Juror SL T € [T, wia [ avec i € [0,n — 1]
Fb)siz=b

A

~ (
(

YON

g X

( ¢ ¢

L {
C

/T’ LL >

1 sy

— 0

Notons que ¢ (resp. 1) constitue une approximation de f par défaut (resp. excés)
sur les intervalles [z;, z;11[. On a donc immédiatement que ¢ < f < ¢ sur [a, ] et,
pour tout i € [0,n — 1] et = € [x;, x4 :

¢(x> - ¢(x) = Inax f[nci,ﬂ')i+

par continuité uniforme (|z;11 — x;| < ¢ par construction). L’inégalité étant triviale
en x =>b,on abien 0 < — ¢ < e sur [a,b], d’ou le résultat.

<e

0 IIllIlf[

E TR

[]

b) Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Notation. Soit f € ,m([a,b]). Comme f est bornée sur chacun des ses intervalles
de continuité, elle I'est sur [a, b] ; nous pouvons donc poser :

E(f) = {/[a,bf‘ 6 € &(a,b), ¢§f}
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et
n={ [ [bgb‘gbeé’ab) 621}

Proposition XX.8. Soit f € €pm([a,b]); alors :

(i) E_(f) admet une borne supérieure;

(ii) F.(f) admet une borne inférieure;

(i) sup(E_(/)) = inf(E,(f)).

Démonstration. Les deux ensembles E, (f) et E_(f) sont des parties de R non vides :
en effet, f est bornée donc il existe M € R, tel que Vx € [a,b], |f(z)] < M et donc
E_(f) resp. (E.(f)) contient la fonction z — —M (resp. = +— M).

Soient & présent © € E_(f) et y € E,(f). Alors, il existe ¢,1 € &(a,b) telles
que o < f <, x = / pety= . De fait, par croissance de 'intégrale x <y

[a,0] [a,b]
et donc les bornes voulues existent (tout élément de E_(f) minore E, (f) et tout

élément de Fo (f) majore E_(f)) et sup(E_(f)) < inf(E,(f)).
Pour obtenir 1’égalité, fixons n > 1 et notons que nous avons l’existence, par
théoréeme XX.7, de deux fonctions en escalier ¢, € &(a,b) telles que ¢ < f < 1) et

1
v —o¢ < W On a, par croissance de 'intégrale sur les fonctions en escalier :
n(b—a
b

1 1

0< - < - ==

/¢ / o= | sa

>1nf (E+(f <Sup(E ()

ce qui entraine que :

S|

inf(E,(f)) —sup(E_(f)) <

et donc, en faisant tendre n vers 'infini, on obtient 'inégalité désirée. O]

Définition XX.9. Soit f € Gm([a,b]); la quantité sup(E_(f)) = inf(E,(f)) est
appelée intégrale de f sur le segment [a, b].

Notation. Une nouvelle fois, les seules notations tolérées par le programme de
MPSI sont :
b b
[ o [1a [rwu
[a,b] a a
& Remarque XX.8.

— Notons que si f est en escalier, les bornes de F,(f) et E_(f) sont atteintes :
nos deux définitions d’intégrales coincident bien. Notre psychologue peut
s’autoriser un soupir de soulagement.
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— Une fonction "pas trop mal choisie" dans E_(f) est une fonction en escalier
"aussi proche que possible" de f tout en restant au—dessous du point de vue
des courbes : approcher l'intégrale de f par celle de cette fonction revient
donc a appliquer a f une méthode des rectangles par défaut. Méme chose

avec E(f) et la méthode par exces.

/F

— On appelle valeur moyenne de f la quantité

1 b
= t)dt.
=5 [ 0

1

#1 Exercice XX.3. Déterminer / 2% dz.

0

k
w Correction : Soitn >1; onposea—(—> et
n ke[o,n]
¢:[0,1] — R
AN kok+1
N (E) szxe[a, " [cwecke[[o,n—l]]
lsix=1
ainst que :
Y:[0,1] — R
k+1\> kok+1
s < - ) szme{ﬁ, " {avecke[[(),n—l]]
lsixz=1

syde = LS (§)2 (n- 1é<22n_ )
et /01¢(x)d$:%nl <k—£1>2:(n+1()35122n+1).
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Ceci entraine que

(n—1)2n—1) L. (n+1)2n+1)
6n? S/0 rdrs 6n?

et donc, par théoréme d’encadrement des limites (VII.11) :

1
1

/xzdx:—.
0 3

c) Propriétés de 'intégrale

Dans ce paragraphe, nous étendons a l'intégrale des fonctions continue par mor-
ceaux les propriétés observées dans le cas des fonctions en escalier. Sans surprise,
tout ceci requiert un usage massif du théoréme XX.7.

¢ Linéarité

Proposition XX.9. Soient f,g € Gpm([a,b] et soit A € R. Alors :

/(f(t)+Ag<t))dt:/ f(t)dt+)\/ g(t)dt .

Démonstration. Traitons le cas A > 0. Soit n > 1; alors, par théoréeme XX.7, il

1
existe ¢17¢27¢17¢2 S éa(a‘7b> telles que ¢1 S f S ¢17 ¢2 S g S w27 wl - ¢1 S E et

1
o — g < . De fait, par croissance et linéarité de I'intégrale sur les fonctions en

escalier, on a :

Ag) — A < A — A
/[a’b}(f‘i‘ q9) ( [a,b]f+ /[a’b} 9) < /[a’b](?/fl—i‘ () ( - o1+ /[a,b} ¢2>

=/ <w1—¢1>+A/ (s — 62)
[a,b] [a,b]
< (b— a)g

et, de la méme facon :

\g) — A > Apa) — A
/[(Lb}(f‘i‘ 9) ( [a’b]f+ /[&b} 9> = /[a’b](¢1+ ®2) ( o Py + /[a’b] %)

> (a-b)2

On obtient le résultat voulu en faisant tendre n vers 'infini via le théoréme d’enca-
drement des limites (VIL.11).
O
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¢ Croissance, inégalité triangulaire

Proposition XX.10. Soit f € €,m([a, b]) une fonction a valeurs positives. Alors :

/abf(t)dtzo.

Démonstration. La fonction nulle est une fonction en escalier minorant f : elle ap-
partient donc & E_(f). De fait :

/f(f)dtzsup(E+(f))2/ 0dt=0.
O

® ATTENTION : la réciproque est FAUSSE : l'intégrale de x — x entre —1 et 1 est
positive sans que cette fonction ne le soit.

Corollaire XX.10.a. Soient f,g € %pm([a,b]). Alors :

0= (L= f,0)

Démonstration. Appliquer la proposition supra a g — f. ]

& Remarque XX.9. Cette proposition est apparente graphiquement : I’aire d’une
fonction dont la courbe est située en permanence sous celle d'une autre risque de ne
pas pouvoir excéder celle de son estimée collégue.

Proposition XX.11. Soit f € €pm([a,b]). Alors :
(i) == [f(2)] € Gm([a, b]);
(ii)

x)dx

< [rwar.

Démonstration. Identique a celle de I'inégalité triangulaire pour 'intégrale des fonc-
tions en escalier. Pour le point(i), il suffit de remarquer que tout subdivision adaptée
a f lest aussi & z — | f(x)]. O
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¢ Relation de Chasles

Proposition XX.12 (Chasles). Soit ¢ € [a,b] et soit f : [a,b] — R. Alors :
(1) (f € Gm([a,8])) & (f € Gom([a, N Gpm((c,0])) ;

(ii) dans ce cas,

L%@azlvma+lvm@.

Démonstration. 11 s’agit d’'une abomination calculatoire que nous ferions mieux de
laisser en paix. |

& Remarque XX.10. Il est possible, de la méme facon et avec les mémes limites
que pour les fonctions en escalier, de généraliser I'intégrale ou cas ot a > b.

¢ Nullité

Proposition XX.13 (Nullité de I'intégrale). Soit f : [a,b] — R une fonction conti-

b
nue, positive et telle que / f(t)dt = 0. Alors f est la fonction nulle.

® ATTENTION : : ce théoréme est bien entendu faux si on I'ampute d'une (ou
plusieurs hypothéses) : 'indicatrice de Z sur [0, 1] donne un contre—exemple discon-
tinu, tandis que I'identité est d’intégrale nulle sur [—1, 1] mais non nulle (elle n’est
pas positive sur ce segment).

Démonstration. Supposons f non nulle : alors il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) > 0.
Comme f est continue en ¢, il existe un voisinage V' € ¥(c) tel que f > 0 sur V;

de fait )
/jﬁﬁnz/ £>0
a [a,b]NV

ce qui est absurde. O

# Exercice XX.4. Soit P € R[z] tel que

/OIPQ(t)dtzo.

Montrer que P = 0.

d) Sommes de Riemann

Proposition XX.14. Soit f € Gm([a,b]). Alors :

);jlv@m.

n—1
b—a

n

b—a
n

f(a—l—k’

k=0
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& Remarque XX.11. Ce résultat est en fait une version séquentielle de la méthode
des rectangles, appliquée aux subdivisions réguliéres o7, (a, b).

Plus n sera "grand", plus nos rectangles seront "fins" et donc mieux l'intégrale
sera approchée par la somme apparaissant dans la proposition, appelée somme de
Riemann, du nom du mathématicien allemand Bernhard Riemann (1826—1866),
que ’on ne présente plus.

Démonstration. Nous nous limitons ici au cas ou f est lipschitzienne de

a
rapport M > 0. Soit n > 1 et posons, pour k € [0,n] ay =a+ k ; alors :

b n—1
/f(t)dt—b_a f(a+k;b_a)
a (C——; "

k=0 v
n-l

_ / F(t)dt — (axsr — ax) f (ax)
k=0~ %k
[t ST ag41

- f(t)dt — [ (ax) dt
X o [ o
n—1

k=0
n—1 agi1
< F(t) = f (ax) dt
k=0 /ak '
n—1 agt1
< /() = flar)|
k=0 /ak '

Or, comme f est M-lipschitzienne, on a :

Vk € [0,n — 1], Vt € [ag, ar+1] |f(t) — flar)] < M|t — ay
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ce qui entraine que :

[y

n- Gk+1

Z/ak+l\f(t)—f(ak)\dt§ M|t — ay| dt

0~ %
n—1 agt1

MZ/ It — ay| dt .
k=0 * %

i
o
Q
=
a
Il

(e \E'”‘k\

Ee——

mk bh-« dkfl

Or, l'intégrale de t — |t—ay| entre ay et ax, 1 correspond a l'aire du triangle rectangle
de sommets (ax,0), (ax4+1,0) et (axt1, ags1 — ax). Un calcul d’aire nous livre alors

que :
Ak+1 1/b—a\?
/ It — | dt = < )
ar 2 n
ce qui implique que :

n—1 apt1 n—1 1 b 2
MZ/ It —a|dt = M 5( a)
k=0

K k=0

d’oul le résultat.

> Exemple XX.9.

k=0
— sin >1 alors :
2 2 2
k:on—HC nk:01+(%)
1
1
>/ dt
n—00 01—|—t2
o
4
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3.7 Primitives

’On fixe dans ce paragraphe un intervalle / de R d’intérieur non vide. ‘

On rappelle que si f est une fonction définie sur I, on appelle primitive de f
toute fonction F' dérivable sur I telle que F' = f. Nous reprenons (et démontrons)
dans ce paragraphe plusieurs résultats évoqués au chapitre XIII.

a) Existence

Proposition XX.15. Soit f € €°(I) et soit a € I. Alors la fonction

est I'unique primitive de f telle que F'(a) =

& Remarque XX.12. La fonction F est alors automatiquement de classe €.

Démonstration. La fonction F' est bien définie car f est continue donc continue par
morceaux. De plus si z,y € [ sont tels que x # y alors :

I
:1¥£y([ff@yﬂ+:éaf@yﬂ)

1 X
:x_yé,ﬂoa.

Nous savons en outre que f est continue en y; ceci entraine que :

Ve>0,30>0Vtel(t—y|l<d)=(f(t)—fly)] <e).
De fait, si nous supposons |r —y| < 4, on a :

F(z) — F(y)
T -y

- 0| = |2 /:f(t)dt—f(y)'

r—Y

— xiy/y‘ﬂf(t)dt—miy/:f(y)dt‘
_ |-t /jf(t)—f(y)dt'

r—Yy
1

- d
<1 ), O - Tl
~—
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ou |[xz,y] désigne [y,z| si y < z et [z,y] sinon. De fait, pour tout t € [z,y], on a
~~

~—
|t —y| < ergo:
=W g < L cfp—y ==
z—y |z =yl
et donc
Flz)-Fy) |
p— = W

d’onl la dérivabilité de F' sur [ et le fait que F’ = f.
Pour conclure, remarquons que si G est une primitive de f telle que G(a) = 0
alors ' — G est constante car de dérivée nulle sur un intégrale et donc nulle car

(F — G)(a) = 0. O

Théoréme XX.16 (Théoréme fondamental du calcul intégral).
Soit f € €°([a,b]) et soit F une primitive de f sur [a, b]. Alors :

/ F(#)dt = F(b) — Fla) .

Démonstration. La fonction G : x — F(x) — F(a) est une primitive de f telle que
G(a) = 0 donc, d’aprés la proposition XX.15 on, pour tout = € [a,b] :

Flz) — F(a) / " ryar

d’ou le résultat. ]

& Remarque XX.13. Ce théoréme a plusieurs conséquences fondamentales :
— les primitives de f sont exactement les fonctions de la forme

ml—>/wf(t)dt+0

pour C parcourant R;
— l'intégrale est une fonction continue de ses bornes, i.e pour tout & € R on a :

| e — [T

T—a

— si f est de classe ¢! sur [a,b], on a :

::Abeﬂdt
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b) Retour sur quelques méthodes de calcul intégral

Nous revenons briévement dans ce paragraphe sur des résultats déja démontrés
au chapitre XIII, afin d’offrir a notre estimé lecteur le plaisir de s’immoler les rétines
une fois de plus. Les remerciements sont superflus, je vous assure.

Proposition XX.17 (Intégration par parties). Soient f et g deux fonctions de
classe €' sur I. Alors, pour tous a,b € I :

/ F(®)g(t) dt = [F(Dg ()] — / F()g (1) dt

avec

"® Exemple XX.10. Soit x € [~1,1]; pour déterminer / arcsin(t) dt on applique

0
I'IPP & f : ¢t — t et g = arcsin, toutes deux de classe ¢ sur [0, z]. On obtient :

X X t
arcsin(t) dt = [t aresin(t)]F — —dt
| syt = asesin(ofs - [
= zarcsin(z) — V1 —a2+4+1

t
car t — v/1 — t2? est une primitive de ¢t — ——.
P V1 —t?

Théoréme XX.18 (Changement de variable).
Soit ¢ € €Y(I) et soit f € €°(¢(I)). Alors, pour tous a,b € I on a :

»(b) b
x)dr = o () dt .
[D @) / fop(tyg! (1) dt

Corollaire XX.18.a. Soit fin¢°([—a,a]). Alors :

(i) si f est impaire, on a :

/_Zf(t)dtzo.

/_Zf(t)dt:Q/Oaf(t)dt.

(ii) si f est paire, on a :

Démonstration. On a, par changement de variable u = —t :

/0 = [ pwdu=— [ )

0
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et donc . . .
dt = d dt=0.
[ rwae= [ [ rwa-o

Dans le cas o f est paire, un raisonnement similaire livre :

/_Zf(t)dt:Q/OGf(t)dt.

O

Corollaire XX.18.b. Soit f € ¥°(R) une fonction T-périodique (avec T > 0).
Alors :

Va € R, /Mf(t)dt:/:f(t)dt.

Démonstration. 11 convient dans un premier temps de remarquer que :

Va € R, /Oaf(t) dt — /a+Tf(u) du

par changement de variable u =t 4+ T'. De fait, on a par la formule de "Chasles" :

/OTf(t)dtz/Oaf(t)dt+/anrTf(t)dtJr/:Tf(t)dt

=— ' f(t)dt+/a+Tf(t)dt+/;f(t)dt

a+T

- /GM F(t)dt.

4.7 Formules de Taylor

’On fixe dans ce paragraphe un intervalle I d’intérieur non vide. ‘

Nous avons rencontré par le passé deux formules de Taylor : celle concernant les
polynoémes (proposition XIV.17) et la formule de Taylor—Young (théoréme XVII.9).
Ces deux formules avaient pour point commun ’expression de la valeur d’une fonc-
tion en un point a partir du polynéme de Taylor de f en un point a de son ensemble
de définition, i.e

— f¥(a) 4

et d'un éventuel reste négligeable (voire nul).
Nous donnons dans ce paragraphe une nouvelle formule de Taylor avec une ex-
pression explicite de ce reste, et étudions certaines conséquences d’un tel résultat.
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a) Formule de Taylor avec reste intégral

Proposition XX.19. Soit n € N, a,b € I et f € €™ (I). Alors :

n —a k b _A\n
o= S+ [ e ar,

k!
k=0

Démonstration. On le fait par récurrence (joie!) sur n > 0.
— Le cas n = 0 est trivial étant donné que l'on a :

b
+ / fl(t)dt
d’apreés le théoreme XX.16.
— Si on suppose la propriété vraie au rang n et que f € € *([a, b)) alors on a,
comme f est automatiquement de classe €+ sur ce méme intervalle :

o= S+ [ e ar,

k=0

(b—t)"+!

m sont

par hypothése de récurrence. Les fonctions f+D et u : ¢t — —

de classes € sur I avec

(n+1)b-t)"  (b-1t)"
(n+1)! ~nl

et donc, par intégration par parties (proposition XX.17) :

/ (b—1t)" f(n+1 (1) dt = |:_ (b — t)n+1 f(n+1)(t):| ' _ /b _(I)_—Wf(N-&-?) (t)dt

Vtel, u(t) =

n (n+1>' (n+1)!
. (b_a) n+1 b(b_t)nﬂ n+2
RCESY] - )(H/a S A A
En réinjectant, on obtient
(b—a) B (b—a)"" PO e
f(b):Z ——f®(a) + mf(+)(a)+/amf(+)(t)dt

k=0

_Z f(k (a) + /%f(””)(t)dt

d’ou le resultat.

> Exemple XX.11. Siz € Ret n >0, 0n a :

e’ = Z o exp®(0) + /0 7 exp™(t) dt
k=0

n!

n k T ALY
:Zx—+/ @=0"
k! 0 n!

k=0

I'intégrale pouvant se calculer par IPP (c¢f. chapitre XIII).
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b) Inégalité de Taylor—Lagrange

Proposition XX.20. Soit n € N, a,b € I et f € €"(I). Alors :

avec |b | 4
- max | f D)
(n+1). [a,b}

NI

|[Bn| <

ou [a,b]| désigne le segment [a,b] si a < b et [b,a] sinon.
—~—

Démonstration. D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral (proposition XX.19),

on a :
/b (b;'t) fn+1 ( )dt‘

/

(b—1)"
n!
[a, b]

|Rn| -

f(nJrl)(t)‘ dt

sup | £ dt
[a, b]

b—t

= sup |f n+1)|—|b |”+1
(a,b] (n+1)!
——

d’ott le résultat, la borne supérieure étant un maximum car f+ est continue sur
le segment concerné. O]

& Remarque XX.14.

> Exemple XX.12. En reprenant I'exemple précédent, nous avons, pour tout
neNetreR:

|n+l
e’ — sup exp
Z k! n + 1) [0, 2]
—~—
n+1
et donc on a, comme i > 0, que :
(n+1)! nooo

Z k! n—>oo
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5.7 Bréve extension aux fonctions a valeurs com-
plexes

Sia,b € R sont tels que a < b et f : [a,b] — C est une fonction, on dira que f
est continue par morceaux si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
le sont. De cette fagon, on peut poser :

b b b
/f(t)dt:/ Re(f(t))dt+i/ Im(f(t))dt .

Toutes les propriétés vues dans ce chapitre se généralisent aux intégrales de fonc-
tions continue par morceaux a valeurs complexes sauf la croissance. L’inégalité
triangulaire reste vérifiée, quitte a remplacer la valeur absolue par le module.
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Chapitre XXI

Algeébre linéaire matricielle

’On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C. ‘

1.~ Matrice(s) d’une application linéaire

a) Matrices et vecteurs

Soit ' un K-e.v de dimension finie de dimension n et soit Z = (ey,...,e,) une
base de F. Fixons = € E; alors il existe une unique famille (x1, ..., z,) de scalaires
telle que :

n
T = E €T;€; .
i=1

Dans ces conditions, on appelle matrice de x dans la base % la matrice

T
mat,%(a:) = € %n,l(K> .

T

®  Exemple XXI.1. Dans la base & = ((1,0),(1,1)) de R?, on a, pour tous
z,y€e R

(z,9) = (x—y) (1,0)+y-(1,1)
et donc

mata((o) = (* 1)

Y

& Remarque XXI.1. On peut relier cette définition aux formes linéaires coordon-
nées en remarquant que :

ei(r)
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Proposition XXI.1. Soit £ un K—e.v de dimension finie de dimension n € N et
soit B une base de E. Alors I'application

maty : K — '//n,l(K)
x +— matg(r)

est un isomorphisme.

Démonstration. La linéarité ne présente aucune difficulté. Notons ensuite que :
z € Ker(maty) < Vie [1,n], z; =0
ce qui entraine l'injectivité. On conclut par égalité dimensionnelle. [

On définit de la méme fagon la matrice d’une famille de vecteurs .# = (uq, ..., ug)
dans une base # comme la matrice matgz(.%) € 4, ,(K) dont les colonnes sont les
matrices des u; dans la base £.

> Exemple XXI.2. La matrice dans la base canonique de R?® de la famille
(1,0,1),(0,2,3)) est

1
0
1

w N O

& Remarque XXI.2. On vérifie facilement que maty(A) = I,.

b) Matrices et applications linéaires

Définition XXI.1. Soit E (resp. F)) un K—e.v de dimension finie de dimension m
(resp. n) et soit A (resp. #') une base de E (resp. de F'). Alors, on appelle matrice
d’une application linéaire f € Z(F, F') dans les bases # et %' la matrice

mat@,@/(f) = matgg/(f(%)) € %n,m(K) .

Notation. Si f € Z(F) et que & = %', on notera matg(f).

Concrétement, cela signifie que les colonnes de cette matrice sont les matrices
des images par f des vecteurs de # dans la base #’. Si on pose Z = (e1,...,6e,) et
HB = (e,...,e,), alors le coeflicient en position (i, j) de la matrice maty 4 (f) sera
la coordonnée selon € du vecteur f(e;); i.e en notant m; ; ces coeflicients on aura :

Vje[l,m], f(e;) = Zmi,jeg .
i=1

Ceci signifie que la matrice aura donc globalement la tronche suivante :
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> Exemple XXI.3. On considére 'application suivante :
f:R* > R?
(z,y) = 2z +y,2+y,3y) .

I est clair que f € Z(R?* R3). Posons & = ((1,0),(1,1)) et & = ((1,0,0), (0,1,0),(0,1,1)) :
il s’agit la de bases respectives de R? et R3, avec :

f((1,0)) =(2,1,0) =2-(1,0,0) +1-(0,1,0) +0-(0,1,1)
et
f((1,1)) =(3,2,3) =3-(1,0,0) —1-(0,1,0) +3-(0,1,1) .

De fait, on a :

2 3
mat@7gg/(f) = 1 -1
0 3

& Remarque XXI.3. Si F est un K—e.v de dimension finie de dimension n et que
A est une base de F, alors maty(idg) = I,.

¥ ArTENTION : I’application identité ne donne pas toujours naissance a la matrice
identité ; par exemple, si Z = ((1,0),(1,1)) et &' = ((1,0),(0,1)) on a :

. 11
matg7[@/(ldR2) = <O 1) .

Proposition XXI.2. Soit £ (resp. F') un K-e.v de dimension finie de dimension m
(resp. n) et soit Z = (e1,...,en,) (resp. B' = (€),...,€))) une base de E (resp. de
F). Soit f € Z(E) et soit M = (m;;);; sa matrice dans les bases # et #'. Alors,

six= ) xper € E,ona:
k=1

n
fla) = mijzse;.
i=1
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Proposition XXI.3. Soient F, ' deux K—e.v de dimension finie de dimensions res-
pectives m et n. Soient A et B’ des bases respectives de F et F. Alors I'application

¢ L(E,F) = oK)
f mat,%,,@’<f)

est un isomorphisme.

Démonstration. La linéarité se démontre par un calcul rapide. De plus, cette appli-
cation est bijective car toute application linéaire est totalement déterminée par la
donnée de I'image d’une base de son ensemble de départ. O]

& Remarque XXI.4. Soit A € 4, ,,(K); alors d’aprés la proposition supra, il
existe une unique application f € Z (K™, K") telle que A soit la matrice de f dans
les bases canoniques respectives de K" et K"™. Il nous est donc possible de poser
Ker(A) = Ker(f), Im(A) = Im(f) et rg(A) = rg(f). Ce paradigme est réguliérement
utilisé aux concours pour identifier matrices et applications linéaires : f est alors
appelée application linéaire canoniquement associée a la matrice A.

Dans ces conditions, il est clair que les colonnes de A forment une famille géné-
ratrice de I'image de f et que ses lignes donnent un systéme d’équations du noyau
(se référer a la vision matricielle d'un systéme linéaire vue au chapitre XII.

On notera également que, quitte a identifier les vecteurs a des matrices colonnes,
on a, pour tout xr € K™ :

flx) = Azx.

#1 Exercice XXI.1. Déterminer endomorphisme canoniquement associé a la
matrice

1 0 -1 2

0o 2 2 2
M= 12 3 4|7

-1 -2 -3 0

ainsi que son image et son noyau.

c) Composition et produit

Donnons nous trois K—e.v de dimension finie FE, F' et (G, de dimensions respec-
tives p, ¢ et 7 et munis respectivement de bases & = (e1,...,¢,), B = (€],...,¢€,)
et " = (ef,...,€!). Fixons ensuite u € Z(E,F) et v € Z(F,G) et posons

A = (a;;)i; = matg »(v) ainsi que B = (b;;);; = matg »(u). On a alors, pour
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tout j € [1,p] :

vou(ej) =v (Z b;we;g)

k=1

q
= brjv(el)
k=1

q

"

= E i, E i k€
k=1

=1

= i (i ai,kbk,j> 6;/ .

i=1 \k=1
Ceci signifie que la matrice de v o u dans les bases Z et B” admet pour coefficient
en position (4, j), pour i € [1,7] et j € [1,p] :

q

E a; kb j

k=1

et donc que :
matg&g// (U o u) = AB.

& Remarque XXI.5. Il découle de notre abominable laius calculatoire que le
produit matriciel présente de fortes similitudes avec la composition des applications
linéaires. Plus précisément, et en conservant les notations supra, nous avons :

(1) maty g (vou)=maty g (v) X matyg z(u);
(ii) Vo € E, maty (u(r)) = maty o (u) X matg(x).

Ceci nous permet de retrouver que le produit matriciel est associatif et bilinéaire.
Notons que le résultat du point (i) ne dépend pas du choix de la base #’ et que le
point (ii) sera trés utile pour déterminer ’endomorphisme canoniquement associé a
une matrice.

Proposition XXI.4. Soit n > 0. Alors (.#,,(K),+, X, ) est une algébre. De plus,
pour tout K—e.v de dimension finie £ de dimension n, 'algébre (Z(F),+,o0,-) est
isomorphe (en tant qu’anneau et espace vectoriel) a ., (K).

Démonstration. 11 s’agit d’une synthése des propriétés évoquées précédemment dans
ce chapitre. Notons que le neutre pour le produit matriciel dans ., (K) est la matrice
identité I,,. O

¥ ATTENTION : cette algébre n’est évidemment PAS commutative dés que n > 2 :

o BNE-C
IR
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d) Inversibilité

Proposition XXI.5. Soit A € ., (K) ; alors est inversible pour le produit matriciel
a gauche si et seulement si elle est inversible a droite.

Démonstration. Soit f € Z(K") 'application linéaire canoniquement associée a A.
Alors, A est inversible a gauche si et seulement si il existe une matrice B € .,(K)
telle que BA = I,,. Ceci signifie que si g € Z(K") est application linéaire canoni-
quement associée & B on a go f = idg» : f est donc injective et donc, par égalité
de dimensions, surjective. Il en découle que f o g = idkn, i.e AB = I,, d’ou le
résultat. O

& Remarque XXL.6. Le groupe (GL,(K), x) est isomorphe au groupe (GL(E), o)
via restriction de I'isomorphisme entre .Z(E) et .#,,(K). En particulier, si f € GL(E)
et que A est une base de F on a matyg(f~') = matg(f) !

> Exemple XXI.4. Soient a,b,c,d € R; alors on a vu dans le chapitre XVIII

que l'application linéaire canoniquement associée a A = étant dans GL(E)

b
d
si et seulement si ad — bc # 0. Il en va donc de méme pour l'inversibilité de A.

Proposition XXI.6. Soit A € ., (K). Alors les propositions suivantes sont équi-
valentes :

(i) A est inversible;
(ii) Ker(A) = {0};

(iii) les colonnes de A forment une base de K".

Démonstration. Ceci découle de la proposition XIX.15. O]

& Remarque XXI.7. Ce résultat nous permet de retrouver la proposition XII.6
sur I'inversibilité des matrices triangulaires.

2.7 Changements de base

a) Matrices de passage

’On fixe dans ce paragraphe un K—e.v de dimension finie F de dimension n € N.

Définition XXI.2. Soient #Z et %’ deux bases de E. On appelle matrice de
passage de # a %' la matrice

PZ = mat 4(%') .

¥ Remarque XXI.8. On a donc Rg/ = maty z(idg).
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"® Exemple XXI.5. La matrice de passage de ((1,0),(0,1)) a ((1,0),(1,1)) est

(1)

et celle de ((1,0),(1,1)) a ((1,0),(0,1)) est
1 -1
b )

Proposition XXI.7. Soient £ et B’ deux bases de E'; alors :
(i) P7 € GLa(K);
(i) (PZ)! = P2,

Démonstration. Nous savons que, d’aprés le lien produit—composition vu précédem-
ment :

ng 'PZ = mat g 4 (idp)maty » (1dg)
= maty(idg o idg)
= maty(idg)
=1,

d’ou le résultat. O

L’usage principal a ce stade des matrices de passage sera, pour nous, le chan-
gement de base, i.e le procédé permettant de passer des coordonnées ou de la
matrice d'un vecteur ou d’une application linéaire dans la base %’ a leur homologue
dans A. Ceci générera de nombreux calculs hilarants.

Proposition XXI.8. Soient Z et %’ deux bases de E et soit x € E. Alors :

matz(z) = P2 matg ().

Démonstration. Toujours d’apres les propriétés élémentaires du produit matriciel,
nous avons :

matyg(x) = maty(idg(x))
= matglygg(idE)mat%/(x)
= Pg/mat@/(x)
d’oul le résultat. O

"® Exemple XXI.6. Pour obtenir les coordonnées d’un vecteur (z,y) € R? dans
la base ((1,0), (1, 1)) il nous suffit de calculer

b 600
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Proposition XXI.9. Soient E et F' deux K—e.v de dimension finie ; soient %;, %]
deux bases de E et By, A, deux bases de F. Alors, pour tout f € Z(E,F) on a :

/ B!
maty g (f) = Pgrmats, a,(f) Py, -

Démonstration. Commengons par noter que f =idg o f oidg; ainsi, on a :

matggi7ggé(f) :matgg/hggé <1dF o f o ldE)
= matg, g, (idr)mats, z,(f)matz 2 (idg)

Y 2
= P,%ézmatﬂhﬁz (f)P&?ll

d’ou, pour changer, le résultat. O

& Remarque XXI1.9. Si F = F, B, = %, et B} = X, on a alors, en posant
P=P, .
matgll(f) = Pilmat% (f)P .

#1 Exercice XXI.2. Soit £ un espace vectoriel de dimension 3 et soit f I'endo-
morphisme de E dont la matrice dans une base & = (ey, €9, €3) de E est

15 —-11 5
A= 20 —-15 8
8 =7 6

Montrer que les vecteurs
6’1 = 261 + 362 + es, 6/2 = 361 + 462 + es, eg =e; + 262 + 263
forment une base %’ de E et calculer la matrice de f dans celle—ci.

= Correction : On vérifie rapidement que A’ est libre et de cardinal 3 : il s’agit
bien d’une base. Soit P = Pf;/ ; alors :

2 31
P=13 4 2
11 2
Trouver P~' est relativement rapide et donne :
-6 5 =2
Ptl=(4 -3 1
1 -1 1
Ne reste qu’a calculer
100
B=P'AP=(0 2 0
0 0 3

qui est la matrice de f dans la base SB'.
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b) Rang d’une matrice

Définition XXI.3. Soit A € 4, ,,(K). On appelle rang de A le rang de la famille
de ses vecteurs colonnes.

Notation. rg(A)

& Remarque XXI.10. Il s’agit de facto également du rang de I’application linéaire
canoniquement associée a A. Il en découle qu'une matrice de ., (K) est inversible
si et seulement si son rang est égal a n.

# Exemple XXI.7. rg(I,) = n, rg ((411 2)) =1.

Proposition/définition XXI.4 (Matrice canonique d’une application linéaire).
Soient E et F' deux K—e.v de dimension finie de dimensions respectives m et n. Soit
f e Z(E,F) derang r > 0; alors il existe une base % de E et une base &’ de F
telles que :

matg z (f) = J»

ou J, est la matrice canonique de rang r donnée par :

()

¥ ATTENTION : la matrice J. dépend de n et m ...

Démonstration. D’aprés le théoréme du rang, nous savons que dim(Ker(f)) = m—r;
fixons nous donc un supplémentaire G de ce dernier et une base & = (e1,...,en)
de E adaptée a la décomposition £ = G @ Ker(f). La famille # = (ej,...,e,) est
donc libre et engendre G. De fait, elle n’intersecte pas Ker(f), ce qui entraine que
f(F) est libre car fj, est injective.

La famille f(%#) étant libre dans F', on peut la prolonger en une base de %’ de
F. 1l est alors aisé de vérifier que matg o (f) = J,. O

c) Matrices équivalentes

Définition XXI.5. Deux matrices A, B € 4, ,,(K) sont dites équivalentes si il
existe P € GL,(K) et Q € GL,,(K) tel que :

B=PlAQ.

"® Exemple XXI.8. Soient %, %, deux bases d'un K-e.v de dimension finie E et
By, B, deux bases d'un K—e.v de dimension finie F'. Alors, pour tout f € Z(E, F)
on a :

Bl 2
maty, z,(f) = (Pg?) ' matz, z,(f) Py,
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et donc matg 4 (f) et maty, 4,(f) sont équivalentes.

Proposition XXI.10. L’équivalence des matrices est une relation d’équivalence.

Démonstration. La démonstration de cette propriété fort surprenante est laissée en
exercice au lecteur avide de savoir et d’eau fraiche. O

Proposition XXI.11. Soient A, B € 4, ,,(K). Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) A est équivalente a B;

(ii) A et B sont matrices d'une méme application linéaire ;
(iii) rg(A) =1g(B).

Démonstration.

(i)=-(ii) Soit f l'application canoniquement associée a A et notons # la base cano-
nique de K™ et &’ celle de K™ ; nous avons donc A = matg 4 (f). Comme B est
équivalente a A, il existe P € GL,(K) et Q € GL,,(K) telles que A = P~ BQ.
Or P (resp. Q) peut étre vue comme la matrice de passage P% (resp. PZ),
ou € (resp. Z) est la famille des colonnes de P (resp. @), ces familles étant
des bases de leurs espaces respectives par inversibilité de P et (). Nous avons
donc, in fine :

B = P matyg 4 (f)P5

= mat@fg(f)

d’ou le résultat souhaité.

(ii)=-(iii) Soit f l'application canoniquement associée a A. Alors B est également
matrice de f donc rg(A) = rg(f) = rg(B).

(iii)=-(i) Soit f (resp. g) l'application linéaire canoniquement associée a A (resp.
a B). Comme rg(A) = rg(B), on a rg(f) = rg(g) et donc f et g admettent
pour matrice dans un certain couple de bases (potentiellement différentes pour
I'une et autre) J, avec r = rg(A). De fait, A et B sont équivalentes a Jr. Par
transitivité, A est donc équivalente a B.

O

& Remarque XXI.11. Une conséquence importante de cette proposition est
qu'une matrice est de rang r si et seulement si elle est équivalente a J,.. De plus,
toute matrice inversible est une matrice de passage.

La vision matricielle des opérations élémentaires introduite au chapitre XII nous
permet de plus de démontrer la proposition suivante.
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Proposition XXI.12. Soient A € 4, ,,,(K) la matrice d’une application linéaire
f. Alors :

(i) les opérations élémentaires sur les colonnes de A préservent le rang et I'image
de f;
(i) les opérations élémentaires sur les lignes de A préservent le rang et le noyau

de f.

Démonstration. Ces propriétés découlent du fait que multiplier par une matrice
inversible ne modifie pas le rang et du lien entre produit et composée (pour la partie
"image/noyau"). O

Proposition XXI1.13. Soit M € 4, ,,(K). Alors rg(M ") = rg(M).

Démonstration. Soit r = rg(M) ; alors on sait qu'il existe P € GL,,(K) et Q € GL,,(K)
telles que M = P71J.Q et donc :

M' =P Q)"
=QTJT(P )T
=Q'JI(PT)!

ce qui implique que M T est équivalente & JI (qui est elle méme une "matrice J,")
et donc de rang 7. O

& Remarque XXI.12. Toute matrice est donc équivalente & sa transposée.

d) Matrices extraites

Définition XXI.6. Soit M € 4, ,(K); on appelle matrice extraite toute res-
triction de M & un ensemble de la forme I x J, avec I C [1,n] et J C [1,m] non
vides.

> FExemple XXI.9. Il s’agit en pratique de ne conserver que certaines lignes et
. . . 1 2 1
colonnes de la matrice en question : les matrices <3 4) et ( 4) sont par exemple

1 2 5
extraitesde [ 3 4 2
4 00

& Remarque XXI.13. Dans la définition supra, nous disposons de 2™ — 1 choix
pour [ et 2™ —1 choix pour J : toute matrice de .4, ,,(K) admet donc (2"—1)(2™—1)
matrices extraites.
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Proposition XXI.14. Soit A € 4, ,,(K) une matrice de rang r € N*. Alors :

(i) il existe une matrice extraite de A appartenant & GL,(K);

(ii) toutes les matrices extraites de A sont de rang inférieur ou égal a r.

Démonstration.

(i) Par définition du rang, on peut trouver une famille libre de r vecteurs co-
lonnes de la matrice A, ce qui permet d’extraire de A une matrice A’ de taille
n X r dont les colonnes forment une famille libre de r vecteurs de K". Comme
rg( A’ T) =rg(A’) = r, on peut extraire de A’ r lignes formant une famille libre
de K", d’ou le résultat.

(ii) Immédiat.

3.7  Similitude

a) Trace

Définition XXI.7. Soit A = (a;;)i; € #,(K) une matrice carrée. On appelle
trace de A la quantité :

"W Exemple XXI.10. Tr(I,) = n, Tr ((_112 g)) =4.

Proposition XXI.15. Soient A, B € .#,,(K) et soit A € K. Alors :

(i) Tr(A+ AB) = Tr(A) + \Tr(B) ;
(i) Tr(AT) = Tr(A);
(iii) Tr(AB) = Tr(BA).

Démonstration. Les point (i) et (ii) découlent directement de la définition. Pour le
point (iii), remarquons que si on note a;; (resp. b; ;) les coefficients de A (resp. de
B)ona:
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et
TI(BA) = Z Z b@kakﬂ'
i=1 k=1
=22 awabix
k=1 i=1
= Tr(AB)
ce qui constitue le résultat voulu. O

& Remarque XXI.14. La trace est donc une forme linéaire sur My, (K).

Proposition/définition XXI.8. Soit £ un K-e.v de dimension finie et soit & une
base de E. Alors, si f € Z(F), la quantité Tr(matg(f)) est indépendante du choix
de la base A et est appelée trace de f.

Notation. Tr(f)

Démonstration. Fixons %' une base de E et posons M = matg(f), M' = matz(f)
et P = Pg'. Alors :

Proposition XXI.16. On a les égalités suivantes :

(i) Tr(idg) = dim(FE);
(ii) siu,v € Z(F), Tr(uov) =Tr(vou);
(iii) soit p € Z(FE) un projecteur; alors Tr(p) = rg(p).

Démonstration.

(1) Si A est une base de F matyg(idg) = I,,, d’ou le résultat.
(ii) Passer par les matrices.
(iii) Soit # = (ey,...,e,) une base de E adaptée a la décomposition F = Ker(p)®Im(p).
Alors, si k = dim(Ker(p)) on a :
(i) Vi € [1,k], p(e;) =0;
(i) Vi e [k+ 1,n], p(e;) = e

On a donc :
0| 0
matz(p) = ( 0T, )

ce qui implique que Tr(p) =n — k = rg(p).

#y Exercice XXI.3. Que dire de la trace d’une symétrie ?
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b) Matrices semblables

Définition XXI.9. Soient A, B € .#,(K). On dit que A et B sont semblables si
il existe P € GL,(K) telle que :

B =P 'AP.

& Remarque XXI.15. Deux matrices semblables sont équivalentes. La réciproque
est évidemment fausse.

> Exemple XXI.11. Soient % et %’ deux bases d’'un K—e.v de dimension finie
E et soit f € Z(E). Alors, si on pose P = PZ' on a :

matg;/(f) = Pilmate%(f)P
et donc matg (f) et maty(f) sont semblables. Réciproquement deux matrices sem-

blables sont matrices d’'un méme endomorphisme dans deux bases (et non deux
couples de bases, attention) différents.

Proposition XXI.17. La similitude des matrices est une relation d’équivalence.

Démonstration. Voici un fort bel exercice pour notre lecteur favori. Have fun. [

& Remarque XXI.16. Si A et B sont deux matrices semblables, alors leurs puis-
sances le sont également (& vérifier par récurrence).

Proposition XXI.18. Soient A, B € .#,(K) deux matrices semblables. Alors
Tr(A) = Tr(B).

Vocabulaire. On dit que la trace est un invariant de similitude.

Démonstration. Par similitude, il existe P € GL,(K) telle que B = P7*AP. On a
donc :
Tr(B) = Tr(P*AP)
= Tr(PP'A)
= Tr(A)
youpi. ]

¥ ArTENTION : la réciproque est brutalement fausse : la matrice nulle et la matrice

((1) (1)) ont la méme trace sans étre semblables.
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4.7 Compléments sur les systémes linéaires

a) Sous—espaces affines d’'un K-e.v

L’objet de ce paragraphe est d’introduire, sans excés de technicité, la notion de
sous—espace affine d’'un K-e.v. Nous fixons donc dans celui—ci un K-e.v E.

La structure affine d’un espace vectoriel est, a notre niveau, un paradigme
visant a distinguer au sein de celui—ci deux types d’objets essentiels : les points
et les vecteurs. Nous appuyant sur les connaissances existantes du lecteur, nous
noterons, pour A, B € £

B=A+u

pour signifier que I'objet 4 ainsi (informellement) défini est le vecteur (au sens vu
dans 'enseignement secondaire) AB. Notons que I’ensemble E des vecteurs (affines)
de E peut étre identifié & ...E. Nous conserverons toutefois une notation différente
pour celui—ci, afin de préserver la santé mentale du lecteur.

Définition XXI.10. Soit @ un vecteur (affine) de E. On appelle translation as-
sociée a u 'application
e B —FE
A A+l

"® FExemple XXI.12. Visualiser la translation de vecteur @ = (1,1) dans R2.

Définition XXI.11. Soit F un s—e.v de E et soit A € E. On appelle sous—espace
affine de direction F' passant par A l’ensemble :

A+F={A+i|iecF}.

& Remarque XXI.17. On a donc :

A+ F={rz(A)|ieF}.
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Vocabulaire. Un sous—espace affine dirigé par une droite (resp. un plan, un hyper-
plan) est appelé droite (resp. plan, hyperplan) affine. De fagon générale, on appelle
dimension d’un tel espace la dimension (éventuellement infinie) de sa direction.

> Exemple XXI.13. Les sous—espaces affines de R? et R? ont été étudiés par le
lecteur en terminale.

& Remarque XXI.18. L’intersection de deux sous—espaces affines est soit vide,
soit un sous—espace affine.

Proposition XXI.19. Soit F' un K—e.v, u € Z(FE, F) et soit A € F. Alors l'en-
semble

u ' ({4}) = {z € E|u(x) = A}

est soit vide, soit un sous—espace affine de E' dirigé par Ker(u).

Démonstration. Supposons u~!({A}) non vide et fixons g € u~!({A}). Alors, pour
tout x € E :

reu({A}) e ulx)=A
< u(x) = u(wy)
& o —xp € Ker(u)

d’oul le résultat. O

& Remarque XXI.19. Ceci entraine que si (&) est une équation différentielle
linéaire sur un intervalle I, alors Sols est un sous-espace affine de K/ de direction
Soly (ou () est I'équation homogeéne associée a (&)), passant par une solution
particuliére de (&). La dimension de Sols est de plus égale a I'ordre de 1'équation.
Nous laissons le lecteur énoncer (et vérifier!) un résultat analogue relatif aux suites
récurrentes linéaires.

b) Structure de I’espace des solutions d’un systéme linéaire

Avec le recul dont nous disposons désormais, la résolution d’un systéme linéaire
a p équations et ¢ inconnues peut étre interprétée de quatre facons différentes :

— naivement : on résout un paquet d’équations linéaires simultanément ;

— géométriquement : chaque équation du systéme décrit un hyperplan (éven-
tuellement affine) de K9. Nous recherchons donc une intersection de p tels
objets (voir aussi la proposition XIX.17).

— matriciellement : on résout une équation matricielle & une inconnue, elle aussi
matricielle ;

— s’appuyant sur le point précédent, on peut voir que résoudre un tel sys-
téme s’apparente a résoudre une équation du type f(x) = b avec b € KP et

f € L(K9,KP).

Définition XXI.12. On considére un systéme linéaire AX = B. Alors on appelle
rang du systéme la quantité rg(A).

cpge.webgirand.eu 366



MPSI Corot CHAPITRE XXI. ALGEBRE LINEAIRE MATRICIELLE

& Remarque XXI.20. Si le systéme posséde p équations et ¢ inconnues, alors son
rang est inférieur ou égal & min(p, q).

Proposition XXI.20. On considére un systéme linéaire homogéne a p équations
et ¢ inconnues

(#) AX =0

de rang r. Alors ’espace Sol s des solutions de celui—ci est un s—e.v de K% de dimen-
sion q — 7.

Démonstration. Soit f € Z(K? KP) I'application linéaire canoniquement associée
a A. Alors rg(f) = rg(A) = r et 'ensemble des solutions de () est isomorphe
(via 'application associant & un vecteur sa matrice dans la base canonique de K9)
a Ker(f). Le résultat suit par théoréme du rang (XIX.14). O

& Remarque XXI.21.
— On a naturellement Sol,» = Ker(A).
— Si p < ¢ (moins d’équations que d’inconnues), alors 7 < p < ¢ et donc
dim(Sol,») > 0. Le systéme (.7) admet donc automatiquement une infinité
de solutions non triviales.

Proposition XXI.21. On considére un systéme linéaire a p équations et ¢ incon-
nues

() AX =B
de rang r que 'on suppose compatible. Alors, I’espace Sol » des solutions de (%) est
un un sous—espace affine de dimension ¢—r de K9 dirigé par Sol ;. Plus précisément,
si X € Soly, on a :

SOly‘ = XO + SOl;f .

Démonstration. Ceci découle de la proposition XXI.19 appliquée a I'application ca-
noniquement associée a A. n

& Remarque XXI.22. Le systétme AX = B est compatible si et seulement si
B € Im(A).

c) Systémes de Cramer

Rappelons (cf. chapitre XII) qu’un systéme de Cramer est un systéme linéaire
de la forme AX = B avec A € GL,(K). Reprenant les notations du paragraphe
précédent, nous avons donc p = ¢ = r. Un tel systéme admet toujours une unique

solution, donnée par X = A~'B.
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Proposition XXI.22. Soit A € ., (K). Alors les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(i) Ae GL,(K);
(ii) VB € A, ,(K)
(iii) VB € A#,,1(K), le systéme AX = B admet une unique solution ;
(iv) VB € A#,,1(K)
)

, le systéme AX = B est compatible;

, si le systeme AX = B admet un solution, celle—ci est unique;

(v) Pensemble des solutions du systéme AX = 0 est réduit a {0}.

Démonstration. Soit f 'application canoniquement associée & A ; on peut alors tra-
duire les propriétés énoncées comme suit :

(i) f est bijective;

(ii) f est surjective;

(iii) f est bijective;

(iv) f est injective;

(v) Ker(f) = {0}.
Or, nous avons que ces propriétés sont équivalentes car f est un endomorphisme de
K", d’ou le résultat. O
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Chapitre XXII

Séries numériques

’On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C.

1. Qu’est—ce?

a) Notion de série

Définition XXII.1. Soit u € K. On appelle série de terme général u, la suite

().

Pour N € N fixé, on appelle somme partielle de rang N de la série la quantité

& Remarque XXII.1. La somme partielle de rang N d’une série est donc le
N-ieme terme de la suite sous—jacente a celle—ci.

Notation. On note > u,, la série de terme général u,,. Ceci n’est PAS une somme,
mais une suite de sommes.

& Remarque XXII.2. Il est possible de considérer des séries dont le terme général

n'est défini qu’a partir d'un rang ny € N. On noter alors > u,. Les résultats
(n>no)
énoncés dans ce chapitre se généralisent aisément a ce type de séries.

W Exemple XXII.1. Y cos(n) est une série définie & partir du rang 0; > L est
(n>1)

définie a partir du rang 1.

¢ Exemples fondamentaux

Définition XXII.2. Soit ¢ € C. On appelle série géométrique de raison ¢ la
série Y ™.
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& Remarque XXII.3. 1l est aisé de déterminer les sommes partielles d'une série
géométrique; si N € Net g€ Con a:

N 1_qN+1 )

n — i 1
D 0= l—q 7
n=0 N + 1 sinon.

Définition XXII.3. Soit a € C. On appelle série de Riemann de paramétre
o la série Y =
(n=1)

" Exemple XXII.2. La série de Riemann de paramétre 1 est la série > % On
(n=1)
I’appelle série harmonique.

b) Somme, restes

Définition XXII.4. Une série > u,, est dite convergente si la suite de ses sommes
partielles converge. Dans le cas contraire, on dit que la série est divergente.

Notation. SI la série Y u,, est convergente, on pose :

00 N

U, = lim g Uy, -
Z " N—o0 "
n=0 n=0

Cette quantité, que 'on appelle somme de la série ) u,, n’est toujours pas une
somme : il s’agit de la limite d’une suite de sommes ...

> Exemple XXII.3.
— La série > n diverge; en effet, pour N >0 :

.
2 N—oo

al N(N +1
;n: ( )

— A l'inverse, la série (Z; m converge. En effet, pour N > 1 on a :
n>

N -
Zn(n—i—l)_zﬁ_n—i—l

n=1 n=1
nzln n:1n+1
_i\f:l_N 1l
n:ln n:Qn
1
-1
N+1
— 1
N—oo
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et donc

= 1
2

n=1

Proposition XXII.1. Soit > w, une série convergente. Alors la suite (u,)n
converge vers 0.

Démonstration. 11 suffit de remarque que, si on note (Sy)y la suite des sommes
partielles de ) u,, on a, pour tout N > 1 :

uy = Sy — Sn-1

oo o
—> —_
) DI B
n=0 n=0
=0
d’ou le résultat. ]

¥ ArTENTION : la réciproque est FAUSSE. Pour un contre—exemple, considérer la

série Y v/n+ 1 — +/n : on vérifie (faire un DL) que v/n + 1 — y/n — 0 et pourtant,

pour tout N >0 on a :
N
Z\/n+1—\/_:\/N+1—>oo.
n=0

& Remarque XXII.4. Ce résultat sera toutefois fort utile pour démontrer la
divergence d’une série : si la suite (u,,), ne converge pas vers 0, alors la suite Y  u,
diverge automatiquement : on parle alors de divergence grossiére.

# Exemple XXII.4. Les séries > cos(n) et > n?+ —2- divergent grossiérement.

n+1
#1 Exercice XXII.1. Déterminer pour quelles valeurs de x la série > %
(n=1)
est convergente et établir que dans ce cas :
o0 —1\"g"
ZL =—In(1+x).
n=1 n

w Correction : Pour obtenir la somme, utiliser linégalité de Taylor-Lagrange
(proposition XX.20) en s’inspirant du développement limité de In(1 + x) en 0.

Proposition XXII.2. Soient Y u, et > v, deux séries convergentes et soit
A € K. Alors :

(i) la série Y u, + Av, converge;

(i)

iwﬁ—kvn = iun+)\§:vn.
n=0 n=0 n=0
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Démonstration. Appliquer les opérations sur les limites vues dans le chapitre VII
aux sommes partielles. O

¥ ATTENTION : ce type d’opérations ne saurait étre effectué que lorsque les deux
séries considérées convergent.

Définition XXII.5. Soit ) u,, une série convergente de somme S. Pour N € N,
on appelle reste d’ordre N de la série Y u, la quantité Ry =S — Sy, o Sy est
la somme partielle de rang N de celle—ci.

Notation. Le reste d’ordre N de ) u,, est noté
RN = Z Uy, -
n=N+1
& Remarque XXII.5. Il est aisé de vérifier que, comme » _ u,, converge, Ry T 0.
—00

"® Exemple XXII.5. Soit ¢ € C tel que |g| < 1 et soit N € N. Alors :

> . qN+1
Z q :1—(]'

n=N-+1

c) Lien suite—série

Proposition XXII.3. Soit v € K. Alors :

la suite (u,), converge
A
la série Y un41 — u, est convergente.

Dans ce cas, on a de plus :

o0

g Upt1 — Up = limu,, — ug .
n=0

Démonstration. Soit N € N. Alors :

N N N
E Up+1 — Up = E Un4+1 — § U,
n=0 n=0 n=0

N+1 N
=D U= )
n=1 n=0
= UN+1 — Uo
d’out le résultat. O

Vocabulaire. Les séries du type Y u,1 — u, sont appelées séries télescopiques.
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1

® Exemple XXII.6. Lasérie > In <n + ) diverge. En effet, son terme général
(n>1) "

est égal, pour n > 1, a In(n + 1) — In(n) et In(n) — oco.

& Remarque XXII.6. Ce résultat implique que toute suite qui tend vers 0 peut
étre interprétée comme la suite des restes d'une série convergente.

d) Exemples fondamentaux

© Séries géométriques

Proposition XXII.4. Soit ¢ € C. Alors :

la série géométrique > ¢ converge
<~
g < 1.

Dans ce cas, on a de plus :

S L

Démonstration. Cas 1 : |¢| < 1. Comme nous le savons, si N >0 on a :

1— N+1
an: 1Eq )

n=0

1

Il est alors clair que la suite des sommes partielles de ) ¢" converge vers 1

Cas 2 : |[g| > 1. La suite (¢"), ne convergeant pas vers 0, on a divergence grossiére

(proposition XXII.1) de la série Y ¢".
[l

¢ Séries exponentielles

Proposition XXII.5. Soit z € C. Alors :

n
(i) la série > % converge ;

(i)

Démonstration. Soit z € C; on pose alors, pour tout t € R, :

f.(t) = e*.
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La fonction f, est de classe € sur R et on démontre aisément par récurrence que
VEEN, VteR, fB(t) =2k,

L’inégalité de Taylor—Lagrange (proposition XX.20) entre 0 et 1 nous permet alors
d’écrire que :

avec

|R,| <

n+1 zx
CEEE L

On démontre (utiliser la formule de Stirling) que R, —— 0, ce qui implique que
n—ro0

I'on a convergence de la série de Taylor associée a f,(1) et

L0
fz<1>=ZOT:ZO%,

ce qui nous livre bien
[o.¢]
z zn
ef = E —.
n!
n=0
O]

& Remarque XXII.7. On déduit de ce résultat que, pour tout z € R, on a les
formules suivantes :

cos(z) = g—w any
) = 31
ch(z) = nf; (;U:;! ;

shiz) = ni;o (2227:11)1 '

¢ Séries alternées

Proposition XXII.6. [Critére spécial des séries alternées| Soit (uy,), une suite
décroissante de nombres réels positifs. Alors :

(i) la série Y (—1)"u, converge si et seulement si u, — 0;

(ii) dans ce cas on a, pour tout N >0 :

Sont1 < Z(—l)"un <Son et 0<|Ry| <untr
n=0

si (Sy)n (resp. (Ry)n) est la suite des sommes partielles (resp. des restes) de
la série Y (—1)"u,. Ry est par ailleurs du signe du terme de (—1)

N+1
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Démonstration. Notons tout d’abord que si u,, /4 0, la série > (—1)"u,, diverge gros-
siérement. Inversement, si u,, — 0, posons, pour N € N, Ay = Son et By = Soni1;
on a alors, pour tout N > 0 :

2(N+1) 2N
AN+1 — AN = Z (—1)"un — Z(—l)"un
n=0 n=0

= UaN+42 — U2N+1
<0 par décroissance de (uy),.

La suite (Ay), est donc décroissante; on vérifie de fagon similaire que (By) est
croissante. De plus :

2N 2N+1
VN €N, Ay — By = Z(—l)”un - Z (=1)"up = uan41 m 0
n=0 n=0

et donc les suites (Ay)y et (By)y sont adjacentes et donc convergent vers une méme
limite ¢ (cf. proposition VII.16) vérifiant :

VN >0, Sony1 << Son.

Les suites (San)n et (Sani1)ny convergeant toutes les deux vers ¢, on a par la pro-
position VII.14 que la suite (Sy)y converge vers £. On a donc bien convergence de
la série > (—1)"u, et I'inégalité voulue sur les sommes partielles. Il suffit ensuite de
remarquer que pour si on soustrait Soy & cette derniére on obtient :

—Ugn4+1 < Ron < 0.

On a donc bien |Ryn| < ugy41 et :

o0

0 < Ronyr = Z(—l)”un — Sont1 < Songo — Sant1 = Uan+2
n=0
o0
car Soni1 < D (=1)"u, < Sonyo, doul le résultat. O

n=0

# Exemple XXII.7. Les séries de Riemann alternées > (_nla)n convergent pour
(n>1)

ae Ry
2.7 Séries a termes positifs

On s’intéresse dans ce paragraphe a une famille particuliére de séries, en 'occur-
rence celles dont le terme général ne prend que des valeurs réelles positives.

Définition XXII.6. Une série a termes positifs est une série > u, telle que :

Vn >0, u, € Ry
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a) Critére de convergence

Proposition XXII.7. Une série a termes positifs converge si et seulement si la
suite de ses sommes partielles est majorée.

Démonstration. Ceci est immédiat car la suite des sommes partielles d’une série a
termes positifs est une suite réelle croissante. O

¥ ATTENTION : ce résultat est bien entendu faux lorsque la série n’est pas a termes
positifs. La suite > (—1)" diverge grossiérement et pourtant ses sommes partielles
sont comprises entre 0 et 1.

& Remarque XXII.8. Si > w, est une série & termes positives divergente alors
on a

N

SN:Zun—>+oo.
0 N—oo

n—

b) Comparaison des séries a termes positifs

Proposition XXII.8. Soient > u, et Y v, deux séries & termes positifs telles que,
AN eN, Vn> N, 0 <u, <wv,. Alors :

(i) la convergence de Y v, implique celle de > u, ;

(i) la divergence de > u, implique celle de ) v,,.

& Remarque XXII.9. Par passage a la limite dans le cas (i), on a également, si
I'inégalité u,, < v, est vérifiée pour tout n :

o o
E ungg Uy, .
n=0 n=0

Démonstration. Ceci découle du critére de convergence des séries a termes positifs
(proposition XXIL.6). O

De fait, ce résultat nous permet de déduire la convergence (ou divergence) de
nombreuses séries & termes positifs en les comparant & des exemples connus (comme
les séries géométriques de ce type) : nous nous constituons ainsi un "catalogue" de
séries a termes positifs "témoins" pour établir la nature de leurs consceurs.

—n!

2n

> Exemple XXII.8. La série de terme général

avec y_ o

converge par comparaison

Proposition XXII.9. Soient Y u, et Y v, deux séries a termes positifs telles que
Uy, ~ U,. Alors > u, et Y v, sont de méme nature.
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Démonstration. Par équivalence, il existe une suite (h,), convergeant vers 1 et un
entier N > 0 tel que :
VYn > N, u, = h,v, .

On obtient 'existence d’un entier N’ > 0 tel que pour n > N’, h,, < 7 et donc, pour
tout n > max(N, N') u,, < mv,. Ceci entraine que, par comparaison (proposition
XXII.8) que la convergence de ) v, entraine celle de > u,. On conclut en observant
que les roles de (uy,), et (v,), sont symétriques. O

7 . 2 p— z ’
i Exemple XXII.9. La série > on SLe™™ est convergente car son terme général
N n<+2
est équivalent a slz ) ce dernier étant le terme général d’une série géométrique
e

convergente (& facteur multiplicatif pres).

® ArTENTION : il n’y a pas en général égalité des sommes dans le cas convergent.
Des résultats de sommation plus précis seront étudiés en MP.

c) Critére de d’Alembert

Proposition XXII.10 (Critére de d’Alembert). Soit > u, une série a termes po-
sitifs telle que :
vn >0, u, >0.

un+1

—— (€ [0, 400]. Alors :

Uy M0

On suppose que

(i) si ¢ <1, la série Y u, converge;

(i) si ¢ > 1, la série Y u, diverge grossiérement ;

(iii) si ¢ = 1, on ne peut conclure.

Démonstration.

(i) Si¢ <1 alors il existe ¢ < 1 tel que :

Un+1

AN e N, Vn> N,

<q

n

et donc, pour n > N :

un+1 S qUn
< Py

< qn+1—N

un

et donc, par comparaison (proposition XXII.8) avec la série géométrique > ¢",
la série ) u, converge.

(ii) Si ¢ > 1, la suite (uy), est strictement croissante et donc ne peut converger
vers 0, d’ou le résultat.
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_ - 12 A i_ 1
(iii) Dans le cas ¢ = 1, considérer les séries > 1 et (z>:1) + — 727 bour mesurer la
nz

futilité de la chose.

W Fxemple XXII.10. La série a termes positifs > n% converge car :

(n+Dn [ n \"
nl(n41)ntt  \n+1

e (o1 1))

d) Comparaison série—intégrale

Considérons une fonction f : R, — R, continue par morceaux et décroissante.
Alors, on vérifie par méthode des rectangles que :

Vn > 1, f(n)g/n f(t)dt.
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Ceci nous permet, pour M, N € N tels que M < N de vérifier que :

Y fm)y=f(M)+ > fn)
<fMy+ " ar
n=M+1 n—1

= f(M)+ y f(t)dt.

Ce résultat nous laisse entrevoir un encadrement possible des sommes partielles de
la série Y f(n) par des intégrales, que nous formalisons infra.

Proposition XXII.11 (Comparaison série-intégrale). Soit f € €,m(Ry) une fonc-
tion décroissante a valeurs positives. Alors, pour tout M, N € N tels que M < N

on a :

/ ' FO)ydt< " f(n) < f(M)+ [ f(t)dt.

M — M

Démonstration. Nous avons déja démontré 'inégalité de droite. Pour celle de gauche,
appliquer une heuristique analogue en remarquant que, pour n € N :

n+1
f(n) > / f(tydt.
]

& Remarque XXII.10. Un résultat analogue peut évidemment étre obtenu pour
les fonctions croissantes, quitte a changer le sens des inégalités.

Ce résultat a de nombreuses conséquences, dont nous étudierons certaines dans
la suite de ce paragraphe. Dans un premier temps, intéressons nous aux séries de
Riemann de paramétre réel.

Proposition XXII.12. Soit a € R. Alors :
(i) sia <0, lasérie Y -% diverge grossiérement
(n=1)

(ii) si o €]0,1], la série > - diverge;
(n=1)

. L. 1
(iii) si a > 1, la série ) -~ converge.
(n>1)

Démonstration. Commencons par remarquer que, pour « € R, la fonction f : x +— x=¢
est continue sur RY.

(i) Trivial.
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(ii) Cas 1 : 0 < a < 1. Dans ce cas, une primitive de f est :

wlfa

T +—

l1—«

et donc, par comparaison série-intégrale (proposition XXII.11), on a pour

N>1:
Yo /N+1 dt
SLe [T
n:1na 1 t

(N4t 1
N 11—« 1—a

— X
N—oo

d’ou le résultat.

Cas 2 : a = 1. Une primitive de f: z — i est :
x — In(x)

et donc, par comparaison série-intégrale, on a pour N > 1 :

PRS-
—mn 1 t

ce qui entraine la divergence annonceée.

(iii) Dans ce cas, une primitive de f est donnée par

xt 1

> = - ,
T T, (v — 1)zt

De fait, par comparaison série—intégrale :

dt
VN > 1, E —§1+/ -
na «

1 1

-1 _
a1 (a—ONed

<1+

a—1

et donc, par critére de convergence des séries & termes positifs (proposition
XXIL6), la série > - converge.

(n21)

#1 Exercice XXII.2. Donner un équivalent du reste de la série &
(n=>1)
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w Correction : On applique une comparaison série—intégrale (proposition XXII1.11)
pour M, N > 1 tels que M < N, obtenant :

M n=M M
1.e :
1 1 Noq 1 11
- _ < <
M N+1- &~ M "M N

et donc, en faisant tendre N vers +o0 on obtient :

[
A VERMN Vi

Une application du théoréeme d’encadrement des limites (théoréeme VII.11) permet
1
ensuite aisément de déduire que Ry ~ —.

M

o Etude asymptotique de la série harmonique
Nous avons démontré plus haut que la série harmonique > X diverge. Mais
(n>1) "
encore 7 Nous nous attachons dans ce paragraphe a offrir & notre lecteur une vision
plus raffinée de la situation. Commencons par poser, pour N > 1 :

et remarquer que, par comparaison série-intégrale (proposition XXII.11)
In(N +1) < Sy <1+1In(N)

ce qui permet de démontrer, via le théoréme d’encadrement des limites (théoréme
VIL11) que :

Sy ~ In(N).

Ce premier résultat étant acquis, affinons cette approximation. Pour ce faire,
posons, pour n > 1, u, =S, — In(n). Alors :

n+1 n

1 1
Upp1 — Up = ——In(n+1)— — +1In(n)
k k
k=1 k=1
1 (n—i— 1>
= —In
n+1 n
1
= —In (1+—>
n n
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Or:

—_

—_
+
3=

I
S|l—= 3= 3|+

| N
—

310"_' |
+ S|
°  +
VR o
:wl'_\/\\
~ 3|+
~
~

Ceci nous permet de conclure que u, — u,11 ~ 5— et donc, par comparaison

2n
des séries a termes positifs avec la série de Riemann convergente 3 #, la sé-
(n>1)
rie Y u, — upy1 converge. Par lien suite—série (proposition XXII.3), la suite (uy,),

(n>1)
converge vers un réel 7, appelée constante d’Euler—Mascheroni (le second, de son
prénom Lorenzo, ayant été un mathématicien et abbé cisalpin ; 1750—1800). Obtenir
une valeur approchée de cette constante est aisé a 1’aide de (par exemple) python.
On obtient, en un temps raisonnable, v ~ 0, 5772156649.

from numpy import log

def approx_gamma (N):
=-log(N)
for i in range(N):
S+=1/(i+1)
return S

On obtient donc, in fine, le développement asymptotique suivant :

Z% =In(N) +v+o(1). (E :XXIL1)
3.~ Convergence absolue

a) What?

Définition XXII.7. On dit qu’une série ) u,, converge absolument si la série a
termes positifs > |u,| est convergente.

> Fxemple XXII.11.
— Les séries a termes positifs convergentes sont absolument convergentes. . .
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- —1)"
— Lasérie 3 ¢ n2) converge absolument.
(n>1)
s_. n
— La série ) %7 est absolument convergente.

— Soit @ = a+ib € C et soit n > 1. Alors :

Ly 1

nel [nand|
B 1
o na|6ibln(n)|
1
T ona

On en déduit que la série de Riemann ) n% converge absolument si
(n=1)

et seulement si Re(a) > 1.

b) Lien a la convergence

Dans le chapitre VII, nous avons démontré que la convergence d'une suite (uy,),
entrainait celle de (|u,|), avec réciproque fausse. Ce résultat ne se généralise pas
aux séries, comme nous le démontrons avec le contre—exemple suivant.

Intéressons nous a la série harmonique alternée ) (_i)", dont nous savons

(n=1)
qu’elle converge par le critére spécial des séries alternées (propostion XXII.6). Or, elle
ne converge pas absolument : la série de ses valeurs absolues est la série harmonique.
Convergence n’implique donc pas PAS convergence absolue pour les séries.

Histoire de compliquer un peu plus les choses, la réciproque est, quant a elle,
vraie. . .

Proposition XXII.13. Toute série absolument convergente est convergente. I

Avant de démontrer ce résultat, introduisons une notion dont nous ferons égale-
ment usage au chapitre XXVIII.

Définition XXII.8. Soit x € R. On appelle :
— partie positive de z le réel

M *
n r sizxeRy
0 sinon

I

— partie négative de x le réel

_ {—x six e R*

T = .
0 sinon

"® Exemple XXII.12. 2+ =2, (-15)" = 15.
& Remarque XXIIL.11. Siz € R, alors z = 2+ — 2~ et lz] =T + 2.

Démonstration. Dans le cas réel, nous avons, pour tout n € N, |u,| = u! + u,
et u, = u —u, . De fait, les séries Y u, et Y wu, sont a termes positifs et, pour
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tout n > 0, ur < |u,| : par comparaison des séries & termes positifs (proposition
XXIL8), ces deux séries convergent si Y u,, converge absolument, ce qui entraine la
convergence de cette derniére par linéarité.

Dans le cas complexe, on procéde de fagon similaire avec les séries des parties
réelles et imaginaires. O

W Exemple XXII.13. Si a € C est tel que Re(a) > 1, alors la série de Riemann

> n% converge. Ceci permet de définir la fonction zéta de Riemann :
(n>1)

(:{z€C|Re(z) >1} — C

=1

Z — -
n:ln

Proposition XXII.14. Soit > u, une série absolument convergente. Alors :

[e's) 00
>t D Jual.
n=0 n=0

Démonstration. Passer a la limite dans I'inégalité triangulaire appliquée aux sommes
partielles. n

Proposition XXII.15. Soit u € CN et soit v € (R )N telles que :
- Up = 0 (Un) )
— Y v, converge.

Alors ) u,, converge absolument.

Démonstration. Par domination, il existe une suite (h,, ), positive, bornée par M € R
telle que :
AN €N, Vn > N, |u,| < h,v,

et donc, pour n > N, |u,| < Muv,. Par comparaison des séries a termes positifs
(proposition XXII.8), on obtient la convergence annoncée. ]

> Exemple XXII.14. La séric S 220 converge absolument.

3
(n>1)

cpge.webgirand.eu 384



Chapitre XXIII

Groupe symétrique, déterminant

’On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C.

1.7 Permutations d’un ensemble fini

a) Rappels et compléments

Nous avons eu l'occasion d’évoquer le groupe symétrique (S,,,0) (aussi noté
Syn), pour n > 1, dans le chapitre VIII. Rappelons ici qu'il s’agit du groupe &([1, n], [1, n])
des bijections de I'ensemble [1, n] vers lui-méme (appelées permutations). Il s’agit
d’un groupe fini possédant n! éléments.

Notation. Soit ¢ € &, ; nous utiliserons (temporairement) pour ¢ la notation

"raccourcie" suivante :
o 1 2 o n
~\o(1) o(2) ... o(n)) "

> Exemple XXIII.1.

— G5 est constitué des permutations L2 et L2 .
1 2 2 1
s . s ) 1 2 1 2
— De son coté, &3 contient exactement 6 éléments, qui sont 1 92 3)\1 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 ‘ 1 2 3
21 3)\32 1) \312)%\23 1)
Notation. Pour alléger les calculs, nous nous autoriserons a noter, pour o,7 € S,
la composition o o 7 simplement o7.

> FExemple XXIII.2.

12 3\ (/1 2 3\ (1 2 3
2 1.3/J\1 3 2) \23 1)"

¥ ATTENTION : attention & I’ordre ; une composition se lit de droite a gauche.
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b) Cycles

Vocabulaire. Soit ¢ € &,, et soit a € [1,n]; on appelle orbite de a selon o
I’ensemble :

{o*(a) |k € Z}

ou o” désigne la composée g o...o0.
—
k fois

> Exemple XXIII.3. L’orbite d’un point est donc l’ensemble des points attei-

gnables en partant de ce dernier via itérations de la permutation o. Nous représen-
12345 6)

31 25 46

v
(TR @)

N D

tons ci—dessous les différentes orbites de la permutation o = (

& Remarque XXIII.1. Les orbites disjointes selon une permutation ¢ € &,
partitionnent I'ensemble [1,n] : il s’agit donc de classes d’équivalences.

Notation. La remarque supra nous autorise a envisager de noter une permutation
comme la liste de ses orbites. Pour calculer I'image d’un point, il nous "suffira"
alors de "retracer son chemin" parmi ces derniéres. Par exemple, la permutation

(123456 Cora
= 3 1 2 5 4 6 S€ notera -
o =(132)(45)(6).

Il est aussi conventionnel d’éliminer les orbites triviales de cette notation pour gagner
en place et en efficacité. Dans le cas présent, nous noterions :

o=(132)(45).

$ Exemple XXIII.4. (132)(32)=(13).

Définition XXIII.1. On appelle cycle toute permutation admettant une unique
orbite non triviale. Cette orbite est alors appelée support du cycle et son cardinal
longueur de celui—ci.
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"® Exemple XXIIL.5. Le cycle (13 4) € G5 est en fait la permutation

1 2 3 45
3241 5)°
& Remarque XXIII.2.

— Cette notation est ...cyclique; par exemple (123) =(231) =(312).
— Si 0 est un cycle de longueur k£ dans &,, et que a est dans le support de o,
on a:

o= (ac(a) c*(a) ... " a)).

Proposition XXIII.1. Deux cycles de supports disjoints commutent. I

Démonstration. Ces deux cycles agissent (non trivialement) sur des ensembles dis-
joints : 'ordre de composition ne revét donc aucune importance. O

Théoréme XXIII.2.
Toute permutation différente de I'identité peut s’écrire de fagon unique (a l'ordre
prés des facteurs) comme produit de cycles de supports disjoints.

Démonstration. Ce résultat est admis. O

> Exemple XXIII.6. Pour déterminer la décomposition d’une permutation, il
suffit de recopier ses orbites "dans 'ordre". Par exemple :

(2213 -ua0n

c) Signature

’Déﬁnition XXIII.2. On appelle transposition tout cycle de longueur 2.

¥ Remarque XXIII.3.

— Les permutations sont donc exactement les (i j) € &,, avec ¢ < j.
Sid,j € [L,n], alors (i)~ = (1) = (i ).

Proposition XXIII.3. Toute permutation de &,, peut s’écrire sous la forme d'un
produit de transpositions.

Démonstration. Faisons le par récurrence sur n > 1.
— Pour n = 1, c’est trivial : tout élément de &; est produit d’exactement 0
transposition(s). Oui, nous en sommes toujours la aprés 387 pages de cours. . .
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— Supposons la propriété vérifiée au rang n et soit o € &,,; alors on a :
=(n+1lon+1))

avec 0’ € G,,. Ne reste alors qu’a appliquer ’hypothése de récurrence.
]

® ATTENTION : il n'y a pas unicité. En effet, (12 3) = (12)(23) = (23)(3 1).
La parité du nombre de facteurs reste, par contre, constante pour une permutation
donnée (cela est aisé a démontrer par I’absurde).

® Exemple XXIIL.7. Siay,...a; € [1,n], on a :

(a1 ag ... ag) = (a1 az)(ag as) ... (ax_1 ag).

¥ ATTENTION : si les orbites se lisent de gauche a droite, la composée, elle, se lit
toujours de droite a gauche.

Théoréme XXIII.4.
Il existe une unique application ¢ : &,, — {—1,1} telle que :

(i) pour toute transposition 7, e(7) = —1;

(ii) € est un morphisme de groupes de (&, 0) vers ({—1, 1}, x).

Ce morphisme est appelé signature sur G,,.

Démonstration. Admis. O]

1 2
1

> Exemple XXIII.8. Pour calculer la signature de o = <2

décompose sous forme de produit de transpositions :

& Remarque XXIII.4. Le noyau de ¢ est appele groupe alterné et noté 2,,. Il

s’agit d'un sous-groupe de &,, de cardinal 5 sin > 2.

2.7  Formes multilinéaires alternées

a) Lalus géométrique et définition

Etant donné deux vecteurs 4 et ¥ dans R?, nous pouvons considérer ’aire algé-
brique (i, ¥) du parallélogramme engendré par ceux—ci.
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Sid = (a,b) et ¥ = (c,d), nous avons la formule &7 (i, ¥) = ad —be. Les propriétés
suivantes sont de plus vérifiées :
(i) (0, 1) = =/ (4,0);
(ii) pour tout A € R, &7 (i, \t) = 0;

(iii) pour tous vecteurs v; et v3, on a

o (U, 01 + 03) = o (U, 07) + o (U, 03) .

Nous pouvons développer la méme théorie dans R? via la notion de volume
algébrique engendré par trois vecteurs. La définition suivante a pour but de proposer
une généralisation de ces objets en dimension (éventuellement infinie) quelconque.

Définition XXIII.3. Soient £ un K-e.v; on appelle forme n—linéaire sur ces

espaces toute application f : E™ — K telle que pour tout i € [1,...,n], pour tout
(T1, . oy T, Tig1, - -, Tp) € E™, application
u = f(xlw <y L1, Uy T 15 - - - 7$n)

est une forme linéaire sur F.
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& Remarque XXIII.5. Une forme n-linéaire est donc linéaire selon chacune des
coordonnées (au sens du produit cartésien) des vecteurs de son ensemble de départ.

Iy Exemple XXIII.9.

— (z,y) = oy € HKK);

— le produit scalaire (au sens vu en physique) est une forme 2-linéaire (on dit
bilinéaire) sur R?, R?;

— Taire et le volume algébriques évoqués dans le laius géométrique supra sont
des formes bilinéaire et trilinéaire respectivement.

Définition XXIII.4. Soit F un K—e.v et soit f une forme n—linéaire sur £. On dit
que f est alternée si pour tout (x1,...,z,) € E" et tout couple (i,7) € [1,n] tel
que 7 # jon a:

(i =) = (f(z1,...,2,) =0).

b) Quelques propriétés élémentaires

Proposition XXIIL.5. Soit £ un K-e.v et soit f une forme n-linéaire alternée.
Alors pour tout (zy,...,2z,) € E" et tout couple (i,7) € [1,n] tel quei # j on a :

fley, ooy oo, @ oo, xn) = —f(21,.0, T oo, T, D).
~ ~~ ~~ ~

i j i J

Démonstration. Pour tout xq,...,x, € F et i # j dans [1,n] on a :
0= f(zr,...,¢i+xy,..., 2 +2j,...,2,)
i J
=fler, ooy @ oo+ xy, )+ (R, X Xy, Ty)
j i j
=flor, ooy @ oo, @)+ fon, o @, x Ty
7 ki 7 j
+ (@, ey Ty T ) F f(T, e, T, T, Ty)
i j i j
=flor, ooy @ oo, my oo my)F f(Xn, o T, T Ty
7 7 [ J

par alternance, d’ol le résultat.

& Remarque XXIII.6. La réciproque est vraie : en effet, pour tout z¢,...,z, € £
et ¢ # j dans [1,n] on a :

flr, ooy x o, @ oo @) =—f(21,.0, T oo, T ., Ty)
% j i J
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ce qui entraine que si x; = x;
flzy,..o xn) = —fxg, ..., 2p)
et donc f(x1,...,2,) = 0.

Notation. On notera A,(E) 'ensemble des formes n-linéaires alternées/antisymeé-
triques sur F.

& Remarque XXIIL7. On peut vérifier que A,(E) est un K—e.v.

Proposition XXIII.6. Soit £ un K-e.v et soit f € A,(F). Alors, pour toute
famille liée (xq,...,z,) € E" on a f(z1,...,x,) = 0.

Démonstration. Sila famille est liée, cela signifie que, quitte a modifier 'ordre des x;

(ce qui changera éventuellement le signe de f(xy,...,x,)) il existe Ay,..., A\,—1 € K
tels que
n—1
Tp = Z Ak T
k=1
et donc :

n—1
flze,... ) = f (xl, . ,xn_l,ZAkxk>
k=1

n—

—_

)\kf<xla R PR 7xn—17xk)

(]

1

I
=T

]

Proposition XXIIIL.7. Soit F un K—e.v et soit f € A, (F). Alors, pour tout o € &,
et tous x1,...,x, € E,on a:

f(@oy, - Tomy)) = (@) fl@1, ..., 20)

Démonstration. Ecrire o sous forme de produit de transpositions et développer. [

3.7 Déterminant

On fixe dans ce paragraphe un K—e.v de dimension finie £ de dimension n > 1 et
une base & = (ey, ..., e,) de celui—ci.
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a) Déterminant d’une famille de vecteurs

Théoréme XXIII.8.
Il existe une unique forme f € A, (E) telle que f(#) = 1.

Démonstration. La démonstration de 'existence n’est pas exigible. Pour 'unicité,

fixons f € A, (E) et zy,...,x, € E. Alors, il existe une unique famille (1 1,..., 2,1, %12 .., Tnn)

de scalaires telle que pour tout j € [1,n] on ait

n
Ij: E xi,j6i~
i=1

et alors :

n n
f(xl, Ce ,I‘n) = f (Z Li1€iy -y Zx@nei) .
=1 =1

Pour obtenir une intuition du résultat de cette horreur, plagons nous temporairement
dans le casn =2 :

f(x1,22) = f(x11€1 + T21€2, T1 261 + T 2€2)
=x11f(e1,T1061 + Ta0€2) + 21 f (€2, 1261 + T22€2)
=x11212(fer,e1) + x1az22f (€1, €2) + 22121 2f (€2, 1) + x21T22f (€2, €2)

= ($1,1$1,2 - I2,1$1,2)f<€17 62) .

En développant l'expression multilinéaire de f(xy,...,x,)), nous "intuitons" que
tous les termes contenant l'image d’une famille liée seront annulés : ceci entraine
que chaque terme sera de la forme :

H Toyif (€a(1)s - - -1 Co(n))
=1

pour un certain ¢ € &,,. Nous démontrons donc, par récurrence sur n € N*, que :

flag, ... 2n) = Z Hwo(i),if(ea(l)w"760(n))

oeB, 1=1
= ( Z e(o) ng(i),i) fler, ... en)
oeG, i=1

la derniére égalité provenant de la proposition XXIII.7. Ceci entraine le résultat
voulu. O

Définition XXIIL.5. L’unique forme f € A,(FE) telle que f(#) = 1 est appelée
déterminant dans la base 4.

Notation. detyz
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& Remarque XXIII.8. On a donc, pour tout xy,...,x, € £ :

detg(zq,...,2,) = Z (o) H%(i),i

avec les décompositions initales

n
T = Z T j€;
i=1
pour j € [1,n]. De plus, il est immédiat que :
detg(er, ... e,) =1
par définition.

W Exemple XXIII.10. Si z = (z,23) et y = (y1,¥2) sont deux vecteurs de R?
alors leur déterminant dans la bases canonique est :

det(z,y) = T1y2 — T2y ,
ce qui correspond a la quantité o7 (x,y) décrite au début de ce chapitre.

#1) Exercice XXIII.1. Donner une expression du déterminant dans la base cano-
nique de trois vecteurs de R3. Interprétation géométrique ?

& Remarque XXIII.9. La déterminant est une somme de n! produits, dont exac-
tement la moitié sont porteurs d’une signature négative.

Proposition XXIII.9. Soit f € A,(F). Alors il existe un unique A € K tel que
£ = Adet.

Démonstration. Cela découle du calcul mené dans la démonstration du théoréme
XXIIL8. Le scalaire A est en fait égal a f(eq,...,e,). O

& Remarque XXIII.10. Cela signifie que I'espace vectoriel A, (E) est de dimen-
sion 1 : il s’agit d’une droite.

Proposition XXIII.10. Soit .# = (x1,. .., z,) une famille de vecteurs de F. Alors :

Z est une base de E
=

Démonstration.
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({}) Supposons que .Z est une base de E. Dans ce cas, on a dety,detz € A, (E).
Ce dernier ensemble étant une droite, il existe A € K tel que dety = Adet #.
Ainsi :

det%z(y) = )\detgz(ﬂ\) =\
De plus, A # 0 car dety(A) = 1 = Adet #(A).

(ft) Supposons désormais que la famille .# ne soit pas une base de E. Comme
card(.:#) = dim(F), elle ne peut donc pas étre libre et donc detz(.#) = 0 par
la proposition XXIII.6.

]

& Remarque XXIII.11. En "bonus", nous tirons de la démonstration supra que
pour toute base %’ de F on a :

dety = detgg(%/)det%/
et

, 1

b) Déterminant d’une matrice carrée

Définition XXIII.6. Soit M € .#,(K). On appelle déterminant de M le déter-
minant de la famille de ses colonnes dans la base canonique de K”.

Notation. Le déterminant d’une matrice M = (m;;);; sera noté det(M) ou

& Remarque XXIII.12. Cette définition entraine que si A = (a;j)ij € Mn(K)

on a :
n

det(A) = Y (o) [ [ ao.i -

ceG, =1

Il en découle, entre autres, que det est une application n—linéaire par rapport aux
colonnes de la matrice concernée.

> Exemple XXIII.11.

— det(1,) =1;

— sia,b,c,d e K, on a:
a b
c d

’:ad—bc.

#1 Exercice XXIII.2. Déterminer une formule explicite pour le déterminant sur

My(K).
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Proposition XXIII.11. Soit A, B € #,(K) et soit A € K. Alors :
(i) det(AT) = det(A);
(i) A€ GL,(K) < det(A) #0;
(iii) det(AB) = det(A)det(B);
)

(iv

det(AA) = A"det(A).

Démonstration.

(1)

via le changement d’indice j = o7!(i) dans les produits. De plus, &,, étant un
groupe, on a :
{70 €B,}=6,.
Enfin, comme ¢ est un morphisme de groupes a valeurs dans {—1, 1} on obtient
I'egalité :
Vo €6, cot)=clo)!=¢0).

et donc :

det(A) = Y 6(0)1—[%,0@)

O'GGn

=det(A").

(ii) Une matrice est inversible si et seulement si la famille de ses colonnes forme
une base de K". Ce fait est équivalent & la non—nullité du déterminant de cette
famille dans la base mentionnée, d’ou le résultat.

(iii) L’application

¢: My(K) — K
M — det(AM) ,

vue comme fonction des colonnes de M, est une forme n-linéaire alternée. De
fait, elle est multiple du déterminant dans la base canonique, i.e il existe A € K
tel que :

VM € #,(K), det(AM) = Adet(M)

En évaluant en M = I,,, on trouve que A = det(A), d’ou le résultat.

(iv) L’application det, vue comme fonction des colonnes de la matrice concernée,
est n-linéaire.
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]

& Remarque XXIII.13. — Le déterminant réalise donc un morphisme de
groupes de GL,,(K) vers K*.
— Le point (i) implique que, pour tout n > 0 :

Aony1(K) NG Ly (K) = 0.

1
~ det(A)

Corollaire XXIII.11.a. Soit A € GL,(K). Alors det(A™!)

Corollaire XXIII.11.b. Le déterminant est un invariant de similitude.

c) Déterminant d’un endomorphisme

Proposition/définition XXIIL.7. Soit f € Z(F). Alors la quantité det(matg(f))
ne dépend pas du choix de la base £ et est appelé déterminant de ’endomorphisme

I3

Notation. det(f)
Démonstration. Soit %’ une base de E. Alors, en posant P = Pg' on a
mat g (f) = P 'matg(f)P
ergo
det(matg (f)) = det(P 'matz(f)P)
= det(P")det(matz(f))det(P)
1

— dot(P) det(maty(f))det(P)

= det(matz(f)).

Proposition XXIII.12. Soient f,g € Z(F) et A € K. Alors :

(i) det(go f) = det(g)det(f);
(i) det(Af) = A"det(f);
(iii) f € GL(E) < det(f) # 0.

Démonstration. 11 s’agit d’'un analogue de la proposition XXIII.11. O]

& Remarque XXIII.14. Le déterminant réalise ici un morphisme de groupes de
GL(FE) vers K*.
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4.~ Calculs

Savoir définir un déterminant, c’est bien. Savoir le calculer, c’est. . .mieux ? Nous
laissons le lecteur juge de ce fait.

a) Matrices triangulaires

Proposition XXIII.13. Soit A = (a;;);; € #,(K) une matrice triangulaire.
Alors :

Démonstration. Supposons, pour fixer les idées, que A € T.F(K). Soit 0 € &,, diffé-
rente de l'identité. Alors, il existe nécessairement ¢ € [1,n] tel que o(i) > ¢ et donc
aq(i),; = 0, ce qui entraine que :

n

det(A) = Z (o) Haa(i),i

O’EGn =1
——
=0 si o#id

n
= | | Qi -
i=1

> Exemple XXIII.12.
— pour tous dy, . ..,d, € K, det(diag(dy,...,d,)) =dy...dy;

1 2 51 22 —nm
02 3 6 0
00 -1 0 2|=16.
00 0 -1 42
00 0 0 8

& Remarque XXIII.15. Ceci se généralise aux matrices triangulaires par blocs
carrés : si A, B, C sont des matrices alors

det ((%‘%)) _ det(A)det(C)

et méme chose avec les matrices triangulaires par blocs admettant un plus grand
nombre de blocs.

b) Impact des opérations élémentaires

Nous avions listé dans le chapitre XII une liste d’opérations élémentaires sur les
lignes et colonnes des matrices. Appliquer celles—ci aux colonnes d’un déterminant
modifie celui—ci de la fagon suivante :
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(A) échanger la position de deux colonnes (C; <> C;) multiplie le déterminant par
—1 (antisymétrie) ;

(B) multiplier une colonne par un scalaire non nul (C; < AC;) multiplie le déter-
minant par ce dernier (n—linéarité) ;

(C) ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres (C’i —Ci+ ) Cj>
JFi
ne modifie pas le déterminant (caractére alterné).

Il est également possible d’agir sur les lignes d’un déterminant de la méme fagon
et avec les mémes effets. Appliquer I'algorithme du pivot de Gauss (cf. chapitre XII)
pour obtenir un déterminant triangulaire est généralement une bonne idée.

#1 Exercice XXIIIL.3. Soit 2 € C. Calculer le déterminant suivant :

rz 1 1
Du@) =\ "
1 1 =

w Correction : Commencons par effectuer l'opération Cy <— C1+ ...+ C,, ; on

obtient
z+n—1 1 ... ... 1
r+n—1 =z :
Dn(x): :

: R |

z+n—1 1 1 =z
11 1

1 =z
=(z+n-1)|:

S
1 1 1 =z

Nous appliquons ensuite, pour tout i > 2, L; < L; — Ly, ce qui donne :

1 1 1
0O z—1 0 ... 0
D,(z)=(x4+n—-1)|: '
0

0 O 0 -1
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c) Développement suivant une ligne ou une colonne

Définition XXIII.8. Soit A € #,(K) et soient ¢, j € [1,n]. On appelle :
— mineur d’indices ¢ et j le déterminant de la matrice Min; ;(A) extraite de A

suivant ’ensemble ([1,n] \ {i}) x ([1,»] \ {4 });
— cofacteur d’indices i et j la quantité Cof; ;(A) = (—1)"*Min, ;(A).

& Remarque XXIII.16. Le mineur d’indices ¢ et j est donc la matrice obtenue
en "rayant" la ligne 7 et la colonne j de la matrice A.

W Exemple XXIII.13. Soit A = (Z Z

sont donnés par le tableau récapitulatif infra.

) € M>(K). Ses mineurs et cofacteurs

i | j | Min; ;(A) | Cof;;(A)
1)1 d d
12 c -C
211 b -b
212 a a

#1 Exercice XXIII.4. Lister les mineurs et les cofacteurs de la matrice

~ &~
co Ot N
O O W

o Petit calcul sympathique

Soit A = (a;;)ij € M,(K) et soient Ay, ..., A, € K" ses colonnes (on aura donc
A = (Ay]...]A,)). On notera également & = (ey,...,e,) la base canonique de
K™, de fagon a avoir, pour tout j € [1,n]

n

Aj: E am-ei.

i=1
De fait, a j € [1,n] fixé, on a :

det(A) = det@(Al, PN ,Aj_l, Aj, Aj—i-lv ce 7An>

= det@ <A1, .. 7Aj—17 Z Qa; €4, Aj+17 ce 7An)

=1

n
= Z ai,jdete% (Al, Ce 7Aj—17 €, Aj+1, . ,An>
=1

par n—linéarité du déterminant dans la base 4. Dit autrement, cela signifie que nous
avons
aii1 ... Q1n n

= ai;Di;

pi .. Gpp i=1

cpge.webgirand.eu 399



MPSI Corot CHAPITRE XXIII. GROUPE SYMETRIQUE, DETERMINANT

avec
aii ... a1,5—-1 0 arj+1 - -- a1 n
ai—1j-1 0
D'i,j =\ .- Q51 1 Qi 541 - Qi n
0
. Ap—1,n
Ap1 - Qp,j—1 0 Apj+1 - Apon

la colonne "modifiée" étant en j—iéme position.
Tout ceci est bien sympathique, mais sommes nous seulement capables de calculer
les D; ; 7 Bien entendu, mais rien n’est gratuit...Calculons (avec entrain)! Quitte a

effecteurs les opérations C; <+ Cjyq, ..., Cy_q <> C, (dans cet ordre), on a :
arl .- a1,5-1 aij+1 .- a1.n 0
' Aj—1,5-1 : 0
n—
D;; = (_1) Tain ... @ij—1  Qij41 ... Qip 1
X i 0
Ap—1,n
Cl,n71 Ce an,j—l an7j+1 Ce anm 0

Nous opérons ensuite les échanges (ordonnés) suivants : L; <> L1, Liy1 <> Liyo,
ey Ly_1 4> L. On a in fine :

ari ... ay,—1 a1,j+1 e Q1p 0
: A5—1,5-1 : 0
2n—(i+j) _ i+
D;; = (-1 = (-1 : : ;
= (D) SR D a0
Qp1 - Qp,j—1 A, 541 ceo Qpn 0
079 Qi 51 A 541 N ) 1

Ce déterminant étant triangulaire par blocs, on a immédiatement :

D, = (—1)i+jdet(Mini7j (A)) = COfi’j(A) .

,J

Nous déduisons de cette plongée dans le stupre calculatoire, la proposition sui-
vante, fort utile en pratique.

Proposition XXIII.14. Soit A € .#,,(K) et soit j € [1,n]. Alors :

n

det(A) = Z CLZ'JCOfZ"j(A) .

i=1
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& Remarque XXIII.17. Ce procédé, appelé développement selon une co-
lonne de A admet un pendant relatif aux lignes de celles ci, dont la démonstration

est analogue :
n

Vi € [1,n], det(A) = Zai7jCofi7j(A) :

Jj=1

> Exemple XXIII.14. On retrouve aisément de cette facon la formule, pour

a,b,c,d € K, (“ b
c d

pour obtenir une formule explicite pour le déterminant dans .#3(K).

= ad — bc. Le lecteur audacieux pourra également s’en servir

#1 Exercice XXIIL.5. Soit 2 € C et n > 0. Calculer le déterminant :

14+ 22 x 0o ... ... 0
x 1422 =z 0 ... 0
0 x : : :
Dn: . .
0
: . .. . T
0 . .0 142

w Correction : Soit n > 2 ; on commence par opérer un développement par rapport
a la premiere colonne, qui donne :

Dn = (]_ + ZL'Q)Dn_l — I’An_l

ol
T 0 0 0
x 1+22 = 0 0
A T
n—1 — 0
0 ... 0 x 1422

En développant A,,_1 par rapport a sa premiére ligne, on trouve :
AN,_1=xD,_9
ce qui permet in fine d’écrire :
D, =(1+2*)D,_1 —2°D,_5.

On reconnait une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 (cf. chapitre VII). Plus
précisément, on a :

Dn - anl - x2<Dn71 - Dn72)

= IQ(n_l) (D1 — Do)
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avec Dy =1 et Dy = 1 + 22 (en prenant la convention qu’un produit sans terme est
égal a 1). Nous terminons donc avec :

Dy, = Dy_1+ 172“

1.e

n
D, = E 2"
k=0

n+1sx==x1
— 1_1,2(71-&-1)

SINOon.
1 — 22

¢ Déterminant de Vandermonde

Le déterminant suivant est appelé déterminant de Vandermonde (en ’hon-
neur d’Alexandre-Théophile Vandermonde, mathématicien, économiste, musicien et
chimiste frangais, 1735—1796).

Proposition XXIII.15. Soit n > 2 et soient ag,...,a,_1 € K. Alors :

n—1k—1

det((a));jeqom—11) = [ [ [ (e — ;).

k=1 j=0

Démonstration. Posons :

Valag, ... an_1) = det<<ag)i,j€[[0,n—1]]))

1 a a ... ay’!
1 aq CL% ce a?il

2 n—1
1 apy a;_y ... a,_;

Pour calculer ce déterminant, nous effectuons, dans ’ordre décroissant de l'indice
k € [2,n], Popération Cy, < Cy — a,_1Cj_1, ce qui donne :

1 ag—ap_ aog(ag — ap_1) coab 2 (ag — ap_1)

1 a; —ap_ aj(a; — ap_1) cooay ar — any)
Volag, ... an_1) = : :

1 ng—Gno1 Gpo(Gpg — an_1) ... @ 5(Gn_o — Qp_1)

1 0 0 . 0

Ce déterminant se développe relativement a sa derniére ligne, livrant :

ap — Qp—1 ag(ag — an_1) v (ag — an1)
n—2
V, ((ZO a ) — ( 1)n+1 a; — An—1 al(al - an—l) Ce aq (al — an—l)
n yeeeyOp_1) = (— . ‘ |
Ap—2 — Qp—1 an72<an72 - anl) e a;l:g(an72 _ an71>
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puis, nous pouvons factoriser, pour tout k € [1,n — 1], ax—1 — a,—1 dans la ligne k,
ce qui donne :

1 a ag‘_Q
n—2 n—2
1 a ay
Vn(a(b s 7an—1) = (_1)71-1—1 H(a'k: - an—l) .
k=0 n—2
1 ap—o ... a,_5
n—2
= (=1)"! H(ak — ap_1)Va_1(ag, ... ,a,_2)
k=0
n—2
= H(anq - ak)an(Go, e 7an72) .
k=0
On obtient donc, par récurrence que :
n—1k—1
Vilag, ..y an_1) = H I_I(a;C —a;).
k=1 j=0

& Remarque XXIII.18.
— On a donc :
Valag, ..., an—1) #0
=
les a; sont deux & deux distincts.
— On peut établir un paralléle entre la matrice associée au determinant de Van-

dermonde et I'interpolation polynomiale. En effet, si g, ..., x,_1 et yo, ..., Yn_1
n—1
sont des scalaires, trouver un polynome P = > a; X* € K,,_1[X] vérifiant,
k=0
pour tout k € [0,n — 1], P(x) = yx revient a trouver ay,...,a,—; € K tels
que :
1 x xd ... ng ao Yo
1 = x% ooy ay Y1
1 zpy 22, ... 273 Q-1 Yn—1
Ce systéme linéaire est de Cramer si et seulement si V,(zg,...,2,-1) # 0,

i.e si et seulement si les x; sont deux a deux distincts. Toute ressemblance
avec la proposition XIV.22 et les polynomes interpolateurs de Lagrange est
non fortuite. . .

d) Inversion de matrices

Définition XXIIIL.9. Soit A € .#,(K). On appelle comatrice de A la matrice de
M,(K) dont le coefficient en position (4, j) € [1,n]? est le cofacteur Cof; ;(A).
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Notation. Com(A)

Vocabulaire. La transposée de la comatrice de A est appelée transcomatrice de
A. On la note Com(A)" ou A.

> Exemple XXIII.15. Soit A = (CCL 2) € M-(K). Alors :
Com(A)T = (d _b) |
—c a

Proposition XXIII.16. Soit A € .#,,(K). Alors :

ACom(A)" = Com(A)" A = det(A)I, .

Démonstration. Notons a; ; les coefficients de A et b;; ceux de sa transcomatrice.
Alors, pour i € [1,n], le coefficient en position (4,i) de la matrice ACom(A)" est :

Z i bk, = Z a; Cof; 1 (A)
k=1 k=1
= det(A)

via développement selon la ligne 4. Si on fixe & présent j # i, le coefficient en position

(i,7) de ACom(A)T est :

Z a@kbk,j = Z CLLkCij,]{;(A)
k=1 k=1

Il s’agit du déterminant de la matrice B définie comme suit : les lignes de B sont
identigues a celles de A, a ’exception de la ligne j que 'on fixe égale a la ligne i de
A. Cette matrice ayant deux lignes identiques, elle ne peut étre inversible. De fait :

d’out le résultat, quitte a raisonner similairement pour Com(A)" A. O

& Remarque XXIIIL.19. Si A ¢ GL,(K), alors ACom(A)T = 0. Toute matrice
non inversible est donc un diviseur de zéro dans I'anneau ., (K).

Corollaire XXIII.16.a. Soit A € GL,,(K). Alors :
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i Exemple XXIII.16. Soit A = (‘CL 2

1 d —b
A7l = :
ad — bc <—C a )

& Remarque XXIII.20. Calculer I'inverse d'une matrice n x n de cette fagon
demande de calculer n? déterminants de taille (n —1) x (n — 1), soit n x n! multipli-
cations. Ceci est déraisonnable : le calcul d’un inverse 20 x 20 demanderait plus de
150 ans sur une machine décente. De son coté, une application de 'algorithme du
pivot de Gauss a un systéme de rang r nécessitera r étapes d’élimination. Dans cha-
cune d’entre elles, nous devons normaliser une ligne (/ ¢ divisions) et la soustraire
a au plus p autres (= ¢ multiplications & chaque fois). Dans le cas d’un systéme
de Cramer, avec A € GL,(K), nous avons affaire & un nombre d’opérations en
O'(n?). Ceci est bien plus efficace : nous donnons, a titre d’illustration, quelques
exemples de temps de calcul approximatifs sur une machine effectuant grosso modo
10'° opérations par seconde (ce qui est raisonnable).

) € GLy(K). Alors :

n H Comatrice ‘ Gauss
3 2.107 % 5.107%s
5 7.107% | 2.107%s
10 41073 | 2.1077s
S
S
S

20 160 ans 2.107°
25 10 ans | 3.107°
100 || 3.10"% ans | 2.1074
1000 || 10?3 ans 0,2s
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Chapitre XXIV

Probabilités

1.~ Notions liminaires

a) Univers

Ce cours sera axé autour de la notion d’expérience aléatoire, que nous défi-
nissons (informellement) comme une expérience dont l’issue n’est pas déterminée a
l’avance. On pourra citer comme exemple le classique jet de dé(s), le remplissage

d'un QCM, ...

Définition XXIV.1. On appelle univers d’une expérience aléatoire I’ensemble,
traditionnellement noté €2, de ses issues possibles.

¥ ATTENTION : nous nous limiterons cette année aux cas d’'univers finis. Notons
que cela ne signifie pas "petits". ..

i Exemple XXIV.1.
— Dans le cas d’'un jet de dé a 6 faces, 'univers est Q2 = [1,6];
— si on en lance deux, 'univers devient Q = [1,6]?;
— l'univers associé a un lancer de piéce ("pile ou face") est 2 = {pile, face} ;
— T'univers associé a une étape d’un jeu de chaises musicales & n personnes est
Q =[1,n]x&,_ : il faut "choisir" le perdant, puis placer ses n—1 congénéres
sur les chaises restantes.

b) Evénements

’On fixe dans ce paragraphe un univers €2 fini.

’Déﬁnition XXIV.2. On appelle événement toute partie de I'univers €.

> Exemple XXIV.2. Dans le cas de deux lancers "pile ou face" successifs,
Q) = {pile, face}? et I'événement "obtenir au moins une fois 'pile’ " correspond a
I'ensemble {(pile, pile), (pile, face), (face, pile)}.

Vocabulaire. Plusieurs notions vues dans le chapitre ont un pendant probabiliste
rendu explicite par la définition supra. Nous les résumons dans le tableau suivant,
en fixant deux parties A, B C €2 et un élément w € 2.
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Objet ou propriété Nom ensembliste Nom probabiliste
A partie événement
w élément issue
{w} singleton événement élémentaire
Q\A complémentaire de A | événement contraire de A
AUB réunion de A et B AouB
ANB intersection de A et B Aet B
0 ensemble vide événement impossible
Q tout événement certain
ANB =1 ensembles disjoints événements incompatibles

> Exemple XXIV.3. Dans le cas de deux lancers "pile ou face" successifs, 1’évé-

nement "obtenir au moins une fois 'pile’ " est incompatible avec "n’obtenir que ’face’
"

Notation. Dans le cas des probabilités, il est courant et sans ambiguité de noter A
I'événement contraire )\ A.

Définition XXIV.3. On appelle systéme complet d’événements dans () toute
famille (A4, ..., A,) d’événements telle que :

— les A; sont non impossibles (i.e non vides) ;

— les A; sont deux & deux incompatibles (i.e deux a deux disjoints) ;

& Remarque XXIV.1. Cela signifie que les parties (A;);cp,n) partitionnent (cf.
chapitre V) I’ensemble Q2. En particulier, on a :

Yw e, dli,weA;.

> Exemple XXIV.4.
— Si A est un événement différent de @ et €, alors (A, A) est un systéme complet
d’événements.
— Dans le cas du lancer successif de 14 dés a 6 faces, les événements A; ="obtenir
exactement ¢ fois 1", pour i € [0, 14], forment un systéme complet d’événe-
ments.

c) Variables aléatoires

Nous cherchons dans ce chapitre & modéliser une "quantité" X prenant des
valeurs aléatoires, dépendant des événements d’un univers €2. Mathématiquement
parlant, nous formalisons ceci par la définition infra.

Définition XXIV.4. On appelle variable aléatoire sur 2 toute application
X : Q — FE, avec E un ensemble. Si ¥ = R, on parle de variable aléatoire
réelle ou complexe.
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& Remarque XXIV.2. L'ensemble X (Q) des valeurs prises par la variable aléa-
toire X est fini car €2 'est.

> Exemple XXIV.5. Lancons deux dés a 6 faces; 'univers nous intéressant est
alors 2 = [1,6]%. L’application

X:QO—- N
(z,y) =z +y

est alors une variable aléatoire sur Q vérifiant X () = [2,12].

2.7 [Espaces probabilisés finis

’On fixe dans ce paragraphe un univers €2 fini.

Considérons 'experience aléatoire suivante : on lance une piéce de monnaie N
fois (avec N "grand" et, n’en déplaise a H.P. Lovecraft, entier) et compte le nombre
de fois ot elle tombe sur "pile", que nous notons V,. Intuitivement, il nous semble
que le quotient % (correspondant a la fréquence d’apparition de "pile") devrait,
pour N suffisamment grand, étre proche de % Vérifions ceci en pratique, a ’aide du
code python infra.

from numpy import *
from random import randint
from matplotlib.pyplot import *

def taux(N):

S=0

Y=1[]

for k¥ in range(N):
S+=randint (0,1)
Y+=[S/(k+1)]

plot(list (range(1,N+1)), Y)

show ()

On remarque que les tracés obtenus pour de petits nombres de répétitions de
I'expérience accusent une grande variabilité entre deux réalisations; par exemple
pour N = 10 on peut obtenir les deux graphes suivants :

104
104

0.9 4 0.9 4

0.8 0.8 1

0.7 | 071

0.6 4
0.6

0.5 4
0.5 4
0.4 4

0.4 1

0.3
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tandis qu'un grand nombre de répétitions a tendance a "lisser" le résultat, comme
illustré infra.

0.6 §
1.0 A

0.5 9
0.9 4

0.4 1
0.8 1

0.3 4 0.7

0.2 q 0.6 1

0.1+ 0.5 4

0.0 A 0.4 4

0 20 40 60 80 100 0 200 400 600 800 1000

0.5

0.4

0.3 A

0.2

0.1 A

0.0 4

T T T T T
0 20000 40000 60000 80000 100000

Il semble donc en effet que la fréquence d’apparition de "pile" se stabilise, lorsque
N tend vers l'infini, autour de la valeur % Heuristiquement, nous avons la tentation
d’avancer que la "chance" d’obtenir "pile" lors d’un tel lancer est de % ; tentation a
laquelle nous aller céder, non sans formaliser quelque peu notre cadre d’étude.

a) Notion de probabilité

Définition XXIV.5. On appelle probabilité sur I'univers €2 toute application
P: 2(Q) — [0,1] telle que :
— P(Q) =1,

— pour tous événements incompatibles A et B on a :

P(AU B) = P(A) + P(B).

Le couple (€2, P) est alors appelé espace probabilisé (fini).

& Remarque XXIV.3.
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— Si Ay,..., A, sont des événements deux a deux incompatibles, on a (par

récurrence) :
i=1 i=1

— Une probabilité est caractérisée par ses valeurs en chaque événement élémen-
taire de €2. En effet, si A est un événement, on a :

P(4) =P <|_| {w})

wEA

= P},

w€eA

¥ ATTENTION : ce raisonnement ne peut en aucun cas étre généralisé au
cas d’un univers infini.

Définition XXIV.6. On appelle distribution de probabilités sur un ensemble
I toute famille presque nulle (\;);c; de réels positifs telle que :

Z)\izl.

el

& Remarque XXIV.4.
— Notons que la somme supra est une somme finie.
— Ceci signifie qu'une probabilité P sur €2 est totalement déterminée par la
donnée de la distribution de probabilités (P({w}))weq, et réciproquement.

i Exemple XXIV.6.
— La probabilité régissant un lancer de piéce de monnaie est caractérisée par

P({pile}) = P({face}) = 3;
— pour un lancer de dé a 6 faces, on a, pour i € [1,6] :

1
P(obtenir i) = g

— le lecteur amateur de magouilles pourra se pencher sur le cas d'un dé pipé.

Proposition XXIV.1. Soit P une probabilité sur Q. Alors P(()) = 0.

Démonstration. L’événement impossible étant incompatible avec lui méme (la chance
...),ona:

P(0) = PO L D) = 2P(()

d’ou le résultat. ]

& Remarque XXIV.5. Il est possible d’avoir un événement A tel que P(A) =1et
A # Q. Prenons par exemple un piéce truquée pour toujours tomber sur "pile" et A
I'événement "obtenir pile". De méme, P("obtenir face") = 0 et pourtant I’événement
mentionné n’est pas impossible.
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Proposition/définition XXIV.7. Il existe une unique probabilité P sur € telle
que :

Vw,w' € Q, P({w}) = P({w'}) .

Celle—ci est alors appelée probabilité uniforme sur 'univers ).

Démonstration. Procédons par analyse—synthése : si P est une telle probabilité alors,
pour tout wy € €1 :

1 = P(Q)

= P({w})

weN

= card(Q)P({wo})

ergo )
Pl{wo}) = card(Q)

En guise de synthése, il nous suffit de vérifier que ceci caractérise bien une probabilité
sur {2. ]

& Remarque XXIV.6. Si P est la probabilité uniforme sur 2 et A est un événe-
ment, il est aisé de vérifier que :

P = S

#1 Exercice XXIV.1. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un 4 en lancant
3 dés a 6 faces?

w Correction : Cette expérience est régie par la probabilité uniforme P sur
Q = [1,6]* car toutes ses issues sont équiprobables. Posons, pour i € [1,2,3] I’évé-
nement A; ="obtenir exactement i 4" ; alors :

le coefficient binomial correspondant au choiz des jets ou le 4 est obtenu et le 53~
aux choix des valeurs affichées par les autres dés. Par incompatibilité on a alors :

P(A, U Ay U Ay) = WP 6O )

6 6 63
C3x25+3x5+1
N 216
91
=256

On fixe dans toute la suite de ce chapitre un espace probabilisé¢ (€2, P) fini.
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b) Propriétés générales

Proposition XXIV.2 (Croissance). Soient A, B deux événements tels que A C B.
Alors :

(i) P(A) <

(i) B(B\ A

P(B);
) = P(B) — P(A).

Démonstration. Découle trivialement du fait que B = AU (B \ A). O

Corollaire XXIV.2.a. Soit A un événement. Alors P(A) = 1 — P(A).

#1 Exercice XXIV.2. Refaire I'exercice XXIV.1 en utilisant le corollaire XXIV .2.a.

Proposition XXIV.3. Soient A, B deux événements. Alors :

P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB).

Démonstration. Découle, similairement au cas vu pour les cardinaux dans le chapitre

XVI, du fait que AUB =(A\ AN B)UB. O

& Remarque XXIV.7. De facon analogue a ce qui a été fait au chapitre XVI, si
A, B et C sont trois événements on a :
P(AUBUC) =P(A) +P(B) +P(C)
—P(ANB)-P(ANC)—-P(BNC)
+P(ANBNC)

et on obtient, dans le cas de n événements, un analogue a la formule du crible de
Poincaré évoquée dans ce méme chapitre.

& Remarque XXIV.8. On peut, similairement encore une fois a ce qui a été vu au
chapitre XVI, démontrer par une récurrence immeédiate que pour tous événements

Ay,...,A,ona:
P (U Ai> <> P(A).
=1 =1

£y Exercice XXIV.3. On lance 3 dés a 6 faces. Déterminer la probabilité que 'on
obtienne au moins un 6 ou que la somme des résultats obtenus soit supérieure ou
égale a 14.

3.7 Probabilités conditionnelles

On fixe dans ce paragraphe un espace probabilisé (€2, P) fini.
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a) Qu’est—ce?

Définition XXIV.8. Soient A, B deux événements tels que P(B) > 0. On appelle
probabilité (conditionnelle) de A sachant B la quantité
P(AN B)
P(B)

Notation. P(A|B), Pg(A).

& Remarque XXIV.9. Heuristiquement, cette quantité peut étre interprétée
comme une fréquence : on "compte" le "taux" de cas d’apparition de A et B parmi
ceux de B.

Convention. Si A et B sont deux événements tels que P(B) = 0, on s’autorisera a
écrire Pp(A)P(B) = 0.

W Exemple XXIV.7. Pour citer une blague connue (parmi les mathématiciens,
au moins) : alors qu’un statisticien passe un controle de sécurité dans un aéroport,
on découvre une bombe dans sa valise. En garde a vue, il s’explique : "La probabilité
d’avoir une bombe dans un avion est certes faible, mais la chance d’avoir deux bombes
dans un méme avion est infime. Ainsi, je fais ma part pour la sécurité de tous.” Ce
statisticien confond probabilité et probabilité conditionnelle.

Proposition XXIV.4. Soit B un événement tel que P(B) > 0. Alors I'application

Py 2(Q) = [0,1]

est une probabilité.

Démonstration. Laissée en exercice a notre lecteur favori. OJ

#1) Exercice XXIV.4. On considére une urne contenant r balles de couleur rouge,
v balles de couleur verte et rien d’autre. On effectue deux tirages sans remise dans
cette urne; quelle est la probabilité de tirer deux balles vertes ?

w Correction : Notons N = r + v le nombre de balles initialement dans ['urne
et A; (pour i =1,2) ’événement "le i—iéme tirage est une balle verte”. Il est clair,
par uniformité de la situation que

v
et 1
v —
P4, (As) =
Al( 2) N —1
ce qui entraine que :
v(v—1
P(A; N As) =P(A1)P4, (Ay) = ﬁ :
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b) Probabilités composées, probabilités totales

Théoréme XXIV.5 (Formules des probabilités composées).
Soient Aq, ..., A, des événements tels que P (ﬂ AZ-) > 0. Alors :

i=1

Démonstration. Il suffit de remplacer chaque probabilité conditionnelle par leur dé-
finition et de simplifier le produit. Le lecteur masochiste trouvera sans doute égale-
ment plaisant de le démontrer par récurrence sur n (prendre garde & bien quantifier
les événements dans I’hypothése de récurrence dans ce cas). O

& Remarque XXIV.10. Le lecteur se souvenant encore de sa terminale aura sans
doute des flash-backs avec des arbres n’ayant rien a voir avec le Vietnam. Ceci est
non fortuit.

#1 Exercice XXIV.5. Reprenons urne de l'exercice XXIV.4; quelle est la pro-
babilité de tirer les r balles rouges a la suite ?

Théoréme XXIV.6 (Formules des probabilités totales).
Soit (A, ..., A,) un systéme complet d’événements et soit B un événement. Alors :

P(B) = > Pa(BIP(A).

& Remarque XXIV.11. On rappelle que si P(A;) = 0, on s’autorise a écrire
P4, (B)P(A;) = 0. Youpi, c’est la féte.

Démonstration. Remarquons que :
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et donc

P(B) =P <|i| A;n B>

]

#1) Exercice XXIV.6. On considére trois usines fabriquant des boulons destiné a
un usage bien précis, comme par exemple boulonner des trucs :
— Tusine 1 fournit 10% de la production et accuse un taux de boulons défectueux
de 3%
— T’usine 2 fournit 50% de la production et accuse un taux de boulons défectueux
de 12%;
— T’usine 3 fournit 40% de la production et accuse un taux de boulons défectueux
de 5%.
Démontrer que 8,3% des boulons produits seront au final défectueux.

c) Formules de Bayes

Les résultats exposés dans ce paragraphe ont été formulés (sous une forme plus
limitée) par le révérend anglais Thomas Bayes (~1702—1761) et retrouvés indé-
pendamment par Pierre-Simon de Laplace (frangais, 1749—1827), mathématicien,
astronome, physicien et homme politique de son (ses?) état(s).

Théoréme XXIV.7 (Bayes).
Soient A, B deux événements et soit (Aj, ..., A,) un systéme complet d’événements.
On suppose que P(A), P(B) et les P(A;) sont non nuls. Alors :
(i)
Pa(B)P(A)

Pp(A) = P

P4, (B)P(A;)

3 P (B)P(A) |

Démonstration.
(i) On a

P(AN B) = By(A)B(B) = PA(B)P(A)

d’otu le résultat.
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(ii) Soit j € [1,n]; alors, d’aprés le point (i), on a :

Or, d’apres la formule des probabilités totales (théoréme XXIV.6) :

P(B) = ZPAi(B)]P’(Ai) :

ce qui permet de conclure.

O

#y Exercice XXIV.7. En reprenant le cadre de Pexercice XXIV.6, démontrer
qu’environ 72% des boulons défectueux proviennent de 'usine 2. Quid des usines 1
et 37

4.7 Loi d’une variable aléatoire

a) La loi, c’est quoi?

Commettons quelques crimes contre la rigueur; pour X :  — FE une variable
aléatoire, x € E' et A C E on notera :

— {X € A} ou (X € A) 'événement X (A) = {w € Q| X(w) € A};

— {X =12} ou (X = z) 'événement X 1 ({z}) = {w € Q| X (w) = z};

— {X <z} ou (X <z)lévénement {w € Q| X(w) <z} si"<"est une relation

sur F.

Ceci signifie que nous pourrons par exemple chercher a calculer la probabilité P(X € A)
de lévénement X 1(A); ces notations existent pour mettre accent que la partie
intéressante de I’étude d’une variable aléatoire n’est pas celle de son mécanisme mais
celle des valeurs qu’elle peut prendre, et avec quelle probabilité.

Définition XXIV.9. Soit X : () — F une variable aléatoire ; on appelle loi de X
I’application
Py : Z(E) — [0,1]
A—P(X € A).

Notation. Si X,Y sont deux variables aléatoires telles que Py = Py, on notera
X ~Y.

& Remarque XXIV.12. Laloi Px est caractérisée par la donnée de la distribution
de probabilités (Px({x}))scr = (P(X = 2)),ep. Sil'on a peur des ensembles infinis
(ce qui est triste), on peut remarquer que x parcoure en fait X ().

> Exemple XXIV.8. La loi de la somme X des résultats de deux dés a 6 faces
est donnée par la tableau suivant.
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T 2 3 4 |51 6 |7 8 911011 | 12

1 1 1 1715 |15 |1 1 1 1

PX=2) | o= | — | = | = | = | = | = || =|=|=
36 | 18 | 12 /9|36 | 6|36 |9 | 12| 18 | 36

Proposition XXIV.8. Soit X une variable aléatoire ; alors Px est une probabilité
sur X ().

Démonstration. 11 est rapide de vérifier que Px(X(Q2)) = P(X € X(2)) = 1. De
plus, si A et B sont deux événements incompatibles de X (2), alors :

d’ou le résultat. ]

& Remarque XXIV.13.

— X () est donc lui aussi un univers (fini).
— Par définition de probabilité, si A C F on a :

Px(A) =Y P(X =uz).

z€A

¢ Image d’une variable aléatoire par une application

Fixons une variable aléatoire X : 2 — E et une application f : F — F, F et F
étant deux ensembles quelconques. Alors 'application fo X : 2 — F est elle aussi
une variable aléatoire ; on la note (malheureusement) f(X). Oui, je sais, nous avons
affaire ici & une véritable hérésie notatoire.

Si Ae P(F) on a par ailleurs :
Prx)(A) = P(f(X) € A)
=P(X € f7(4))
=Px(f7'(4)).

Proposition XXIV.9. SoientX,Y : Q@ — FE deux variables aléatoires et soit
f+ E — F une application. Alors :

(X ~Y) = (f(X)~ fY)).

Démonstration. Immédiat d’aprés le calcul supra. O]

#y Exercice XXIV.8. Soit X la variable aléatoire correspondant & la somme des
résultats d’un lancer de deux dés a 6 faces. Déterminer la loi de X% — X.
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b) Zoologie des lois usuelles

¢ Loi uniforme

Définition XXIV.10. Soit £ un ensemble fini non vide. On dit qu'une variable
aléatoire X : () — F suit une loi uniforme si :

1

VeeE, P(X=z)= od(E)

Notation. La loi Py sera notée % (E) et on écrira X ~ %/ (F) pour indiquer que
X suit une loi uniforme. Si £ = [1,n], on écrira parfois % (n) au lieu de Z (E).

& Remarque XXIV.14. Si X ~ % (FE), on a, pour tout A C F,

card(A)
card(F)

Px (A) =

Py est donc une probabilité uniforme! sur E.
"® FExemple XXIV.9. Un lancer de dé équilibré & 6 faces suit la loi % (6).

# Exercice XXIV.9. Soit X ~ % (n) pour n > 0. Démontrer que X? suit une
loi uniforme sur un ensemble que 1’on précisera.

¢ Loi de Bernoulli

La loi décrite dans ce paragraphe est nommeée en ’honneur du mathématicien
suisse Jacques (ou Jakob selon son humeur) Bernoulli (1654—1705), qu’il ne faut
pas confondre avec son frére Jean (1667—1748, mathématicien et physicien) ou ses
neveux Daniel (1700—1782, médecin, physicien et mathématicien), Nicolas (1695—
1726, mathématicien) et (encore) Jean (1710—1790, mathématicien). La prochaine
fois que I'un de vos enseignants vous cite un "résultat de Bernoulli", demandez lui
"lequel 7" ; effet (et représailles) assuré(es).

Définition XXIV.11. Soit p € [0,1]. On dit qu'une variable aléatoire
X : Q — {0, 1} suit une loi de Bernoulli de parameétre p si

P(X =1)=p.

Notation. X ~ %(p)

i Exemple XXIV.10.
un lancer de piéce équilibrée suit une loi % (%) (reste a décider qui de pile
ou face correspond a 1 et qui correspond a 0);
— tirer une balle dans une urne en espérant qu’elle ait une couleur particuliére
suit une loi de Bernoulli.
— répondre & une question de QCM au hasard suit une loi de Bernoulli.

1. Surprenant, non?
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& Remarque XXIV.15.
— Si X ~ A(p), comme X () C {0, 1} alors on a nécessairement P(X = 0) = 1—p.
— Les lois de Bernoulli servent a modéliser les expériences aléatoires ayant exac-
tement deux issues (on parle souvent, arbitrairement, de "succes" et "échec",
mais cela reste une question de point de vue). Le paramétre p est alors la pro-
babilité de "succés" de notre expérience. Encore une fois, avoir un flash—back
arboricole ne semble pas déplacé.

#) Exercice XXIV.10. Soit A C Q; démontrer que 14 est variable aléatoire de
loi Z(P(A)).

¢ Loi binomiale

Définition XXIV.12. Soit p € [0,1] et n € N*. On dit qu'un variable aléatoire
X : Q — [0,n] suit une loi binomiale de parameétres n et p si :

k

Vke[0,n], P(X =Fk) = (”)pku — )k,

Notation. X ~ %(n,p)

& Remarque XXIV.16. La formule supra définit bien une probabilité sur [0, n] ;
en effet :

n

) <Z)pk(1 —p)T =kl =1

k=0
> Exemple XXIV.11. On considére une urne contenant N balles, dont r rouges
(r < N). Pour tout n € N*, la variable aléatoire X correspondant au nombre de

r
balles rouges tirées aprés n tirages avec remise suit la loi A (n, N)

¥ Remarque XXIV.17. La loi #(n,p) modélise le nombre de succés lors de
la répétition de n expériences indépendantes suivant une loi de Bernoulli Z(p).
D’ailleurs, #(1,p) = #(p), ce qui n’est pas anodin. Nous y reviendrons un peu plus
tard (cf. proposition XXIV.13).

c) Couples de variables aléatoires

Dans tout ce paragraphe, on fixe deux ensembles E et F' et deux variables aléa-
toires X : Q — F et Y : Q0 — F. On appelle couple associé a X et Y la variable
aléatoire suivante :

(X,Y):Q — ExF
w (X (w),Y(w)) .

Définition XXIV.13. La loi P(xy) du couple (X,Y) est appelée loi conjointe de
ce dernier. Les lois Py et Py sont quant a elles appelées lois marginales du couple
(X,Y).
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W Exemple XXIV.12. Le tableau infra décrit la loi conjointe d’un couple (X,Y)
de variables aléatoires a valeurs dans {0, 1,2}2.

P | X=0 X=1 X=2

Y =0 0.1 0.3 0
Y =1 0 0.2 0.2
Y =2 0.1 0 0.1

On y lit par exemple que P((X,Y) = (0,2)) = 0.1. On peut déduire de ces données
les lois marginales en sommant les probabilités rencontrées sur les lignes et colonnes
comme suit.

P X=0 X=1 X=2|Py
Y =0 0.1 0.3 0 0.4
Y =1 0 0.2 0.2 0.4
Y =2 0.1 0 0.1 0.2

Px | 0.2 0.5 03 [ X

& Remarque XXIV.18. De facon générale, il est toujours possible de déterminer
les lois marginales & partir de la loi conjointe : si a € X(2) on a

{(X=a}= || X=0aY =0

bEY (Q)

et donc :

Symétriquement, pour tout b € Y (2) on a :

P(Y=B)= » P(X,)Y)=(aD).

aeX(Q)

¥ ATTENTION : il nest par contre pas en général possible de reconstituer la loi
conjointe a partir de la seule donnée des lois marginales. Se référer a I’exemple
XXIV.12 pour un contre-exemple.

Proposition/définition XXIV.14. Soit A un événement tel que P(A) > 0 et
soit X une variable aléatoire; on appelle loi conditionnelle de X sachant A la
probabilité

Pxia: 2(X(Q)) — (0.1
B P(B|A).

& Remarque XXIV.19. Soit y € Y (). Alors

Y=y9= || (XY)=(z,9)

zeX (w)
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et donc

xeX(Q)

= ) BP(X=2)n(¥ =y)
zeX(Q)

= Y PY =y|X=2)P(X=2).
zeX ()

Ceci signifie que la donnée de Px et des lois conditionnelles de Y par rapport a X
permet de reconstituer Py (et symétriquement) ainsi que la loi conjointe P(x y).

¢ Généralisation aux n—uplets de variables aléatoires

Tout ce que nous venons d’exposer concernant les couples de variables aléatoires
se généralise aux n—uplets de telles objets. On conserve la notion de loi conjointe, et
on dispose désormais de n lois marginales. Les lois conditionnelles peuvent également
étre définies de facon analogue & ce qui a été fait supra. Les calculs auront une
facheuse tendance & impliquer des doubles, triples, quadruples sommes et autres
joyeusetés.

5.7 Indépendance

a) FEvénements indépendants

Définition XXIV.15. Deux événements A et B sont dits indépendants si
P(AN B) =P(A)P(B).

Notation. A1l B
& Remarque XXIV.20. SI P(B) > 0, alors
Al B < Pg(A) =P(A).

> Exemple XXIV.13.
— Les résultats donnés par deux lancers de dés successifs sont indépendants ;
— il en va de méme pour les résultats de tirages avec remise dans une urne.
— Nous invitons le lecteur a repenser au statisticien évoqué dans un paragraphe
précédent et & ses bombes.

Proposition XXIV.10. Soient A, B deux événements indépendants. Alors A et B
sont indépendants.
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Démonstration. 11 suffit de remarquer que :

P(A)

P(AN (BUB))

(ANB)U (AN B)
(AN B) +P(ANB)
(A)P(B) +P(ANB)

P
P
P
et donc :

O

Définition XXIV.16. On dit que des événements Ay, ..., A, sont mutuellement
indépendants lorsque :

VJC [ (ﬂA)zHIP(A

e ieJ

& Remarque XXIV.21.
— Il est clair que I'indépendance mutuelle d’une famille implique I'indépendance
deux & deux de ses éléments (prendre J de cardinal 2).
— La proposition XXIV.10 se généralise au cas de n événement smutuellement
indépendants.

¥ ATTENTION : laréciproque est cependant fausse. En effet, sur Punivers () = [1,4]

muni de sa probabilité uniforme, les événements A = {1,2}, B = {1,3} et C = {1,4}
sont deux & deux indépendants tandis que :

P(AN BN C) +£PAPB)PC).

b) Variables aléatoires indépendantes

Définition XXIV.17. Soient X et Y deux variables aléatoires; on dit que X et Y
sont indépendantes si :

V(iz,y) e X(Q) xY(Q), PX==zY =y =PX=x)PY =vy).

Notation. X 1LY
7 Remarque XXIV.22. Dans ce cas on a, pour tout y € Y(Q2), PPx|y—, = Px.

> Exemple XXIV.14. Si on lance deux fois un dé, la variable aléatoire cor-
respondant au premier résultat obtenu est indépendante de celle correspondant au
second.

cpge.webgirand.eu 423



MPSI Corot CHAPITRE XXIV. PROBABILITES

Proposition XXIV.11. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes.
Alors, pour tout A C X(2) et tout B C Y(§2) on a :

P((X,Y) € Ax B) =P(X € A)P(Y € B).

& Remarque XXIV.23. Ceci se reformule par :
P(X’y)(A X B) = ]ID)((A)]P)y(B) .
Démonstration. On a :

P(X,Y)€AxB)=> Y P((X,Y)=(a,b))

a€A beB

=> ) P(X=aY =0

a€A beB

=Y Y P(X =a)P(Y =b)

acA beB

g ()

a€A beB

=P(X € A)P(Y € B)

d’ou le résultat. O

Corollaire XXIV.11.a. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes.
Alors pour tout A C X(Q) et tout B C Y(2) les événements (X € A) et (Y € B)
sont indépendants.

Corollaire XXIV.11.b. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et
solent f : X(Q) — E et g: Y — F deux applications. Alors (X) et g(Y) sont
indépendantes.

c) Généralisation

Définition XXIV.18. Des variables aléatoires Xi,...,X, sont dites mu-
tuellement indépendantes (ou simplement indépendantes) si pour

toute famille d’entiers deux a deux distincts idy,...,5 € [1,n], tous
(@iyyeeoymyy,) € X (Q) X oo x X, (Q) on a:

]P)(Xu =Tj,- .. 7Xik = Izk) = H]P)(XzJ = xij) :
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& Remarque XXIV.24. Une telle famille de variables peut modéliser une suite
d’expériences aléatoires indépendantes. Ceci étant souvent modélisé par des arbres
en Terminale. ..

Proposition XXIV.12. Soient Xj,..., X, des variables aléatoires mutuellement
indépendantes. Alors pour toute famille (Ay,...,4,) € Z(X1(Q))x...x 2(X,(Q)),
les événements (X; € A;) sont mutuellement indépendants.

Démonstration. Trivial. O

Proposition XXIV.13. Soit p € [0, 1] et soient X1, ..., X,, des variables aléatoires
mutuellement indépendantes de loi #(p). Alors :

X1+ ...+ X, ~B(n,p).

Démonstration. On le fait par récurrence sur n. Le cas n = 1 a déja été traité et
si on suppose tout ceci vrai au rang n alors pour toute famille Xy,..., X, de
variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi %(p), en remarquant que la
variable X, est a valeurs dans {0, 1} on a, par incompatibilité, indépendance puis
hypothése de récurrence, pour tout k € [1,n + 1] :

PXi+..+ X1 =k)=P(X,11 =0, X1 +...+ X, =k)
+PX,=1,Xi4+...+X,=k-1)
=P(X,11 =0P(X1+...+ X, = k)
+P( X = DP(X1 + ...+ X, =k —1)

=(1-p) <Z)pk(1 —p)" " +p(k " 1)1)’“‘1(1 —p)"

() e
— (n Z 1)pk(1 —p)"

Si k = 0, on vérifie par un calcul rapide que tout fonctionne, ce qui permet de
conclure. [

Proposition XXIV.14 (Lemme des coalitions). Soient Xp,...,X, : Q@ — FE
des variables aléatoires mutuellement indépendantes, soit m € [1,n] et soient
f:E™— Fetg: E"™ — G deux applications. Alors :

f(Xl, Ce ,Xm)J_Lg(Xm+1, e 7Xn) .

& Remarque XXIV.25. Ce résultat, dont la preuve est pénible, se généralise au
cas de plus de deux "coalitions" (i.e applications).
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Chapitre XXV

Espaces préhilbertiens réels

1.7 Produits scalaires

a) C’est quoi?

Définition XXV.1. Soit £ un R-e.v; on appelle produit scalaire sur E tout
application ¢ : ' x E — R telle que :

(A) ¢ est une forme bilinéaire, i.c :
Vi,y.z € E,VAER, o(x+ Ay, 2) = ¢x, 2) + Ad(y, 2)

et
Vo, y,z€ E,VAER,  o(z,0+ \y) = ¢(z,2) + Ad(2,9) ;

(B) ¢ est symétrique, i.e :
v,y € B, o(x,y) = oy, z) ;
(C) ¢ est définie, i.e :
Ve e E, (¢(x,z)=0)= (z=0);

(D) ¢ est positive, i.e :
veru qb(ZE,IL‘)ZO

Notation. Le produit scalaire sur un R—e.v F de deux vecteurs =,y € FE sera
souvent noté (x, y), (x|y) ou x - y.

> FExemple XXV.1.
— Sur E = R" avec n € N*, on définit le produit scalaire canonique de deux
vecteurs © = (21,...,%,) et y = (y1,...,Yy,) comme :

(z,y) = Zxkyk-
k=1

Cette formule définit bien un produit scalaire sur R™ dont la définition coin-
cide avec celle vue en sciences appliquées pour les dimensions 2 et 3. Notons
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également que si I'on identifie R™ & ., ;(R) on a la formule :
Vao,y €R™, (z,y)=z"y.

— Sur E = %°([a,b]), on a le produit scalaire suivant :

6 (f.g) / f(Hg(t) dt

& Remarque XXV.1. Siz € F et (-, -) est un produit scalaire sur E, on a :
(

(,0)=

z,2-0)

=2(z, 0)
et donc (z, 0) =0 = (0, z).

#1 Exercice XXV.1. Démontrer que Papplication suivante est un produit scalaire

sur Ay ,(R) :
()Y MyyR)? — R
(A,B) — Tr(A"B) .

Définition XXV.2. On appelle espace préhilbertien réel la donnée d’un couple
(Ev <'7 >)7 ou :

— FE est un Re.v;

— (-, +) est un produit scalaire sur F.
Si de plus E est de dimension finie, on parle d’espace euclidien.

> Fxemple XXV.2. L’'exemple précédent met en exergue une structure d’espace
préhilbertien réel sur °([a, b]) une structure d’espace euclidien sur R™.

& Remarque XXV.2. Lorsque la donnée du produit scalaire sera sous—entendue/"évident",

nous 'omettrons.

# Exercice XXV.2. Démontrer que l'application suivante induit sur R,[X] une
structure d’espace euclidien :

<-,~>:(P,Q)H/0Pt

b) Inégalité de Cauchy—Schwarz

L’inégalité qui suit est nommée en 'honneur du mathématicien francais Augustin
Louis Cauchy (1789—1857) et de son confrére allemand Hermann Amandus Schwarz
(1843—1921), qu'il serait de bon ton de ne pas confondre avec Laurent Schwartz
(mathématicien frangais, 1915—2002).

Proposition XXV.1 (Cauchy—Schwarz). Soit £ un espace préhilbertien réel ; alors
pour tous x,y € F/ on a :

(@, 9)° < (z,2)(y.y)

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.
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Démonstration. Commencons par remarquer que si y = 0, la proposition est rela-
tivement aisée & démontrer (méme en cas d’électroencéphalogramme plat). Dans le
cas contraire, remarquons que si A € R on a :

0<{(z+ Ay, s+ y) = (z,2) + 2\ (z,y) + N> (y, ) .

Nous avons donc la un trinéme du second degré en A de signe constant (positif) :
son discriminant est donc négatif ou nul, i.e

Az, )’ =4z, )y, y) <0

ce qui nous livre 'inégalité désirée.

Concernant le cas d’égalité, ce dernier se produit si et seulement si le discriminant
supra est nul, et donc si et seulement si notre trindme admet une racine double, z.e
un réel a tel que :

(r+ay,x+ay)=0.

Par caractére défini du produit scalaire, on a donc que x + ay = 0, d’ou le résultat.
O

> Exemple XXV.3. Nous pouvons appliquer ce résultat aux produits scalaires
vus dans le paragraphe précédent, obtenant les inégalités suivantes :

— Ve = (x1,...,20),y = (Y1, -.,Yn) € R,

(Z :ckyk) < (Z :l?i) (Z yi) ;
— Vf,g€%€°(a,b]),

( / ' roate) dt)2 < ( / b f(t)th> ( / 1) dt) |

— VA, B e #,(R),
Tr(A"B)? < Tr(A"A)Tr(B'B).

% Exercice XXV.3. On note 2(N) I'ensemble des séries S u,, de nombres réels
telles que > u? converge.

1. Démontrer que ¢?(N) est une R-algébre commutative.

2. Etablir que Iapplication suivante définit un produit scalaire sur A(N) :

o
(u,v) — Z Up Uy -
n=0

c) Norme euclidienne

Définition XXV.3. Soit (F, (-, -)) un espace préhilbertien réel ; on appelle norme
euclidienne associée au produit scalaire (-, -) sur E la fonction :

|- E— Ry

r =/ (x, ).
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> Exemple XXV.4.
— Soit = (x1,...,2,) € R™; alors la norme de x associée au produit scalaire
canonique est :

] =

— de méme, si f € €°([a,b]), on pose :

b
1]z = / f(t)2dr.

Il s’agit de la norme associée au produit scalaire vu précédemment sur cet
espace.

& Remarque XXV.3. Notons (avec soulagement) que la norme associée a un
produit scalaire est bien définie par positivité de ce dernier.

# Exercice XXV.4. Exprimer a l'aide des coefficients de A € .#,(R) sa norme
associée au produit scalaire (A, B) + Tr(A' B).

Proposition XXV.2. Soit £ un espace préhilbertien réel et soit x,y € E. Alors :
(@) =] = 0;
(i) (=] = 0) & (z = 0);
(iii) VA € R, ||Az]| = || ||z|| [homogénéité];
)z +yl < =] + ||| [inégalité triangulaire].

(iv

Démonstration. Tout est trivial sauf I'inégalité triangulaire, qui découle de I'inégalité
de Cauchy—Schwarz (proposition XXV.1) comme suit :

r+y,r+y)

x) +2(z,y) +(y, y)
||w||2+2<x y) + llyl?
|2]1* + 23/ (2, 2) {y, v) + |yl
l]1* + 2l (| |yl + lly]I*
(Nl + Nylh)?.

o+ ylI* =

(
= (z,

IA

]

#1) Exercice XXV.5. En s'inspirant des résultats analogues vus dans les chapitres
[IT et VI, démontrer que si x,y sont deux points d’un espace préhilbertien réel on
a:

lz =yl = [llzll = [lyll]-

& Remarque XXV .4.
— Le cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire se produit lorsque il y a éga-
lité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz, i.e si et seulement si x et y sont
colinéaires.
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— Muni de la norme associée & un espace préhilbertien réel F, il nous est possible
de reformuler 'inégalité de Cauchy—Schwarz (proposition XXV.1) de la fagon
suivante :

Ve,y € B, [{z, y)| < [lzllllyl-

On en déduit que, si x,y # 0 :
(z,y)
[l Iy

ce qui indique que la quantité suivante, appelée écart angulaire entre = et

y, est dans [0, 7] :
0, = arcos ( &, y) ) € [0,7].
eI

En dimension 2 ou 3, ceci coincide avec la notion éponyme vue en sciences
appliquées.

e [-1,1],

| Définition XXV.4. Un vecteur de norme 1 est dit unitaire.

& Remarque XXV.5. Un vecteur non nul u d'un espace préhilbertien réel est
colinéaire a exactement deux vecteurs unitaires : m et —ﬁ. Notons que ce résultat
n’est vrai que parce que nous travaillons sur des R—e.v.

— U
=]l
ce qui entraine qu’il existe § € R tel que x = cos(#) et y = sin(#). On en déduit que
I'on peut écrire x = r cos() et y = rsin(f), avec r = ||u||. Le couple (r, 8) détermine
le vecteur u ; on parle de coordonnées polaires de ce dernier.

De plus, en dimension 2, si I'on pose (z,y) on a naturellement z? + y? = 1,

d) Distance euclidienne

Définition XXV.5. Soit £ un espace préhilbertien réel; on appelle distance eu-
clidienne sur F 'application

d:ExE—R,
(z,y) = |ly — =]l .
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> Exemple XXV.5. On retrouve sur R? et R? la notion de distance vues en
sciences physiques et de 'ingénieur.

Proposition XXV.3. Soit E un espace préhilbertien réel et soient z,y,z € FE.
Alors :

(i) d(z,y) = 0;

Démonstration. Tout ceci découle trivialement des propriétés de la norme eucli-
dienne. O]

# Exercice XXV.6. Soit f : x — z et g : & — 22. Déterminer d(f,g) dans
([0, 1]).

e) Formulaire

Nous concluons ce paragraphe par une compilation de formules usuelles, dont la
démonstration est laissée a la discrétion du lecteur, qui se révéleront sans nul doute
fort utiles en pratique. Pour tout espace préhilbertien réel F et tous z,y € F, on a :

(1)

Iz +yll* = ll2l* + 2 (=, y) + llyll*;

(i)
o = ylI* = llz]* = 2 (z, y) + [yll*;
(iii)
1 2 2 2
(@, y) = Uz +yl” = ll=lI” = llyl*) ;

1
(v, 9) = 7z +yl* = llz = yl*);

Iz + yll* + llz = ylI* = 2([l=]* + Iy ]I*) -

Les égalités (iii) et (iv) sont appelées formules de polarisation et établissent le
fait que la donnée d’un produit scalaire est équivalente a celle de sa norme euclidienne
associée. Le point (v) est connu sous le nom d’identité du parallélogramme et
peut étre visualisée géométriquement en dimension 2 (cf. infra).
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i %oy
)
/~
Ve
l\ L
\
\

2.7 Orthogonalité

’On fixe dans ce paragraphe un espace préhilbertien réel F.

a) Vecteurs orthogonaux

Définition XXV.6. Deux vecteurs x,y € E sont dits orthogonaux si (z, y) = 0.

Notation. Si x et y sont orthogonaux, on notera z_Ly.

> Exemple XXV.6.
— Les vecteurs (1,0) et (0,1) sont orthogonaux dans R?;

— les fonctions z — 2 et & — x sont orthogonales dans €°([—1, 1]) (mais pas
dans €°([0,1])).

& Remarque XXV.6.
— Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur de E. Réciproquement, si x € F
est orthogonal & tout vecteur de E, alors (z, x) = 0 et donc z = 0.
— Comme le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique on a, pour
tous z,y € E, (xLy) < (yLx).

— Si x,y # 0 sont orthogonaux, 6,, = g

#1 Exercice XXV.7. Soit E un espace euclidien.

1. Pour a € E, montrer que I'application

Yo F—R
x— (a, x)

est une forme linéaire.

2. Démontrer que a — ¢, réalise un isomorphisme (canonique) de E vers son
dual E*.
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w Correction :
1. Trivial

2. On vérifie que Ker(p) = {0} car 0 est le seul vecteur orthogonal a tout élément
de E. L’application ¢ est donc injective, ergo bijective car dim(E) = dim(E™).

Définition XXV.7. Une famille (x;);c; de vecteurs de E est dite orthogonale si :
V(i,j) € I?, (i # j) = (v;Lx;).

Si de plus les z; sont tous unitaires, on parle de famille orthonormeée (ou ortho-
normale).

& Remarque XXV.7. Une famille (z;);cs € E' est donc orthonormeée si et seule-
ment si :
V(i j) € I?, (i, 5) = di .
> Exemple XXV.7.
— La base canonique de R™ est orthonormée pour le produit scalaire canonique.
— La famille (z — 23,2 +— 1,2+ x7) n’est pas orthogonale dans ¢°([—1,1]).

Proposition XXV.4. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre. I

Démonstration. Soit (z;)ic; € E! une famille orthogonale telle que Vi € I, z; # 0.

Alors, si il existe Ay,..., A\, € Ret iy,...,43, € I tels que > A\yz;, = 0 on a, pour

k=1
tout j € [1,n] :
n
0= < )\kl’zk ; xij>
k=1
n
= Me(wi,, i)
k=1 S———r
=0 si k#j
2
= Ajllzy, |
et donc A; = 0, ce qui livre le résultat voulu. O

Le théoréme suivant est nommé en ’honneur du philosophe grec Pythagore de
Samos (VI® siécle avant J.—C.), auquel on attribue le cas particulier du triangle en
dimension 2. On trouve cependant des traces d’un résultat similaire & ce dernier
plus de mille ans auparavant en Mésopotamie. Concernant la démonstration, la plus
ancienne qui nous soit connue est due a Euclide (300 av. J.-C.).

Théoréme XXV.5 (Pythagore).
Soit (x1,...,z,) une famille orthogonale de vecteurs de E. Alors :

2 n
=D Izl
k=1

n
>
k=1
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& Remarque XXV.8. Si n = 2, la réciproque est vraie : en effet, pour toute
famille (z,y) € E? telle que ||z + ?/H2 |z]|* + [|y]|*, on a

1
(w,9) = 5z +yl” = ll* = llyll*)

1
= 5(l=1” + llgl® = lll* = llyII*)
=0

et donc (z,y) est orthogonale. Ceci devrait rappeler au lecteur quelques souvenirs

collégiens.
=1 j=1
Z <xk ) x]>

k=1 ]:1 v
=0 si j#k

=D {wx, @)

[EA[
k=1

Démonstration. Calculons :

3

3

S

b) Orthogonal d’une partie

Définition XXV.8. Soit A C F une partie de E. On appelle orthogonal de A
I’ensemble

L—{yeB|VreA, (z,y) =0}

& Remarque XXV.9. L’orthogonal de A est donc I’ensemble des vecteurs de F
orthogonaux a tous ceux de A.

"# Exemple XXV.8. Posons A = {(1,1,—1)} € R3. Alors, pour tout (a, b, c¢) € R3,
on a:

(a,b,c) € AX < ((1,1,-1), (a,b,c)) =0
Sa+b—c=0

et donc At est hyperplan de R? d’équation o +y—z = 0. Une base de cet hyperplan
est ((1,0,1),(1,1,-2)).

#y Exercice XXV.8. Déterminer Porthogonal du plan d’équation z 4 2y — z = 0
dans R3.
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Proposition XXV.6. Soient A, B € #(E). Alors :
(i) B+ ={0} et {0} =
(i) A+ est un s—e.vde E;

)

(iii) (A C B) = (Bt c At);
) A
) A

At = Vect(A)*;
C (AH)*-.

(iv

(v

Démonstration.
(i) Immédiat.

(i) At est bien une partie de A contenant 0. De plus, pour tous 7,y € At et A € R
on a :

Vae A, (z+ Ny, a) = a)y+ Ay, a)

{z,
=0

et donc z + \y € A+, d’ou le résultat.

(iii) Supposons A C B et fixons z € B+. Alors, pour tout y € B, (x,y) = 0 et
donc, comme A C B, ceci reste vrai pour tout y € A. In fine, B+ C A*.

(iv) Comme A C Vect(A), on par le point précédent que Vect(A):t C AL, Ré-
ciproquement, tout vecteur orthogonal & A sera (par bilinéarité du produit
scalaire) orthogonal & toute combinaison linéaires d’éléments de cet ensemble,
d’otu 'inclusion réciproque.

(v) Soit z € A ety € A+, Alors (z, y) = 0 et donc x Ly, ce qui entraine que
r e (AL)*t
[

c) Algorithme de Gram—Schmidt

Le procédé exposé ici a été publié en 1883 par le mathématicien danois Jgrgen
Pedersen Gram (1850—1916) avant d’étre reformulé par Erhard Schmidt (allemand,
1876—1959). On trouve un procédé analogue dans les écrits de Pierre-Simon de La-
place (mathématicien, astronome et physicien francais, 1749—1827). Il permet, étant
donné une base d’un espace euclidien, de la transformer en une base orthogonale ou
orthonormée de ce méme espace (on parle parfois de procédé d’orthonormalisa-
tion).

Théoréme XXV.7 (Gram-Schmidt).
Soit E un espace préhilbertien réel et soit # = (eq,...,e,) une famille libre E.
Alors il existe une famille orthogonale %' = (uy,...,u,) de E telle que :

VEk € [1,n], Vect(ey,...ex) = Vect(uy, ..., ux).
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Démonstration. Posons u; = ey, puis pour tout k € [1,n — 1] :

k

e U;
Uk+1 = €41 — Z %Uz .
i=1 i

Nous démontrons ensuite par récurrence sur k € [1,n] que :
(i) Vect(ey,...er) = Vect(uq, ..., ux);
(ii) ug € {uy,...,up_1}+ pour k > 2.
— k=1 : trivial.
— Supposons la propriété vraie au rang k; le premier point est alors vérifié au

rang k + 1 par construction de ug,1, il ne nous reste donc plus qu’a vérifier
la condition d’orthogonalité. Pour ce faire, fixons j € [1, k] et notons que :

k

{ers1, ui)
(Ut uj) = <6k+1 - Z WM, U,

=1

k
ek-‘rl 3 ul
(ers1, Uy , Uj)
i) ; w;)? Hl,_ﬂ
=0 si i#j
(er1, wi) 1o
= (ekt1, uj) — 5 llug
’ [T
=0
d’ou le résultat. Notons que la famille (ui,...,u,) est bien une base car
orthogonale (donc libre) et génératrice car Vect(ey, . ..e,) = Vect(uy, ..., uy).

]

& Remarque XXV.10. L’expression des vecteurs u; peut étre obtenue par analyse—
synthése, en cherchant uyq sous la forme ex,; + w, avec w € Vect(uy, ..., ug).

"® Exemple XXV.9. Il est possible d’orthogonaliser la base ((1,0),(1,1)) de R?
pour le produit scalaire canonique grace a ce procédé : on obtient uy = (1,0) et

(L), (L)
Lo Y

Corollaire XXV.7.a. Tout espace euclidien admet une base orthonormée. I

Démonstration. Nous savons par le théoréme de la base incompléte (XIX.2) qu'un
tel espace admet une base. Via lalgorithme de Gram—Schmidt (théoréme XXV.7),

nous obtenons une base orthogonale de E, notée (uy, ..., u,). Une base orthonormée
u u
de E est alors donnée par la famille (—1, e —n) O
[ ] [[n |

%1 Exercice XXV.9. Déterminer une base orthonormée de Ry[X].
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& Remarque XXV.11. Soit & = (é1,...,e,) une base orthonormeée d’un espace
euclidien F et soit z Y € F; il existe de falt une unique famille x1,... 2z, y1,. .. Yn
de réels telle que x = Z xie; ety = Z y;e;. Avec ces notations, il est aisé de vérifier

=1 i=1
les formules (utiles) suivantes :

Vie[l,n], x={(x,e);

& Remarque XXV.12. Pour i € [1,n], Papplication :  — (z, €;) est en fait la
forme coordonnée e?.

3.7 Projecteurs orthogonaux

’On fixe dans ce paragraphe un espace préhilbertien réel F.

a) Supplémentaire orthogonal d’un s—e.v

Proposition XXV.8. Soit F' un s—e.v de £ de dimension finie. Alors :

FoF-=E.

Démonstration. On vérifie que F'N F+ = {0}. De plus, si x € E et que (ey,...,e,)
est une base orthonormée de F' alors

n

yzZ(:c,eZ)eiEF

=1

et pour tout j[1,n] on a :

In fine, on a :

r=r—y+ y
~——
cFL er
d’ou le résultat. O
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Vocabulaire. F'* est appelé supplémentaire orthogonal de F.

& Remarque XXV.13. Il y a unicité du supplémentaire orthogonal.

Proposition XXV.9. Soit E un espace euclidien et soit F' un s—e.v de E. Alors;
(i) dim(F+) = dim(E) — dim(F);
(i) (FHt=F.

Démonstration.
(i) Découle immédiatement de la proposition XXV.8.

(ii) Nous avons vu (proposition XXV.6) que F C (F*)t. De plus, on déduit du
point précédent que dim((F+)*+) = dim(F), ce qui permet de conclure.

]

i Exemple XXV.10. Dans R?, le supplémentaire orthogonal d’un plan est
I'unique droite vectorielle perpendiculaire (au sens vu dans le secondaire) a ce der-
nier.

Vocabulaire. Tout vecteur unitaire engendrant le supplémentaire orthogonal a un
hyperplan est appelé vecteur normal a ce dernier.

& Remarque XXV.14. Soit H un hyperplan et soit a un vecteur normal & H. Alors
si # = (e1,...,e,) est une base orthonormée de E dans laquelle les coordonnées de
asont ay,...,a, € Ron a:

‘v’ac:ineieE, re€H<< (x,a)=0
i=1

n
=1

On obtient ainsi une équation de '’hyperplan a ’aide des coordonnées de son vecteur
normale dans une base orthonormée.

Définition XXV.9. Soit F' un s—e.v de E de dimension finie; alors on appelle
projecteur orthogonal sur F le projecteur sur F' parallélement a F-+.

& Remarque XXV.15.
— Pour tout x,y € E on a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

(i) y =p(x);
(i) (ye F)A(x —y € FL).
— Soit # = (uq,...,ux) une base orthogonale de F'. On a alors (cf. démonstra-

tion de la proposition XXV.6), pour z € E et si p est le projecteur orthogonal
sur F :

=1
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Toute similarité avec les formules apparaissant dans I'algorithme de de Gram-—
Schmidt (théoréme XXV.7) est violemment non fortuite. Similairement, si
F = 9, est une droite, on a :

(z,¢)

le]|?
formule qui devrait titiller les souvenirs du lecteur relatifs aux sciences appli-
quées. Pour finir, on peut obtenir le projecteur p’ sur 'hyperplan H = 2+
via :
(z, ¢)

€
le]l?

Vee B, p(x)

€,

Vee E, p(r)=z-

b) Distance & un s—e.v

Définition XXV.10. Soit F un s—e.v de E et soit x € E. On appelle distance de
r a F la quantité
d(z, F)) = inf{d(z,y) |y € F} .

& Remarque XXV.16. Cette borne inférieure existe bien. Pourquoi?

® Fxemple XXV.11. On se place dans l'espace E = £°([0, 1]) muni du produit

scalaire (f, g) — /1 f(t)g(t)dt et on pose :
0
Ne N} |

N 2"
0 n:

On peut alors vérifier par inégalité de Taylor-Lagrange (proposition XX.20) que
d(exp, F') = 0 et pourtant exp ¢ F.

Proposition XXV.10. Soit F' un s—e.v de F de dimension finie, soit © € F et
soit p le projecteur orthogonal sur F. Alors on a :

Yy e F, d(z,y) > d(z,p(x))

avec égalité si et seulement si y = p(z).

& Remarque XXV.17. Cela signifie que le point p(z) est 'unique vecteur de F
minimisant la distance a x et que :

d(z, F) =d(z,p(x)).
Démonstration. Soit y € F'; alors :
d(z,y)* = lly — |

= Ity — p(x)) + (p(z) — 2)|”
= lly = p(@)|* + lIp(z) — |
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d’aprés le théoréme de Pythagore (XXV.5). Ceci se reformule :

d(z,y)* = d(y, p(x))? + d(z, p(x))?
d’ou le résultat. ]

® ArTENTION : Le projeté orthogonal sur F' est bien défini car F' est de dimension
finie.

> Exemple XXV.12.
— Si H est un hyperplan d'un espace euclidien E et que e € E est tel que
H* = 9, (on dit que ¢ est normal & H), on a :

Ve e E, dx, H) _ . a9l

€
le]

— Si e € E alors (calcul en exercice) :

Ve e B, dz, 2.) = Hg; _ = €>6H

le]l?

_ llalPlel? = @

el

#) Exercice XXV.10. Calculer les quantité suivante :

(a) inf /0 7T(:1:' —acos(x) — bsin(x))*dx ; (b) inf /0 (t* —at — b)*dt.

a,bER a,beER
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Chapitre XXVI

Espérance, variance

On fixe dans ce chapitre un espace probabilisé (€2, P) fini.

1.- Espérance

a) Notion d’espérance

Définition XXVI.1. Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe ; on appelle
espérance de X la quantité

E(X)= ) «P(X =uz).

zeX(Q)

"® Exemple XXVI.1. Si X ~ % (n), on a :

& Remarque XXVI.1.

— De facon générale, 'espérance de X est la moyenne de ses valeurs pondérée
par leur fréquence (cette derniére étant donnée par la loi de X).
— L’espérance de X ne dépend que de sa loi.

Vocabulaire. Si E(X) = 0, on dit que la variable aléatoire X est centrée.

Proposition XXVI.1. Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe ; alors :

E(X) =) P{whX(w).

we
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Démonstration. On a :

> PwhX(w) = ) Z P({w})

weN z€X(Q) weX~1({z})

- Y Y )

z€X(Q) weX~1({z})

=2 v D, Plw)

2€X(Q) wex-1({z})

= 3 2P(X({a})

zeX(Q)

d’ou le résultat. ]

#n Exercice XXVI.1. Soit A C Q. Démontrer que E(14) = P(A).

b) Zoologie

o Variable (presque) constante

Définition XXVI.2. Une variable aléatoire est dite constante presque stire-
ment si il existe m € C tel que P(X =m) = 1.

& Remarque XXVI.2. Il est aisé de démontrer que si X est constante presque
strement égale & m € C alors E(X) = m. On en déduit que pour toute variable
aléatoire réelle ou complexe Y on a :

¢ Loi uniforme

Proposition XXVI.2. Soient zy,...,z, € C et soit X ~ % (xy,...,x,). Alors :

& Remarque XXVI.3. Il s’agit de la moyenne arithmétique des valeurs de X.

¢ Loi de Bernoulli

Proposition XXVI.3. Soit p € [0,1] et soit X ~ A(p). Alors :

E(X)=p.
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Démonstration. 11 suffit de remarquer que :

E(X)=0xP(X =0)+1xP(X =1)=p.

¢ Loi binomiale

Proposition XXVI.4. Soit p € [0,1] et n € N*. Alors, si X ~ %#(n,p) on a :

E(X) =np.

Démonstration. On a :

500 = 3 k(oo

- n! k —k
— _— 1— n
;kk!(n—k)!p( p)

B “ (n—1)! .
- ;”(k “ D —1— (k- 1))!pk(1 -

— (n—1 E—1 —1—(k—1)
np 521 (k B 1)19 (1-p)

np(p+1—p)""
d’ou le résultat. O]
2.7 Propriétés de 'espérance

a) Propriétés élémentaires

Définition XXVI.3. Un événement A C € sera dit presque sir si P(A) = 1.

> Exemple XXVI.2. La variable aléatoire comptant le nombre de fois ot une
piéce équilibrée tombe sur la tranche parmi 42 lancers est nulle presque stirement
dans le modéle précédemment établi pour cette expérience aléatoire.

& Remarque XXVI.4. Avec cette terminologie, on peut dire que connaitre la loi
d’une variable aléatoire revient & connaitre cette derniére presque stirement.

Proposition XXVL.5 (Linéarité de I'espérance). Soient X, Y deux variables aléa-
toires réelles ou complexes et soit A € C. Alors :

E(X + A\Y) = E(X) + AE(Y).
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Démonstration. On a :

E(X +AY) =) P{wh)(X(w) + AY ()

weN

d’out le résultat. O

Proposition XXVI.6. Soit X une variable aléatoire réelle telle que X > 0 presque
strement (i.e P(X >0) =1); alors :

(1) E(X) >0;
(ii) E(X) =0 < X est nulle presque sirement (i.e P(X =0) =1).

Démonstration. Posons X (Q) = {xy,...,z,}. Alors la quantité
E(X) =) =, P(X =)
k=1

est une somme de termes positifs, d’ou le résultat. O

Corollaire XXVI.6.a (Croissance de 'espérance). Soient X, Y deux variables aléa-
toires réelles telles que X <Y presque strement ; alors E(X) < E(Y).

& Remarque XXVI.5. On retrouve ainsi ’espérance d’une variable aléatoire de
loi binomiale a I’aide de la proposition XXIV.13.

# Exemple XXVI.3. Soient X,Y ~ % (6); alors E(X +Y) = 7. Nous venons
de déterminer la somme moyenne des résultats de deux dés a 6 faces.

b) Lemme de transfert

Proposition XXVI.7 (Lemme de transfert). Soit X : 2 — E une variable aléatoire
quelconque et soit ¢ : £ — R une application. Alors :

& Remarque XXVI.6. La somme supra est bien une somme finie, car si x ¢ X (Q),
P(X =x)=0.

Démonstration. Posons X () = {x1,...,2,}. Alors, si 'on pose pour k € [1,n]

Ay ={X =z, ona:
X = Z.I‘k]lAk
k=1
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et done :

o(X) =3l La,
k=1

Ainsi :

B(o(X)) = B (zmmk)
k=1
k=1

= olar)P(Ay)

d’aprés le résultat de I'exercice XXVI.1. On en déduit le résultat. O

& Remarque XXVL7.
— Une conséquence importante du lemme de transfert est que l'espérance de
©(X) est totalement déterminée par la loi de X et la fonction ¢.
— Noter que le lemme de transfert s’applique au cas ou X est un couple ou un
n—uplet (se placer sur un espace produit a 'arrivée).

> FExemple XXVI.4.
— Soit X ~ % (n). Alors :

— Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe. Alors :

E(X|)= ) [e[P(X=2)

zeX(Q)

v

Z P(X = )

zeX(Q)
et donc on obtient une "inégalité triangulaire" :
E(X)| <E(1X]).

# Exercice XXVI.2. Soient X,Y ~ % (n) deux variables aléatoires indépen-
dantes ; déterminer E(XY?).

c) Inégalité de Markov

La proposition infra est ainsi nommée en I'honneur du mathématicien russe
Andrei Andreievitch Markov (1856—1922), connu comme 1'un des pionniers de la
théorie moderne des probabilités (on lui doit notamment la notion de processus
stochastique).
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Théoréme XXVI.8 (Inégalité de Markov).
Soit X une variable aléatoire réelle telle que X > 0 presque stirement et soit ¢ € RY.
Alors :

Démonstration. Posons A = {x € X(Q)|x > t}. Alors :
tP(X >t) =t ) P(X =x)

€A

= tP(X =)
< ZaﬂP’(X =)

z€A

< E(X)
d’out le résultat. O

& Remarque XXVI.8. Soit X une variable aléatoire réelle. Alors on a, par
exemple, que :

P(X > 100E(X)) < —.
(X > 100B(X)) < -
Ceci nous permet d’estimer la répartition des valeurs de notre variable aléatoire X
et de visualiser la fagon dont la probabilité d'un écart a la moyenne donné évolue.

d) Lien a ’indépendance

Proposition XXVI.9. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles ou complexes
indépendantes. Alors E(XY) = E(X)E(Y).

® ATTENTION : I'indépendance est ici essentielle. Si X ~ Z(p), on a E(X?) = E(X) = p
car X? = X presque stirement. Pour peu que p ne soit pas égal & 0 ou 1, on a donc
E(X?) # E(X)2

Démonstration. Posons X () = {z1,...,2,} et Y(Q) = {vy1,...,Ym}. Alors, en
appliquant le lemme de transfert au couple (X,Y") on obtient :

E(XY) =) "> wyP(X =, Y = yi)

k=1 (=1

par indépendance. In fine, on a donc :

E(XY) = <Zn: rP(X = :Bk)) <§: yP(Y = yg))

(=1

— E(X)E(Y).
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¥ ArrENTION : la réciproque est FAUSSE : si X = m presque stirement pour un
certain m € R on a E(X?) = m? = E(X)? et pourtant X n’est pas indépendante
d’elle méme (avouez que ce serait sympathique, mais le monde est injuste).

& Remarque XXVI.9. Ce résultat se généralise au cas de n variables aléatoires
mutuellement indépendantes.

3.7 Variance

a) C’est quoi?

Connaitre I'espérance d’une variable aléatoire réelle X nous permet d’avoir une
idée de ’endroit moyen ou se situent ses valeurs : c’est ce que I’on appelle un para-
métre de position. Une telle donnée, bien qu’utile, n’est en général pas suffisante
pour étudier finement le comportement de notre variable aléatoire malgré 1’existence
d’outils tels que I'inégalité de Markov (théoréme XXVI.8). La question qui nous pré-
occupe dans ce paragraphe est la suivante : comment diable sont réparties les valeurs
de X 7 Sont—elles resserrées autour de la moyenne ? Fortement dispersées ? Les quan-
tités nous renseignant a ce sujet sont traditionnellement appelés paramétres de
dispersion.

Une premiére idée pourrait étre de déterminer 1’espérance de la variable aléatoire
réelle ou complexe | X — E(X)|; celle se révele hélas en général d'une étude assez
pénible. C’est pourquoi nous introduisons les quantités infra, dont nous dédierons
cet ultime paragraphe de 'année a ’étude.

Définition XXVI1.4. Soit X une variable aléatoire réelle ; alors on appelle variance
de X la quantité
V(X) =E((X - E(X))?)

et écart—type de X la quantité :

Vocabulaire. Une variable aléatoire réelle de variance égale a 1 est dite réduite.

& Remarque XXVI.10. Si nous souhaitions parler comme les physiciens, nous
pourrions dire que o(X) est de méme unité/dimension que X. Cette quantité repré-
sente 1’écart moyen entre deux valeurs prises par la variable aléatoire X.

Le résultat infra est nommé en 'honneur du mathématicien (et éléve de Jean
Bernoulli, premier du nom) allemand Johann Samuel Kénig (1712—1757), connu
entre autres pour avoir traduit les éléments d’Euclide et du mathématicien, astro-
nome et physicien néerlandais Christiaan Huygens (1629—1695), inventeur de la
premiére horloge a pendule.

Théoréme XXVI.10 (Koénig-Huygens).
Soit X une variable aléatoire réelle ; alors :

V(X)=E(X?) —E(X)*.
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Démonstration. On a :

E((X - E(X))%)
(X2 —2XE(X) +E(X)?)
E(X?) - 2E(X)* 4+ E(X)?
E(X2) — E(X)2.

V(X)

]

> Exemple XXVI.5. Si X correspond a la somme des résultats de deux dés a 6

35
faces indépendants, on a V(X)) = 5 et o(X) ~ 2.4.

Proposition XXVI.11. Soit X une variable aléatoire réelle et soient a,b € R.
Alors :

(i) V(aX +b) = a*V(X);
(ii) o(aX +b) = X).

jalo(

Démonstration. 11 s’agit d’un calcul direct. O]

Corollaire XXVI.11.a. Soit X une variable aléatoire réelle telle que o(X) > 0;
X — E(X)
o(X)

alors la variable aléatoire est centrée réduite.

b) Zoologie
¢ Variable presque constante

Soit X une variable aléatoire réelle telle que X = m presque stirement pour
un certain m € R. Alors, il découle de la formule de Konig-Huygens (théoréme
XXVI10) que V(X) = o(X) = 0. La réciproque est, pour une fois, vraie.

Proposition XXVI.12. Soit X une variable aléatoire réelle telle que V(X) = 0.
Alors X est constante presque stirement.

Démonstration. Posons Y = (X — E(X))?; alors E(Y) = V(X) =0 et donc Y =0
presque stirement d’apreés la proposition XXVI.6, d’ou le résultat. O

¢ Loi de Bernoulli

Proposition XXVI.13. Soit p € [0, 1] et soit X ~ HB(p). Alors V(X) = p(1 — p).

Démonstration. 11 suffit de faire le calcul en remarquant que X? = X presque sfire-
ment. [
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¢ Loi binomiale

Proposition XXVI.14. Soit p € [0,1] et soit n € N*. Alors, si X ~ %(n,p) on a
V(X) =np(1 —p).

Démonstration. On a, par lemme de transfert (proposition XXVL.7) :
E X2 — 2 (T k(1 _ . \n—k
)=kt

k=0
- ny Kk n—k

:Zk(k—1+1)(k>p (1—p)
k=0
B n B n

=Y kk—1 F(1—p)ynk k k(] — p)n—h
’; ( )(k)p( p) +; (k>p( p)

. n(n— 1) (Z - §>p’f<1 )

]

& Remarque XXVL11. Si X ~ B(n,p) on a o(X) = /p(1 —p)v/n = o(n)
lorsque n — oo. Cela signifie que les écarts entre les valeurs prises par X et 1'espé-
rance E(X) sont faibles devant sa moyenne. A titre d’exemple, pour n = 10000 et

1
pzionaE(X):5OOOetU(X):5O...

c) Inégalité de Bienaymé—Tchebychev

Le résultat présenté dans ce paragraphe est nommé en 'honneur du mathéma-
ticien frangais Irénée-Jules Bienaymé (1796—1878), connu pour ses contributions a
la théorie des probabilité et & la statistique, et de son homologue russe Pafnouti
Lvovitch Tchebychev (1821—1894), dont les travaux ont porté sur les probabilités,
la statistique et la théorie des nombres.

Théoréme XXVI.15 (Bienaymé—Tchebychev).

Soit X une variable aléatoire réelle; on pose m = E(X) et ¢ = (X). Alors, pour
tout A € R on a :

0.2

P(\X—m|2)\)§ﬁ_
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Démonstration. En appliquant U'inégalité de Markov (théoréme XXVI.8) a la va-
riable aléatoire réelle (X —m)? avec t = A%, on obtient :
E((X —m)?)
B —m)? 2 3 < — )
soit
V(X)
A2

B((X —m)> > X?) <

Il suffit alors pour conclure de remarquer que V(X) = o2 et que, par positivité de
A
P((X —m)* > A?) =P(|X —m| > )\).
m

& Remarque XXVI.12. Il peut étre intéressant de formuler cette inégalité en
remplacant \ par le produit Ao. On obtient alors :

1

ce qui nous permet d’estimer ’écart de la variable aléatoire X & sa moyenne par
incréments proportionnels & son écart—type.

> Exemple XXVI.6. Lancons n > 1 dés a 6 faces et quantifions le nombre de 6

1
obtenus par une variable aléatoire X. Il est alors clair que X ~ Z | n, 6) et donc,

par inégalité de Bienaymé—Tchebychev (théoréme XXVI.15), on obtient pour tout
A >0 que :

n on
P(‘X——‘>/\>< .
61— — 36)2
Pour \ = %, ceci devient
]P><‘X—E >§><§.
61— 6/ " n

n n n
On vérifie ensuite par un rapide calcul que ‘X — 6‘ > s < X > — et dong, in

3
fine :
P(x>%)< 5
— 3/ " n
i.e 5
P(X<Z)>1-2.
3 n
Ceci signifie que lorsque n = 10, la probabilité que les 6 représentent moins d’un

tiers des résultats obtenus est supérieure a 7 Pour n = 50, elle dépasse 10

4.7 Covariance

a) Co—quoi?

Définition XXVI.5. Soient X, Y deux variables aléatoires réelles; on appelle co-
variance de X et Y la quantité

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y - E(Y)))
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& Remarque XXVI.13. Cov(X, X) = V(X) pour toute variable aléatoire réelle
X.

Proposition XXVI.16. Soient X,Y deux variables aléatoires réelles; alors :

Cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y).

Démonstration. 1l s’agit d'un calcul immédiat et remarquablement indolore (affir-
mation non contractuelle). O

Corollaire XXVI.16.a. Soient X,Y deux variables aléatoires réelles indépen-
dantes; alors Cov(X,Y) = 0.

® ATTENTION : la réciproque est FAUSSE (avouez, vous étes surpris). Prenons
X ~ % (—1,0,1) et posons Y = X2 : il est clair que X et Y ne sont pas indépen-
dantes et pourtant XY = X3 = X presque stirement donc

E(XY) =E(X) =0 =EX)E(Y).

Vocabulaire. Deux deux variables aléatoires réelles X, Y telles que Cov(X,Y) =0
sont dites décorrélées.

Proposition XXVI.17. Soient X, Y et Z trois variables aléatoires réelles et soient
a,b,c,d € R. Alors :

(i) Cov(X,Y) = Cov(Y, X);
(ii) Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y);
(i) Cov(X +Y,Z) = Cov(X, Z) + Cov(Y, 2).

Démonstration. 11 s’agit d’une succession de calculs aussi enrichissants que la for-
midable activité consistant & regarder de la peinture sécher. O

b) Sommes de variables aléatoire

Proposition XXVI.18. Soient X, Y deux variables aléatoires réelles. Alors :
i) VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y);
(i) V(X =-Y)=V(X)+ V(Y) —2Cov(X,Y).

Démonstration. 1l suffit de remarquer que V(X £Y) = Cov(X £ Y, X £ Y) et de
développer a l'aide des propriétés énoncées dans la proposition XXVI.17. ]
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Démonstration. On lance deux dés a 6 faces, notant X le résultant du premier et Y
celui du second. Alors la variance de la somme est :

35 35 35
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) = E+E+2 x 0= 5
0
& Remarque XXVI.14. On peut démontrer par récurrence (youpi) que pour
toute famille X1, ..., X, de variables aléatoires réelles, on a :

n j—1

v (i Xk> = i V(Xp) +2) > Cov(X:, X;).

=1 i=1

Corollaire XXVI.18.a. Soient X7, ..., X, des variables aléatoires réelles mutuel-
lement indépendantes. Alors :

v (Z Xk> S v

& Remarque XXVI.15. Ce résultat permet de retrouver aisément la variance
d’une variable aléatoire réelle ou complexe X ~ Z(n, p) via la proposition XXIV.13.

#1 Exercice XXVIL.3. Soient Xi,..., X, ~ 2 (p) mutuellement indépendantes,

avec p € [0,1]. On pose :
1 n
Y, =— E Xk .
n
k=1

Déterminer, pour ¢t € R, la quantité E(e'™).
w Correction : On commence par remarquer que :

E(e™) =E (ﬁ etxk/”) :

k=1

tX1/n tXn/n
..,e

Or, par lemme des coalitions, les variables e sont mutuellement in-

dépendantes, ergo :

E(etYn) _ HE (eth/n)
k=1
— (14p( - 1)
la derniére égalité étant obtenue par lemme de transfert (proposition XXVI.7).
& Remarque XXVI.16. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépen-

dantes de méme loi. On note m (resp. 0?) espérance (resp. la variance) commune
a ces variables. On pose alors, pour tout n > 1 :

_ 1 <&
Xn:E;Xk.
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On vérifie rapidement que cette nouvelle variable aléatoire est d’espérance m et que :

n

Vn > 1, V(Xn)—iv(%)—z%fk)—%z.

k=1
On a alors, par inégalité de Bienaymé—Tchebychev, pour tout € > 0 :

o2e?

Vn > 1, P(\Xn—mlzs) < -

et donc : B
Ve >0, P(|X,—m|>¢e)—0.

Ce résultat est connu sous le nom de loi faible des grands nombres. Il nous in-
dique que la moyenne empirique (la variable X,,) "converge" (on parlera de conver-
gence en probabilité) vers la moyenne "théorique" (I’espérance).
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Chapitre XXVII

Fonctions de deux variables

On munit dans ce chapitre I'espace euclidien R? de son produit scalaire canonique
et de la norme euclidienne associée.

1.~ Topologie de R?

a) Ouverts du plan

Définition XXVII.1. Soit € R?* et 7 € R%. On appelle :
— disque ouvert de centre x et rayon r I’ensemble :

D(w,r) ={y e R?|||lz —y|l <r};

— disque fermé de centre = et rayon r ’ensemble :

D(z,r) ={y e R?|[lz —y| < 7}

& Remarque XXVII.1. Le lecteur motivé pourra démontrer que tout disque de
R? est convexe, au sens de la caractérisation vue au corollaire I11.12.a. Il existe
cependant des convexes qui ne sont pas des disques : par exemple, un "segment "

{(1=Na+M\b|Xe[0,1]},

pour a,b € R?, reste convexe dans R? sans étre un disque.

Définition XXVII.2. Une partie A C R? est dite :
— ouverte si :
Vee A, dr e Ry, D(z,r) C A;

— fermée si son complémentaire R? \ A est une partie ouverte de R2.

& Remarque XXVIIL.2. Un ouvert est donc un ensemble dont tous les points
peuvent étre "entourés" par un disque interne & I’ensemble : aucun de ses points
n’est donc "au bord" de I’ensemble.

> Exemple XXVII.1.
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— R? et () sont a la fois ouverts et fermés;

— les singletons sont fermés;

— les "segments épointés" {(1 — X)a + Ab| A € [0,1[},, pour a,b € R?, ne sont
ni ouverts ni fermés.

Proposition XXVIIL.1. Tout disque ouvert (resp. fermé) est ouvert (resp. fermé).

Démonstration. Soit x € R? et soit r € R%. Alors, siy € D(z,r),ona ||z —y| <r
et donc si, on pose =1 — ||z — y|| on a, pour tout z € D(y, i) :

|z =z =z —y+y— 7
<|lz =yl + lly — 2|
<l|lz =yl +r—Ilz -yl

=T

et donc on a bien D(y,u) C D(z,7), ergo le disque ouvert D(zx,r) est...ouvert.

Concernant la fermeture du disque fermé, il nous faut démontrer que I’ensemble
A =TR2?\ D(z,r) est ouvert ; fixons donc y € A et remarquons qu’alors ||z — y| > 7.
De fait, si 'on pose = ||z — y[| — r on a, pour tout z € D(y,p) :

le =yl = llz =2+ 2 -y
< lz =zl + = =yl

<l =2l +p
et donc :
le =zl >[le =yl —p=r
d’ot I'inclusion D(y, 1) C A et le résultat escompteé. O]

& Remarque XXVII.3. On peut démontrer que toute réunion d’ouverts est un
ouvert (un dessin peut aider). De méme, toute intersection finie d’ouverts reste ou-
verte ; une intersection infinie d’ouverts pouvant toutefois ne pas 1’étre. Par exemple :

VaeR?, () D<a,%) = {a}.

neN*

Proposition XXVIIL.2 (Séparation de R?). Soient u,v € R? tels que u # v. Alors
il existe r > 0 tel que :

D(u,r) N D(v,r) =0.

[ — o
T

Démonstration. Poser r =
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b) Applications continues de R* dans R

Définition XXVII.3. Soit Q C R? un ouvert et soit f : Q — R. On dit que f est
continue en un point a € € lorsque :

Ve>0,30>0,Vz €, (||lz—al <d)=(f(zx)— fla) <e).

Une fonction continue en tout point de I'ouvert €2 sera dite continue sur 2.

& Remarque XXVII.4. Cette définition peut étre reformulée de la fagon suivante :
f est continue en a € (2 si et seulement si :

YV e ¥ (f(a)), 36 >0, f(D(a,0)NQ) C V.

> FExemple XXVII.2.
— La norme euclidienne est continue sur R2. En effet, si a,z € R?, on a :

[zl = llall] < flz = all

et donc, pour tout € > 0, "9 = " convient.
— Les fonctions (z,y) — x et (z,y) — y sont continues.
— Si f:Q — R est telle qu’il existe M > 0 vérifiant la condition

V(z,y) € Q, |[f(x) - fy)| < Mlz -yl

alors f est continue (on parle, sans surprise, de fonction lipschitzienne).

#1 Exercice XXVIIL1. Démontrer que I'application définie par f((0,0)) = 0 et
fi(x,y) — xf—l—yy? sur R\ {(0,0)} n’est pas continue en (0, 0).

w Correction : Soit (z,y) € R?\ {(0,0)}. Alors, si l’on pose r = ||(x,y)]|, nous
avons vu au chapitre XXV qu’il existe 0 € R tel que x = rcos(f) et y = rsin(d). On

a ensuite : ) 8) in(g |
r* cos(0) sin(6) _ §sin(29)

flz,y) =

r2
ce qui entraine que :

£(9) ~ 7(0,0)] = 5] sin(26)].

Fizons o > 0; si l’on choisit 0 ¢ nZ etr < «, on a :
||(I7y) - (070)H =r<a

et pourtant

£(9) ~ F(0,0)] = 5] sin(26)

1
ce qui contredit la définition de limite avec tout € < §| sin(26)].

& Remarque XXVIL5.
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— Le passage en coordonnées polaire (r,60) est trés commode au voisinage de
l'origine car il permet de controler la "convergence" du couple (x,y) "vers
l'origine" en faisant tendre (de fagon rigoureuse) r vers 0. Pour se convaincre
de la nécessité de ce type de démarche, remarquer que

lim (lim 2y > Z# lim (lim i ) .
z—0 \y—=0 2° + Yy y—0 \ z—0 12 + Y

Oui je sais, c’est glauque. Mais c’est la vie.
— Une fonction f : 2 — R peut étre représentée graphiquement par la surface
d’équation z = f(z,y) dans R3. Par exemple, la fonction supra correspond a

la surface suivante (observer le "pic" en (z,y) = (0,0).
0.5

Les propositions qui suivent s’obtiennent de fagon analogue au cas d’une va-
riable réelle vu au chapitre [X. Leur démonstration ne constitue pas un attendu du
programme de MPSI.

Proposition XXVII.3. Soient Q un ouvert de R?, a € Q, f,g : Q@ — R deux
applications continues en a et A € R. Alors :

(i) f+ Ag est continue en a;
(ii) f x g est continue en a;

(iii) sig(a) # 0, il existe un r > 0 tel que g ne s’annule pas sur D(a,r) N et 5 est
continue en a.

> Exemple XXVIL.3.

— Les fonctions polynomiales, i.e celles de la forme :
p q o
(z,y) — Z Z Ai 'y’

i=0 j=0

avec les >‘i,j € R sont continues.

— La fonction (z,y) — est continue sur R? \ {(0,0)}

x? 492
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Proposition XXVII.4. Soient 2 un ouvert de R?, I un intervalle de R, a € €,
f:Q — I continue en a et g : I — R continue en f(a). Alors g o f est continue en
a.

2.7 Dérivées partielles

On fixe dans ce paragraphe un ouvert Q de R2.

a) C’est quoi?

Définition XXVIIL.4. Soit u € R?, a € Qet f: Q2 — R. On dit que f est dérivable
selon le vecteur u si il existe £ € R tel que :

fla+tu) — f(a)

t t—0

> 0.

Le nombre réel £ est alors appelé nombre dérivé de f en a selon u et noté df(a)(u).

& Remarque XXVII.6.
— v Pour que cette définition ait un sens, il nous faut remarquer que, comme
) est ouvert, il existe r > 0 tel que D(a,r) C €. De fait, si |t|||u]| <7, on a
bien a + tu € Q et donc la quantité f(a + tu) a un sens quel que soit u pour
t au voisinage de 0.
— On obtient ainsi un "développement limité" a I'ordre 1 de la fonction f dans
la direction du vecteur u. En effet, pour || assez petit, on a :

fla+tu) = f(a) +tdf(a)(u) + te(t)

avec e(t) — 0.
t—0
W Exemple XXVII.4. Soit f : (x,y) — x> + y, définie sur R2. Alors, pour tous
a=(z,y),u=(a,f) ER? et t e R* on a :

flat+tu) — fla) _(z+ta)’+y+tf—a’—y
t t
t(2za +ta® + B)
t
=2z +ta? + B

— 2ra+ 3.
t—0

On en déduit que 'application df(a) est la forme linéaire

df(a) :R* = R
(ar, B) = 2z + .

Ceci préfigure un résultat plus général qui sera démontré en deuxiéme année.
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Définition XXVII.5. Posons e; = (1,0) et eo = (0, 1) les deux vecteurs de la base
canonique de R?. Si f :  — R est une application et que a € €2, on appelle dérivées
partielles de f en a les quantités df(a)(e;) et df(a)(e2), lorsqu’elles existent.

Notation. On pose dans ce cas %(a) = df(a)(e;) et g—JyC(a) = df(a)(ez). On

trouve aussi dans la littérature les notations 0, f(a) et 0, f(a).

& Remarque XXVIL.7. Si a = (z,y) est un point en lequel f admet des dérivées
partielles; on a :

of L flatty) - f(z,y)
gr/ (@) = i "

et
g, (@ =l " -

On reconnait ici deux taux d’accroissements : le premier étant celui de z — f(x,y)
a y fixé, et le second celui de y — f(x,y) & z fixé. On en déduit que les dérivées
partielles peuvent étre obtenues en dérivant "par rapport a la variable considérée"
sans crainte de se planter violemment.

® Exemple XXVIL5. Les dérivées partielles de f : (z,y) — 22 — 3cos(y) + zy
sont :

of of )
— 2 —
e (r,y) = 2r+y et By (x,y) — 3sin(y) + =,

ces deux fonctions étant définies sur R2.

¥ ATTENTION : lexistence des dérivées partielles n’implique PAS la continuité
de la fonction au point considéré. En effet, si I’on reprend la fonction définie par

f((0,0)) =0cet f: (z,y) — wa—_i_ny sur R?\ {(0,0)} (que nous savons discontinue

en 0), nous avons, pour tout t € R* :

=0

[0 - 0.0 S0.0- 0.0
t t

0 0
ce qui entraine que les deux dérivées partielles —f(O, 0) et —f(O, 0) existent et sont

ox dy

nulles.
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Proposition XXVIIL.5. Soient f,g : 2 — R deux applications admettant une
dérivée partielle "selon z" (i.e selon e;) en un point a € €2 et soit A € R. Alors :

(i) f+ Ag admet une dérivée partielle "selon " en a et

(2@ = ) 422w

(ii) f x g admet une dérivée partielle "selon " en a et

of dg

S % 9)@) = @) % a(a) + @) % T4

(iii) si g(a) # 0, il existe un r > 0 tel que g ne s’annule pas sur D(a,r) N €, les

fonction — et = admettent une dérivée partielle "selon =" en a vérifant :
g g

% (1> () = - 1 @(a) et 83 (i) (a) = %(a) x g(a) — f(a) X ﬁ(a) |

9*(a)

Démonstration. Par le calcul, et dans la douleur. O

& Remarque XXVIIL.8. On peut (et on doit!) évidemment obtenir un résultat
similaire pour les dérivées partielles "selon y" (et méme sur les dérivées selon un
vecteur quelconque).

b) Fonctions de classe ¢

Définition XXVII.6. Une fonction f : Q — R est dite de classe € si elle admet
des dérivées partielles continues en tout point de €.

Notation. f € €'(Q)

& Remarque XXVII.9. La proposition XXVII.5 nous permet d’affirmer que I’en-
semble (€1(Q2),+, X, -) est une R-algeébre commutative (i.e un anneau commutatif
et un R—e.v).

> Exemple XXVII.6.

— Les fonctions polynomiales sont de classe € sur R2.
— La fonction (z,y) — €” 4+ zIn(y) est de classe € sur R x R*.
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Proposition XXVIL6. Soit f € €YQ) et soit a € . Alors, pour tout
u=(h,k)eR*telquea+u€ Qona:
0 0
flatw) = £(@) + b5k (@) + K (@) -+ onl )
ot 0g(||u||) représente un produit de la forme ¢(u)||u||, avec une fonction ¢ définie
sur un disque ouvert centré en (0,0) et vérifiant que :

Ve>0,36 >0, Vu e R%,  (|Jlul| <6) = (Jo(u)] <e).

Démonstration. Admis. O]

& Remarque XXVIL.10.
— Plus généralement, on peut démontrer que si f € €*(2), alors elle admet une
dérivée selon tout vecteur u € R? et qu’alors, pour tout a € € :

af of
df(a)(u) = h%(a) + ka—y(a)

et donc :
fla+u) = f(a) + df(a)(u) + oo([[ul]) -

Ceci est remarquable : I'existence et la continuité des dérivées partielle en-
traine l'existence de dérivée selon tous les vecteurs du plan.

— La fonction f pouvant étre représentée graphiquement par la surface d’équa-
tion z = f(x,y) dans R3, il est raisonnable de se demander si le développe-
ment limité supra posséde une interprétation géométrique. Si a = (xg,yo) et

_ _ (zq) — _ 97 _
u= (h,k) on a, en posant b = (z,y) =a+u, A = ax(a) et u= ay(a).

f(0) = f(a) + A+ pk + oo ([|ul))
= f(a) + Az — x0) + p(y — yo) + oo(llul))-

Nous savons (cf. chapitre XXI) que ’ensemble d’équation :
z = fla) + Az — z0) + 1(y — yo)
est un plan affine de R3. Celui-ci se retrouve "confondu" a la surface repré-

sentative de f "au voisinage" du point a; on I'appelera plan tangent en a
a cette derniére.

Corollaire XXVII.6.a. Toute fonction de classe €' est continue. I

Démonstration. Soit f € €1(Q) et soit a € Q. Alors, pour tout € > 0 et tout x €
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on a, en posant (h, k) = x — a et en utilisant la proposition XXVIL.G :

) = 5] = |15 @+ k5 @) + onl  al)
< 15 @ + K5 @) + authe - al
< 2max |5 )| | 5L )| ) e = ol + ol al),
Ainsi, on a par définition de continuité et de o le résultat voulu. n

c) Gradient, extrema

Définition XXVIL.7. Soit f € €1(Q) et soit a € . On appelle gradient de f en
a le vecteur
of . of

Vi@ = (o) e r.

i Exemple XXVIL.7. Soit f: (z,y) — 2° + ey — 7; alors :
V(z,y) € R®, Vf(z,y) = (32" +e"y,e").

& Remarque XXVII.11. La proposition XXVIIL.6 se réécrit de la fagon suivante :
pour tout a € Q et tout u € R? tel que a +u € Q :

fla+u) = fla) +({Vf(a), u) +oo(]lul]),

en remarquant au passage que :

df(a)(u) =(Vf(a), u) .

Si 'on suppose que V f(a) # 0 et que 'on prend u # (0,0), alors on a :

fla+u) = fla) = [V f(@)ll[[u]l cos(8) + oo([|ull) ,

oil 6 est I'écart angulaire (cf. XXV) entre Vf(a) et u. A la louche, en fixant ||ul|,
on obtient que la valeur absolue |f(a + u) — f(a)| est maximale lorsque 6 = 0 [27]
ou 0 = 7 [27], i.e lorsque V f(a) et u sont colinéaires dans R?. On en déduit que le
gradient de f en a définit la direction dans laquelle f croit le plus vite au
voisinage de a.

Vocabulaire. Un point a € Q tel que V f(a) = (0,0) est appelé point critique de
la fonction f.

Le lecteur perspicace se souviendra que lorsqu’il est question de points critiques,
les extrema ne sont généralement pas loin. Ce lecteur a raison.
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Définition XXVIIL.8. Soit f € €(Q) et soit a € Q. Alors :
— on dit que f admet un maximum (resp. minimum) local en a si :

Je >0, Ve € D(a,e)NQ, f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a));
— on dit que f admet un maximum (resp. minimum) global en a si :

VeeQ, f(x) < fla) (resp. f(z)> f(a)).

L’étude des extrema locaux de fonctions de plusieurs variables est sensiblement
plus subtile que son analogue dans le cas univarié. En effet, une surface posséde une
infinité de directions dans lesquelles elle peut "monter" ou "descendre" au voisinage
d’un point. On note toutefois avec soulagement que 1'on dispose d’une condition
nécessaire analogue a celle vue au chapitre XI (proposition XI1.9).

Proposition XXVIIL.7. Soit f € €(Q) et soit a € Q. Si f admet un extremum
local en a, alors V f(a) = 0.

Démonstration. Supposons, pour fixer les idées, que f admet un maximum local en
a et soit u € R2. Alors, pour tout ¢t € R* assez proche de zéro, on a a + tu € Q et
fla+tu) < f(a), ce qui entraine que

fla+tu) = f(a)

<0
t
et donc en passant a la limite quand ¢ — 0, on obtient que df(a)(u) < 0. Le méme
raisonnement mené avec ¢t < 0 nous livre I'inégalité inverse et donc df(a)(u) = 0;
en particulier on a bien V f(a) = 0. O

& Remarque XXVII.12. La démonstration supra nous indique qu’en plus du
gradient, toutes les dérivées selon un vecteur donnée sont nulles en un extremum
local. Le plan tangent est alors "horizontal", i.e de direction "z = 0".

> Exemple XXVIIL.S.
— 1l est aisé de vérifier que (x,y) — 2? + y* admet un minimum local et un
point critique en (0, 0).
— La fonction f : (z,y) — 2? —y* admet un point critique en (0,0). Cependant,
site R} ona:

f(t,0)=t*>0 et f(0,t)=—t*<0

ce qui prouve que f n’admet ni un maximum local ni un minimum local en
(0,0). La réciproque de la proposition XXVIIL.7 est donc, une fois n’est pas
coutume, fausse.

# Exercice XXVIIL.2. Déterminer les éventuels extrema locaux de la fonction
[ y) = ay’.

w Correction : La fonction f est de classe €' sur R? car polynomiale. De plus,
pour tout (z,y) € R? :

Vf(z,y) = (y° 3zy%)
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et donc les seuls points critiques de f sont les (t,0), pourt € R, et f(+0) =0. Si x
et y sont de méme signe, on a f(x,y) > 0; a linverse, si ils sont de signes opposés,
on a f(x,y) < 0. De fait, f n’admet aucun extremum local.

d) Composition

Proposition XXVII.8 (Régle de la chaine). Soit I un intervalle de R, f € €*(Q),
et z,y € €(I) telles que :

Vte I, (x(t),y(t)) € Q.

Alors :
(i) la fonction g : ¢t — f(x(t),y(t)) est de classe € (I);
(i) pour tout t € I, on a :

Démonstration. Soitt € I et h € R* tel que t+h € I;sion pose T = (z(t),y(t)) et
U= (z(t+h),y(t+h)) ona:

gt +h) —g(t) = f(U) = [(T)
=(VA(T), U=T)+oo(|U—=TI)

d’apres la proposition XXVIL.6. De plus, comme z,y € €'(I) on a (cf. proposition
XI.1) :
U—-T=(z(+h)—z(t),y(t+h) —y(t))
= (ha'(t) + oo(h), hy/(t) + 00(h))
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ce qui entraine que oy(||U — T'||) = 0p(h) et donc :

g1+ h) — (1) = (W' (1) + 00(h)) 2 (o(1), (1)) + (/1) + 00<h>>§—§<x<t>, y(8)) + oo(h)

erqgo :

g(t+h)—g(t) of

=90 — ((0) + on(0) G (@0, 5(0) + (0/(0) + onlD) 5 (o(0), (0)) + on(D)
o PO ). 0) + V@O w0, 0(0)
d’ou le résultat. O

& Remarque XXVII.13.

— Cette formule peut se résumer, "a la physicienne", de la fagon suivante :

dg_ dedf  dydf
dt  dtoxr  dt oy

pour peu que l'on sache en quels points ces dérivées sont calculées, ce qui se
déduit aisément du contexte.

— Cinématiquement / géométriquement, la fonction g correspond a la "restric-
tion" de f le long d’un arc paramétré par v : t — (x(t),y(t)). La régle de la
chaine se réécrit alors :

viel, (fo)(t)=(VS(x(1), Y1) .

Cette expression correspond a la dérivée de f le long de I'arc . Ce type de
considération est trés courant (par exemple) en mécanique. Par exemple, pour
déterminer la distance maximale ou minimal d’'un mobile t — (x(t),y(t)) a
l'origine, on pourra étudier les extrema de ¢ — x(t)% + y3(¢).

Définition XXVIIL.9. Soit f : 2 — R et soit ¢ € R. On appelle ligne de niveau
¢ de f 'ensemble (éventuellement vide) :

Zo(f) = {(,y) € Q| f(a,y) = ¢} .
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> Exemple XXVIIL9. Sur une carte IGN, on peut lire les lignes de niveau de
la fonction qui & un point (z,y) du plan associe l'altitude (relative au niveau de la
mer) au sol en ce point.

m

Wi

et g: (z,y)— 2% —y.

o
\f'\co‘wg‘\\k

Proposition XXVIL.9. Soit f € €() et soit ¢ € R. Alors, pour tout arc para-
métré de classe €' (coordonnée par coordonnée) v : I — Z.(f) on a :

viel, (Vf(y(1),~(t)) =0

Démonstration. Si « vérifie les conditions de 1’énoncé, d’aprés la remarque XX-
VIIL.13 :

viel, (for) () =(VI/(v(®), Y ®)

Or, par définition de .Z.(f), la fonction f o~ est constante égale a ¢, d’ou le résultat.
O

& Remarque XXVII.14. Cela signifie que le gradient est "orthogonal" en tout
point & toute courbe de niveau passant par ce point, au sens ot il est orthogonal &
la tangente (dirigée par 7/(t) en tout t) de celle—ci.
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Proposition XXVII.10 (Regle de la chaine généralisée). Soit A un ouvert de R?,
fe?N) et u,v: A — R deux fonctions de classes € telles que :

Vo, y € A, (u(z,y),v(z,y)) € Q.

Alors :
(i) la fonction g : (z,y) — f(u(z,y),v(z,y)) est de classe €* sur A;
(ii) pour tout (z,y) € Aona:

S (w9) = G g (e, vl ) + 5 ) G (ule ), v(o.)

et

Démonstration. Beurk. O

0 0
& Remarque XXVII.15. Si on prend le partie de noter 0_f et O_f les dérivées

u v
partielles de f, on peut "résumer" (comme pour la régle de la chaine "basique") la
proposition supra par les "formules" suivante :

oy _ouos  ovoy

or Oxdu Ox v
et

09 _ w0y ovoy

dy Oyou Oyov’

# Exercice XXVIL4. Déterminer toutes les fonctions f € €'(R?) vérifiant

I’équation :
af of
ox + _ay

On pourra faire usage du changement de variable u = x +y, v =2 — y.

0. (E :XXVIL1)

w Correction : Procédons par analyse—synthése et supposons trouvée f solution
de (E :XXVII.1). Alors, comme les fonctions u : (z,y) — z+y etv: (z,y) — z—y
sont de classe €, la fonction ¢ : (z,y) — (z+vy,z —y) est une bijection €' de R?.
En posant g = f oo~ on, par proposition XXVII.10 et comme f = go ¢, pour tout

(r,y) e R? :

of Oy ]

8_x(x’y)_8_u(x+y’x y)—i—%(x—i—y,x Y)
“ of ) B

_ 9 Y _

ay(fv,y)—au(fr+y,x y) =5 @ty.z—y).

De fait, en réinjectant dans [’équation, on obtient :
dg
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ce qui signifie qu’il existe G de classe €' sur R telle que :
Vo,y €R, gz +y, 2 —y) =Gz —y)

| V(l’,y) ER27 f(I,y):G(JI—y)

On vérifie ensuite rapidement que les fonctions de cette forme sont bien solution de

(E :XXVIL1).

Addendum : méthode des moindres carrés

Ce qui suit n’est pas stricto sensu au programme mais nous semble un appro-
fondissement adapté aux sujets déja étudiés.

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a une méthode de régression li-
néaire : 'idée est que 'on dispose de n points (x;,1y;) du plan d’abscisses deux
a deux distinctes, que 'on cherche & "approcher" par une droite affine d’équation
y = ax + b "raisonnablement proche" (pour parler comme un chimiste) de ces
derniers. Deux (ou trois) questions nous viennent alors (en tous cas je l'espére) a
I'esprit :

— quel sens donner a "raisonnablement proche" ?

— Cela est—il toujours réalisable ? Et si oui, comment ?

Pour formaliser ceci, introduisons la fonction suivante :

J:R2—R

(av b) = Z(yz - (aaji + b))2 .

Cette fonction calcule la somme la somme des carrés des distances des points (z;, y;)
a une droite d’équation donnée. Minimiser J semble donc une bonne idée pour
trouver des paramétres a et b définissant une droite "raisonnablement proche" de
notre nuage de points.

Existence du minimum

Commencons par remarquer que .J est une fonction de classe €' de R? dans R
a valeurs positives. De fait, '’ensemble (non vide) J(R?) admet une borne inférieure
positive. Le probléme devient donc de savoir si cette derniére est atteinte.

On se place dans R™ muni de son produit scalaire canonique. Alors, en posant

r=(r1,...,2n),y= (y1,-..,yn) et e=(1,...,1), on a:
Va,b € R, J(a,b) = ||y — (az + be)|?
et donc, si on pose F' = Vect(z,¢), on a :
inf(J) =d(y, F).

F est un s—e.v de R™ de dimension 2 (car les z; sont deux a deux distincts), donc
cette distance est atteinte en le projeté orthogonal de y sur F' : min(J) existe donc.
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Calcul explicite

Pour le calcul effectif du minimum, il serait possible de déterminer le projeté
orthogonal mentionné supra par les méthodes vues au chapitre XXV. Cependant, il
est bien plus rapide ici de s’intéresser aux point(s) critique(s) de J. En effet, on a
pour tous a,b € R :

0J -

%(a,b) = —2;@-(% —ax; — b)
et

a.J "

5@ b) =2 ;(yi —ax; —b).
Posons :

n n n n
,ux:Zx?, )\x:in, )\y:Zyi et Mazyzzxiyi;
i=1 i=1 i=1 =1

on a alors que (a,b) est un point critique de J si et seulement si :

,uma—i_)\zb = Mgy
Aza+mnb = A,

Les z; ¢tant deux a deux distincts, on a nu, — A2 # 0 (appliquer l'inégalité de
Cauchy—Schwarz aux vecteurs x et e) et donc ce systéme admet une unique solution
donnée par :

o= Moy T ANy e T ATy

iy — A2 Nply — A2

Comme J admet un minimum et un unique point critique, ces derniers sont confon-
dus : nous venons de déterminer les parameétres optimaux de régression linéaire (au
sens de notre fonction J), qui sont in fine donnés par la magnifique expression
suivante ! :

0t (L) 0t (L)
1 i=1 i=1

a =

= =1

Vision probabiliste

Nous donnons dans ce paragraphe une vision probabiliste ? du résultat précédent.
Pour ce faire, plagons nous dans un espace probabilisé (€2, P) et considérons que nos
points (z;,y;) sont en réalité une série de n réalisations d’un couple de variables
aléatoires réelles (X,Y"). Plus précisément, supposons que :

Vie [1,n], (z,y)€ X xY(Q)

et rajoutons ’hypothése (raisonnable!) que V(X)) # 0.

1. Lunettes de protection recommandées.
2. En vérité, cela reléve plutét d’une approche statistique mais préservons notre santé mentale,
voulez—vous.
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Remarquons que, par loi faible des grands nombres, on peut "raisonnablement"
approximer l'espérance de X par sa moyenne empirique, ¢.e, a la statisticienne :

n
12
n -

=1

et, similairement :

V(X)=E(X?) - 2 2 Zx - = <Z :c)

En persévérant dans cette approche, on arrive a ’approximation :

) 45 5)

Ainsi, les coeflicients optimaux déterminés dans la section précédente deviennent :

~ Cov(X,Y) B
G_W et b=E(Y) —

Cov(X,Y)

oo B

Cette approche nous permet de réaliser rapidement une régression linéaire de
réalisations de variables aléatoires dont les lois sont connues ou supposées (pour des
raisons physiques, par exemple).

Généralisations diverses

Il est possible de généraliser 1’approche développée ici & l'approximation de
nuages de points par des fonctions non affines. On sera amené & considérer des

applications du type :
J:f— Z(y
i=1

définies sur un espace de fonctions raisonnable (idéalement décrit par un nombre
fini de paramétres). Par exemple, on pourra s’intéresser aux fonctions polynomiales
de degré borné ou a des familles d’exponentielles & paramétres.

Il est important de noter que ces espaces fonctionnels seront rarement des R—e.v
de dimension finie : 'existence du minimum de J ne sera donc pas toujours aisée a
établir, et son calcul explicite peut étre difficile.
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Chapitre XXVIII

Familles sommables

’Nous fixons dans ce chapitre un ensemble I quelconque. ‘

1.7 Familles sommables de réels positifs

a) C’est quoi?

Proposition XXVIII.1. Soit (u;);c; de réels positifs. Alors ’ensemble

S(u) = {Zul

icJ

JCIﬁni}

admet une borne supérieure dans R.

Démonstration. L’ensemble S(u) est une partie de R et donc admet une borne su-
périeure d’apreés la proposition I11.9. Notons de plus que S(u) C R, ce qui entraine

que sup(S(u)) € Ry U {+oo}. O
Notation. La quantité sup(S(u)) est appelée somme de la famille (u;);e; et est
notée > u;.

iel

& Remarque XXVIII.1. Comme indiqué dans la démonstration supra, on a :
> w; € Ry U{+o0}.
iel

Notons au passage que la somme d’une famille de réels positifs existe toujours (mais
peut étre égale a +00).

Définition XXVIIIL.1. Une famille (u;);c; est dite sommable si

Zui<+00.

el
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& Remarque XXVIIIL.2. Cela est équivalent a dire que la somme de la famille
appartient a R,. Notons que dans le cas présent, une famille est soit sommable,
soit de somme infinie, ce qui est fort pratique car 'on peut toujours "calculer" sa
somime.

> Exemple XXVIII.1.
— Lafamille u = (1

E)neN* n’est pas sommable. En effet, 'ensemble S(u) contient
les sommes

Yo

qui sont équivalentes a In(N) lorsque N — oo (¢f. chapitre XXII) et donc ne
sont pas bornées. De fait, sup(S(u)) = +oo.

— Fixons z € [0, 1] et étudions le caractére sommable de la famille u = (z/"!),,¢z ;
pour ce faire, fixons F' C Z un ensemble fini et remarquons que :

Zx'”'z Z "+ Z x "

ner neFNN neF\N
— ~——
Sl 32

Posons M = max{|n||n € F'}; alors on a :

M
l_xM+1 1
< n— <
Sl_nzzox l—-ax —1-—=x

et :

-1

g < _n_M n 1—:UM< T
z_nZMx —Zx =TT ST o

_— n=1

In fine, on en déduit que :

1+z
11—z

Zl“nl = Sl +SQ S

neF

et donc, comme ce majorant ne dépend pas de ’ensemble F', il majore 1’en-
semble S(u). On en déduit que la borne supérieure de cet ensemble existe
dans R, et donc que la famille u est sommable. Par ailleurs, remarquons que,
pour tout N > 1 :

N

N -1
E x\”|:§ x" + E x "
n=0 n=—N

n=—N
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et donc, par caractérisation séquentielle de la borne supérieure (proposition

VIIL.22), on a :
Set= it
= —.
11—z

nez

Proposition XXVIIIL.2. Soit (u;);c; une famille sommable de réels positifs et soit
J C 1. Alors :

(i) la famille (u;);es est sommable;

(i)

Zui < Zu,

ieJ el

Démonstration. Alors, si on pose v = (u;);cs, a clairement S(u') C S(u) et donc,

dans R, sup(S(u')) < sup(S(u)). La borne supérieure de S(u) étant finie, on obtient

le résultat voulu. O

# Exemple XX VIIIL.2. La famille (z2™+1), cz est sommable pour x €]0, 1] (consi-
dérer J ={k € Z]| k| =1[2]}.

Proposition XXVIIIL.3. Soient (u;)ier et (v;)ier deux familles de réels positifs
telles que Vi € I, u; < v;. Alors :

Zui SZvi.

il iel

Démonstration. Si F' C I est un ensemble fini alors on a, par définition de borne
supérieure :

Su<YucYu

ek ieF iel

Ceci entraine que ) v; majore S(u) et donc que :
i€l

sup(S(u)) = Zul < Zuz

O

& Remarque XXVIIL.3. On en déduit que la sommabilité de (v;); (resp. la non
sommabilité de (u;);) entraine celle de (u;); (resp. de (v;);).
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b) Exemples fondamentaux

Proposition XXVIIL.4. Si I = {iy,...,i,} est un ensemble fini, toute famille
(ui)ier € (Ry)! est sommable et :

n
E U; = E Uik.
k=1

el

Démonstration. Par positivité on a, pour tout F' C I (automatiquement fini, donc) :

n

Zui < Zulk

el k=1

n

Ceci entraine que sup(S(u)) est fini et majoré par . u;, . Cette borne étant atteinte
k=1
en F' = I, on obtient le résultat désiré. O

& Remarque XXVIII.4. Ceci est plutot rassurant, nous en convenons.

Proposition XXVIIIL.5. Soit (u,), une suite de réels positifs. Alors :

(i) la famille (uy,), est sommable si et seulement si la série ) u,, converge;

(ii) dans ce cas, on a :

o
E un:E Uy, -
n=0

neN

Démonstration. Soit F' C N un ensemble fini; on peut alors poser N = max(F'). Si
la série Y u, converge, on a par positivité :

N oo
E Up < E Up < § U,
neFr n=0 n=0

et donc la famille (u,), est sommable, avec :

00
S
n=0

nENuy,

Pour démontrer 1'égalité, il ne nous reste qu’a remarquer que, pour F = [0, N] :

o0

N
E unZE Up, ” Uy,
N—o0
n=0

neFl n=0

et & appliquer la caractérisation séquentielle de la borne supérieure (proposition

VIL22).
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Inversement, si la série ) u, est divergente, alors on a, par positivité, que :

N
VM eR,, ANEN, > u,>M,

n=0

On en déduit que 'ensemble S(u) n’est pas majoré et donc que sa borne supérieure
dans R est égale a +o0. O]

c) Opérations sur les sommes

Proposition XXVIII.6 (Invariance par permutation). Soit (u;);c; une famille de
réels positifs et soit o € &(I). Alors :

Zua(i) = Zul

el i€l

En particulier, la famille (uq(;))icr est sommable si et seulement (u;);es Uest.

Démonstration. Si F' C I est un ensemble fini, alors G = o(F') est ¢galement une
partie finie de I (de méme cardinal que F') et 'on a :

Zua(i) = Zuj < Zuz
S JjeG iel

et donc, par majoration :

Zua(i) < Zuz :

iel i€l
Réciproquement, en posant H = o~ }(F) :
Z u; = Z Ug(o-1(i)) = Z Ug(j) < Z Ug (i)
i€F i€F jeH icl

ergo, par majoration :

Zui < Zua(i) ;

i€l el

d’ou le résultat. ]

& Remarque XXVIIIL.5. Un corollaire de ce résultat est que pour toute série
> u, a termes positifs et toute bijection o € S(N), la convergence de la série
> Ug(ny équivaut & celle de ) u, et on a, le cas échéant, I’égalité :

Z Ug(n) = Z Uy, -
n=0 n=0

¥ ATTENTION : ce résultat est faux en général ; nous citons infra un résultat hors
programme mais édifiant.
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Théoréme XXVIIL.7 (Théoréme de réarrangement de Riemann).

Soit Y wu, une série réelle convergente mais non absolument convergente et soit
M € R un réel quelconque. Alors il existe une bijection o € &(N) telle que la série
> Ug(n) converge et que

Z Us(n) = M.
n=0

Proposition XXVIIL.8. Soient (u;);cs et (v;)ier deux familles de réels positifs et
soit € Ry. Alors :

Zui+ﬂvizzui+ﬂzvi-

iel el iel

¥ ATTENTION : nous avons supposé u positif.

Démonstration. Soit F' C I un ensemble fini. Alors :

Zui—i-/wi :Zul—i-quz < ZUZ—F/LZ’UZ

1elF Fel Fel iel iel

et donc par majoration

Zui—l—uvi < Zuz—FquZ

iel el el

De plus, par caracterisation séquentielle de la borne supérieure (proposition VII.22),
il existe des ensembles finis F},, G,, C I tels que :

Zuz—>2ul et Zvi—>2vi.
n—0o0 n—oo

1€Fy, 1€l 1€Gp i€l

De plus, notons que comme F), C F,, UG, on a, pour tout n >0 :

Zuiﬁ Z Uiﬁzui

eFy i€ F, UG i€l

et donc, par encadrement (théoréme VIIL.11) on a :

1€F, UG, i€l

Un raisonnement similaire pouvant étre appliqué a GG,,, on obtient in fine :

1€l UG FeF,UG, FeF,UGn i€l el

d’ou le résultat, une fois encore par caractérisation séquentielle. ]
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d) Sommation par paquets

Théoréme XXVIIL.9 (Sommation par paquets).
On suppose ici qu'il existe une famille (1) ;c; d’ensembles deux a deux disjoints tels

que :
I:U@

jeJ

et on fixe (u;);e; une famille de réels positifs. Alors on a :

Y=Y (S

iel jeJ \i€l;

Démonstration. Admis. O]
& Remarque XXVIIL.6. On en déduit que la famille (u;);c; est sommable si et
seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) les familles (u;)icr, sont sommables;

(ii) la famille (Z uz> est sommable.
jeJ

icl;

> Exemple XXVIIIL.3.
— On peut retrouver la somme de la famille (z1),,cz en observant que Z = NL{n € Z|n < 0}
et en appliquant le théoréme XXVIIIL.9.
— Une partition classique (dite diagonale) de N? est la suivante :

N =| {9 eN’|p+g=n}=| {(k,n—k) |k €[0,n]}.

n=0

On en déduit que :

(pg)EN? n=0 \k=0
N I(n —k)!
~n+ 1\ kl(n—k)
- 1 “/n
>t (2 ()
“—~ (n+1)! <k0 k
>
“—~ (n+1)!
RSy
2 n!
n=1

el —1
2
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#1 Exercice XXVIIIL.1. Soit = € [0, 1]; démontrer que :

2p

o0
Z 1 — xzpﬂ ’

p=0

w Correction : Commencons par remarquer que l’égalité
=| {(2¢+1)2?|q e N}
p=0
décrit une partition de N* (penser a la valuation 2—adique). De fait :

o0

T n
1—=2 nzx

_ i i (2q+1)2P

q=0

Sy (z )

P p+1

1 _ l’2p+1 :

8

M1 T

Un cas particulier absolument fondamental du théoreme XXVIII.9 est celui ou
I’ensemble I est un produit cartésien A x B. En effet, on a dans ce cas :

I=| {a} xB=] |Ax{b}.

ac€A beB

Ceci nous permet de démontrer le résultat suivant, souvent attribué au mathémati-
cien italien Guido Fubini (1879—1943), spécialiste du calcul intégral.

Corollaire XXVIIL.9.a (Fubini). Soit (4ap)(s)caxp une famille de réels positifs.

Corol e ey (Z ) _y (Z ) |

(a,b)EAXB acA \beB beB \a€A

$ Exemple XXVIIL.4. Soit z € [0,1[; alors par théoréme de Fubini (corollaire
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XXVIIL.9.a) on a :

Y o=y (Z w>

(p,q)EN? peN \qeN

=S

peN
1 Z
e l’p
1—=z
peN

o
(1—-=2)

# Exercice XXVIIL.2. Soit = € [0,e~'[; démontrer que :

zlg? 1
Z C1—zxe’

|
(p,q)EN? P

2.7 Familles sommables numériques

L’objectif de ce paragraphe est de généraliser les notions que nous venons d’abor-
der au cas général de familles de nombres complexes. Notons que ceci va nous de-
mander bien plus de précautions et de vigilance quant aux hypothéses; il serait
dommageable au lecteur d’envisager cette partie du cours comme une simple exten-
sion des résultats précédemment démontrés.

a) Notion de sommabilité

Définition XXVIII.2. Une famille de nombres complexes (u;);e; sera dite som-
mable si la famille de réels positifs (|u;|);c; Uest, i.e si 'on, dans R :

Z|u2]<oo

iel

Notation. L’ensemble des familles sommables indexées par I sera noté £*(1).

& Remarque XXVIIL.T.
— Les familles de réels positifs sommables sont également sommable au sens de
la définition supra. Cela va sans dire, mais va mieux en le disant.
— Il découle de la proposition XXVIIL.2 que toute sous—famille d'une famille
sommable est sommable.
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— L’ensemble ¢*(N) est, d’aprés la proposition XXVIIL5, égal a 'ensemble des
séries absolument convergentes.
¥ ATTENTION : la sommabilité d'une famille numeérique indexée par N n’est donc

. . L ., < —1)n
pas équivalente a la convergence de la série associée : penser a » (n +)1 e

inf

> Exemple XXVIIL5. Soit # € R; alors la famille (6 5 ) est sommable.
n n>1

Proposition XXVIII.10. Soit (u;);c; une famille de nombres complexes et soit
(vi)ier une famille de nombres réels positifs. On suppose que :

1. la famille (v;);e; est sommable;
2. Vi € I, |UZ| S V;.

Alors la famille (u;);e; est sommable.

Démonstration. Découle trivialement de la proposition XXVIII.3. O]

W Exemple XXVIIL.6. Si # € C*, on a pour tout n € Z, |2"!| = |z|". On
en déduit que la famille (z/"!),cz est sommable lorsque |z| < 1 d’aprés un exemple
précédemment traité.

b) Somme d’une famille sommable

Proposition/définition XX VIIIL.3. Une famille (u;);c; de nombres réels est som-
mable si et seulement si les familles de réels positifs (u; )icr et (u; )ier le sont. Dans
ce cas, on appelle somme de la famille (u;);c; la quantité

Zui:Zuf—Zu[ ER.

el icl el

& Remarque XXVIIIL.8. Rappelons que pour z € R, ¥ = max(0,+z); on a
alors x =2t — 2~ et || =2T + 2.

Démonstration. Si les familles (u; );er et (u; )icr sont sommables, alors par linéarité
positive (proposition XXVIIL.8), la famille (Ju;|)ier Pest et donc (u;);er est bien
sommable. Réciproquement, si (u;)ic; est sommable alors les familles (u]);c; et
(u; )ics le sont également car l'inégalité Vi € I, uf < |u;| permet de leur appliquer
la proposition XXVIIIL.10. O

"# Exemple XXVIIL.7. Soit x €] — 1,0[; on a vu que la famille (2/"),c; était
sommable et I'on peut vérifier que :

( ‘n|>+ 2"l si n est pair et ( W), —zI" si n est impair
x = : T = .
0 sinon 0 sinon

De fait, on a :

E :L,|n| _ E $2|n| o 2 _:L,|2n+1\ )

neL neZ nez
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Proposition/définition XXVIII.4. Une famille (u;);c; de nombres complexes
est sommable si et seulement si les familles de réels (Re(u;))jer et (Im(u;));jer le
sont. Dans ce cas, on appelle somme de la famille (u;);er la quantité

Zuj = ZRe(uj) —|—2’ZIm(uj) eC.

Jjel jel Jjel

Démonstration. Soit j € I; alors on sait que |Re(u;)| < |u;| et [Im(u;)| < |u;|. Ceci
entraine le résultat par proposition XXVIII.10 (de fagon directe dans un sens, en

contraposant dans l'autre). ]

& Remarque XXVIII.9.

— On déduit de ces deux définitions que la somme d’une famille numérique
sommable est invariante par permutation.
— Si (u;); est une famille sommable numérique, on a :

<Dl

i€l

D

i€l

— On a par défintion que, si (u;);es est sommable :

Re (Z uj> = Re(y;) et Im (Z uj) = Im(uy).

Jjel Jjel jel jer

Proposition XXVIIIL.11. Soit (u;)ie; € ¢*(I) et soit € > 0. Alors il existe un
ensemble fini F' C [ tel que :

<e.

Sy

el i€l

Démonstration. Plagons dans le cas ou la famille (u;);e; est réelle. Alors, par som-

mabilité, les familles de réels positifs (u;)ier et (u; )ier sont sommables, de sommes
respectives ST, S~ € R,. Par définition de borne supérieure, il existe deux ensembles

finis F; et F_ inclus dans I tels que :

Zuj—S*ﬁ% et Zu;—ngg.

i€Fy icF_

Ces inégalités restant vérifiées sur F' = F, U F_ (se référer a la démonstration de la
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proposition XXVIIL.8), on a :

D= u

= (8T —87) - (Zuj—zu;)‘

i€l iEF iEF 1EF
<D uf =S+ ur -5
i€l el
<e

d’ott le résultat. Le cas d'une famille complexe se traite en appliquant le raisonnement
supra & ses parties réelle et imaginaire. O

¥ Remarque XXVIII.10. La somme de la famille sommable (u;);c; est 'unique
nombre complexe vérifiant cette propriété. En effet, & supposer qu’il existe deux tels
complexes z, 2’ on aurait pour tout € > 0 I'existence d’un ensemble fini /' C I tel
que :

|z — 2| = Z—ZUH‘ZW—ZI

el el

< <2

Z—E U;

el

+

/
E U; — 2

el

ce qui entraine que z = 2'.

Proposition XXVIII.12. Soient (u;)ier, (vi)ier € £*(I) et soit A € C. Alors :

(i) la famille (u; + Av;);es est sommable;

(i)

iel i€l el

Démonstration. La sommabilité est une conséquence triviale de I'inégalité triangu-
laire et de la linéarité positive (proposition XXVIII.8). Fixons ensuite ¢ > 0; alors
d’apreés la proposition XXVIII.11 et quitte a prendre la réunion de deux ensembles
ad-hoc, il existe un ensemble fini F' C I tel que :

£ €
T 7 S t T i S .
D m= ) u 1+ ¢ 2 v 1+ |\
el el ieF el
On a donc :
SURSUE POUER) o) | 3) oD o RECTT SR o
i€F i€l iel i€F iel ieF i€l
<e¢
d’ot le résultat par unicité de la somme (remarque XXVIII.10). O
Corollaire XXVIII.12.a. L’ensemble ¢!(I) est un C-e.v.
Démonstration. 11 s’agit d'un s—e.v de CI. ]
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c) Sommation par paquets, le retour

Théoréme XXVIII.13 (Sommation par paquets, cas général).
On suppose ici qu’il existe une famille (I;);e; d’ensembles disjoints tels que :

I:UQ

jeJ
et on fixe (u;);e; une famille sommable. Alors :

(i) pour tout j € J, la famille (u;)iez, est sommable;

(ii) la famille (Z uz> est sommable ;
jeJ

1€l
(i)

RS i Pt

il jeJ \i€l;

Démonstration. Admis. O

¥ ATTENTION : contrairement au cas positif, il n'y a pas équivalence entre les
propriétés (i) et (ii) et la sommabilité de (u;);e;. Pour un contre-exemple, posons
I = Net, pour j € N, I; = {25,2j + 1}; si 'on pose u; = (—=1)" pour i € N, la
famille (u;)iez, est sommable (de somme nulle) pour tout entier j et donc la famille

(Z ul> est sommable de somme nulle. Pourtant, la famille (u;);eny n’est pas
1€l cJ

sommable car la série Y (—1)¢ diverge grossiérement.

& Remarque XXVIII.11. Cependant, il découle du théoréme de Fubini "positif"
(corollaire XXVIIIL.9.a) que la famille (u;);c; est sommable si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

(i) les familles (u;)icr, sont sommables;

S

(ii) la famille (Z ]uz|> est sommable.
jeJ

#1 Exercice XX VIIL.3. Soit r € [0,1[ et & € R. On pose, pour n € Z, a,, = r™le™?.
Etudier la sommabilité et, le cas échéant, calculer la somme de la famille (a,)pez.

w Correction : On a, pourn € Z, :

|an| _ ‘T\n|6in9| _ r\n|

donc la famille (ay,)nez par comparaison avec une famille déja étudiée. Posons en-
suite A=Net B={ne€Z|n <0}; on aalors Z = AU B. Alors, par théoréme de
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sommation par paquets (XXVIII.13) on a l'existence des sommes infra et l’égalité :

Zan:Zan+Zan

ne’ neA neB

) [e's)
_ § rneznG + 2 :rnefznG
n=0 n=1

1 re~

1 — ret? * 1—re
1—1r2
1 —2rcos(f) +r2"

Corollaire XXVIIIL.13.a (Fubini). Soit (ua)pcaxps une famille sommable de
nombres complexes. Alors :

(i) pour tout a € A, les famille (usp)pep €t (Uap)aca sont sommables;

(ii) les familles (Z ua’b) et (Z u,l’b) sont sommables ;
acA beB

beB a€A
(iii)

S =Y (z ) 3 (z ) |

(a,b)eAxB acA

beB beB \a€A

& Remarque XXVIII.12. On peut étendre ce résultat & des familles a plus de
deux indices, sans modification de I’hypothése.
#1 Exercice XXVIIL4. On fixe z € C tel que |z| < 1.

1. Démontrer que la famille (2™"),, ,en+ est sommable.

2. Exprimer la somme de cette famille comme somme d’une série numérique.

w Correction :
1. D’apres le théoréme de Fubini "positif" (corollaire XXVIII.9.a), on a :

=™
mn| __ myn _

> = Y Sy = Y
m,neN* meN* neN* meN*

=™

1 — |a|m
termes positifs (proposition XXII1.9), comme la série Y |x|™ converge, on
(n>1)

Or, on a équivalent ~ |z|™ et donc, par théoréme sur les séries a

a la converge de la série il et donc la sommabilité de la famille

=z 1= |z|™
(xmn)m,neN* .
2. Comme la famille (2" )mnen+ est sommable, on a, d’apres le théoréme de
Fubini (corollaire XXVIII.13.a) :

Sooam= 3 Y=Y

m,neEN* meN* neN* meN*
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qui est bien la somme d’une série numérique, dont la convergence absolue
découle du point (i1) du théoréme précité.

d) Produit de Cauchy

L’objectif de ce paragraphe est de développer, a l'aide de la variante du théo-
réme de Fubini infra, un outil de sommation sur les produits de séries absolument
convergentes.

Proposition XXVIII.14. Soient A, B deux ensembles, (ug)eca € (1(A) et
(vp)pen € (*(B). Alors :

(i) la famille (uqVp)(ap)caxp €st sommable;

(i)

S - (z u> (z ) |

(a,b)eAxB

acA beB

Démonstration. Posons, pour (a,b) € A X B, Wap = UgUp.

(i) On sait que la famille (w,)pep est sommable pour tout a € A car la famille
(vp)pep 'est. De plus, pour tout a € A on a :

D lwasl = ) luallos] = Jual Y ]

beB beB beB

qui est le terme général d'une famille sommable car (u,)qea 'est. On a donc
la sommabilité de la famille (wgp)qp par remarque XX VIIL11.

(ii) D’aprés le théoréeme de Fubini (corollaire XXVIII.13.a) appliqué a la famille
(Wap)ap, ON & :

E UqVp = E Wa,b

(a,b)eAxB (a,b)eAxB

-y (z u>

a€A \beB

-(z4) ()

> Exemple XXVIIL.8. Ce résultat permet de retrouver trés rapidement la
somme de la famille (2779), ,en pour x € C tel que |z| < 1. En effet, toutes somma-
bilités bues, on a :

S = 3 vt = (Zx> (Zx) _ ﬁ

p,qEN p,gEN peEN gEN

ce qui conclut la démonstration.

]
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Définition XXVIIL.5. Soient > u, et > w, deux séries numériques. On appelle
produit de Cauchy de ces deux séries la série > w,, ou :

n
VneN, w,= E Uk Up—f; -
k=0

& Remarque XXVIII.13. Toute ressemblance avec 1’expression des coefficients
du produit de polynomes est remarquablement non fortuite.

Proposition XXVIII.15. Soient Y u, et > v, deux séries numériques absolu-
ment convergentes. Alors :

(i) le produit de Cauchy > w, de ces deux séries converge absolument ;

(i)

() (5

& Remarque XXVIII.14. Le point (ii) se traduit par la formule suivante :
() (Zo) - 3w
n=0 n=0 n=0 k=0

Démonstration. Pour n,m € N, posons fi,,, = U,V ; alors, d’aprés la proposition
XXVIIL14, la famille (fmn)mnen est sommable et :

o (&) ()

Posons ensuite, pour n € N :
I, ={(k,0) e N*|k+(=n}.

Les I,, sont deux a deux disjoints de réunion égale a N? (exercice) et donc, d’apres
le théoréme de sommation par paquets (XXVIII.13) on a :

D Hmn =0 D vy

n,meN neN (k,0)el,

n
= E E Uk Un—k

neN k=0

oo n
= E E UrUn—k -

n=0 k=0

> Exemple XXVIIL9.
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— Fixons a,b € C tels que a # b et |al,|b] < 1; on sait alors que :

an—i—l - bn+1 n

Y Zakbn’k.

k=0

Ceci signifie que 'on a le produit de Cauchy suivant (les séries concernées
étant absolument convergentes) :

© gntl — pntl o 0 1
S - (5) () -amaey

n=0

L. n+1l_pn+1
avec convergence absolue de la série Y ="

— Nous avons (proposition XXIIL.5) que, pour tout z € C :

la série concernée convergeant absolument. Ainsi, si I'on fixe z, 2’ € C on a,
par produit de Cauchy :

formule qui (nous l'espérons!) sera familiére au lecteur. . .

Addendum : ensembles dénombrables

Ce qui suit reléeve du programme de MP mais fournit un complément intéressant
aux notions que nous venons de développer.

Dénombrabilité

Définition XXVIII.6. Un ensemble E est dit dénombrable si il existe une bi-
jection f: N — F.
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& Remarque XXVIII.15. Un tel ensemble est nécessairement infini : en effet, si
on suppose FE fini de cardinal n alors il ne peut exister une injection de [1,n + 1]
dans E et a fortiori de N dans F.

> Exemple XXVIII.10.
— N est dénombrable ;
— N* est dénombrable (poser fn+—n+1);
— 2N est dénombrable (poser fn — 2n);
— Z est dénombrable : il suffit de poser f : N — Z qui a tout entier pair associe

n L . . —n .
5 et a tout entier impair associe (quelle est sa réciproque?);

— N2 est dénombrable : en effet tout entier n € N peut s’écrire de facon unique
sous la forme n = 2%(2b+ 1) (a est alors la valuation dyadique de n) et donc
n +— (a,b) réalise une bijection de N dans N2.

Proposition XXVIII.16. Tout produit cartésien fini d’ensembles dénombrables
est dénombrable.

Démonstration. Si E; et Ey sont deux ensembles dénombrables et que f; : N — F)
et fo : N — E5 sont bijectives alors f : (z,y) — (fi(x), f2(y)) réalise une bijection
de N? dans E; x Fy. Comme N? est dénombrable, il existe une bijection o : N — N2
et donc foo : N — F; x E, est bijective par composition : F; X F, est donc
dénombrable. On termine par récurrence. ]

Proposition XXVIII.17. toute réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou
dénombrables est finie ou dénombrable.

Démonstration. Dans le cas d'une réunion d’ensembles (A,,),, dénombrables, on peut
poser :

fiN— A,
neN

(1,k) — fi(k)

ot les f; sont des bijections de N dans A;. On vérifie rapidement que cette applica-
tion est bijective, et on conclut par dénombrabilité de N2. Il est ensuite assez aisé
d’adapter cette démonstration au cas d’une réunion finie et/ou d’ensembles finis. [

% Exercice XX VIIL5. On fixe une bijection 7 : N — Zx N*. Pour tout n € N, on
note n(n) = (a,, b,) 'image de 'entier n par cette application. On procéde ensuite
selon 'algorithme suivant :

Qo
— OHpOSGQQ:b—;
0

a
— pour tout n € N, on détermine k, = min {k e N |Vi € [0,n], b_k #+ qi} et
on pose g
akn
qn+1 bkn
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1. Justifier que k,, est bien défini pour tout n € N et que pour tout n € N, k,, < kp11.
2. Démontrer que pour tous n,m € N on a I'implication (¢, = ¢,,) = (n = m).

Indication : on pourra commencer par démontrer que (¢n = Gm) = (kn = km)-

3. Soit x € Q; on rappelle que 'on peut alors écrire x = P avec (p,q) € Z x N*.
q

(a) Justifier qu’il existe n € N tel que (p, q) = (an, by).
(b) En déduire qu’il existe ng € N tel que x = gy,.
4. En déduire que Q est dénombrable en utilisant ’application

(:N—=-Q

e q, .

On pourrait a ce rythme étre tenté de penser que tout ensemble est dénombrable.
Ceci est faux, et la féte s’arréte rapidement ! aprés 'ensemble des rationnels.

Théoréme XXVIII.18.
R n’est pas dénombrable.

Démonstration. Admais. O

Lien a la sommabilité

L’objet de notre digression tient dans le résultat suivant, plutoét sympathique au
demeurant.

Proposition XXVIII.19. Soit (u;);c; une famille sommable. Alors I'ensemble

est fini ou dénombrable.

Démonstration. Soit n > 1; comme la famille (u;);e; est sommable alors par propo-
sition XXVIII.11 il existe un ensemble fini F}, C I tel que :

D =) u

iel i€k,
1
‘Ul| > —
n

on a F, C F, et donc ’ensemble F,, est fini. Or, on a :

{iellu+0}=JE,

n>1

1
<=,
n

De fait, par différence, si on pose :

En:{z’E[

et donc I’ensemble de gauche est dénombrable comme réunion dénombrable d’en-
sembles finis. ]

1. Tout est relatif
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