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Le présent corrigé n’est pas a considérer comme une copie modéle mais comme un collection d’éléments

de correction, donnés pour vous aider & identifier vos erreurs. Dans le doute, interroger l’enseignant

est toujours pertinent.

¢ Exercice 1 : banque CCINP

1l s’agit du CCINP 5.

¢ Exercice 2 : CCINP TSI 2024

On dit qu'une série converge si la suite de ses sommes partielles converge.
11 faut et suffit que o > 1 (critére de Riemann).
Une bréve étude de la fonction = — e® — (1 + x) livre le résultat.

= Lo

On a, par produit de termes positifs :
( ) n n 1
H T4t 1,1 1 1
e =e€ n) =e -2-...n = ek > 1_*_,

et

n n
1 k+1

k=1 k=1

In fine, on a bien : Vn > 1, efin > n 41
5. Puisque ef» > (n+1) et lim (n+1) = 400, on obtient par minoration lim ef» = +oo0.

n—-+oo n—-+oo
Par composée de limite (fonction continue), on a donc lilf H, = +o0.
n—-+0oo

6. La variable Z,, compte le nombre de fois ot la boule noire est apparue au cours des n premiers
tirages.

1
7. Xj suit une loi de Bernoulli de paramétre — : au moment du k-iéme tirage, on a rajouté
(k — 1) boules blanches en plus de la noire du début. De plus :

E(X;Q—Ox(li)Jrlxl—l.

n

=H,.

T =

E(Z),) =FE (znjxk> =
k=1

E(Xp) =)
1 k=1

¢ Exercice 3 : CCINP TSI 2024 (bis)

1. (a) Il s’agit d’une récurrence triviale.

(b) On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 . L’équation caractéristique associée

est : X2 — X —1 =0 de discriminant A = 5 et de racines

n n
1 1-
sait que Vn € NJF,, = a - ( + \/5> +b- ( 2\/5> . On détermine a et b a l'aide

. D’aprés le cours, on

2
des conditions initiales :

F0:1:a—|—b

1+V5 1-+5
F1:1:a~< 3 >+b~< 2 >

Aprés calculs on obtient : Vn € N,

C54vE (14vB)  5-vE [1-V5\
=10 \~=2 ) "1 {—=2 |-

F,
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2. On notera dans cette question, pour n > 1, d,, = det(M,,).
(a) On trouve d; =1, d2 =2 et d3 = 3.
(b) On développe d,,+2 par rapport a la derniére ligne :

1 b 0 0 1 b 0
a1 1 bo 0 ai 1 ba
dpyo = (*1)(n+2+n+1)an+l 0 a 1 . 0 +(*1)2(n+2) 0 ax 1
: | 0 : oo 1
0 -+ 0 an bpy1 0 -+ 0 ap
On reconnait le dernier déterminant (c’est d,, 11 ) et on développe le premier, par rapport
a la derniére colonne. De plus (—1)"*+2+) — _1 d’on
1 b 0 e 0
aj 1 b2 . 0
dpyo = <_1)an+1(_1)2(n+1)bn+1 0 a9 1 0 + dpt1 -
: R 1 bn-1
0 -+ 0 ap- 1

On a bien la relation de récurrence : dy, 1o = dp11 + dy.

(c) Les suites (dy,), et (F,), vérifient la méme relation de récurrence double et leurs deux
premiers termes sont égaux : ces deux suites sont égales.

¢ Exercice 4 : Centrale PC 2023

nx”

1. Puisque |z| < 1, on a ~ nz". Or:
1 — 2" n=+4o0
(n+1)z"+!
| T lel<d

Donc la série g nz" converge absolument par critére de d’Alembert; d’aprés le critére
n

d’équivalence pour les séries a termes positifs, la série E — converge. Posons, pour

n>1
(n,k) € N*xN, ap, , = nz"+%) = ng™ (2™)F. Pour tout n fixé, la série Z ap, . est absolument
k>0
+oo na™ “+oo na™ +0o0o +o0
convergente et Za”)’“ = = Donc Z T = Z an”(1+k).
k=0 n=1 n=1 k=0
2. (a) O ! d 1 1 > ! td
. (a) Ona —/——— onc par équivalence, la série ———— converge et donc
K3(k + 1) koo kA CORCPATE Bk + 1) & ’
—+oo +oo 1
quel que soit n € N*, le nombre ; m est bien défini, Donc u,, = n ]; m
existe bien.
0 si k < n,
(b) Posons, pour (n,k) € (N*)2, a, = n . qui est une famille de
: — sik>n
k3 (k + 1)
—+oo
nombres positifs ou nuls. On remarque que pour tout n fixé, Z G,z = U, donc
k=1
“+00 +oo
DD ank = ZUn € (0,400,
n=1k=1
400 k
1 k(k+1) 1
D’autre part pour k fixé ona;ank st G+ D) k3(k—|—1) 5 = 53
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400 400

Ainsi Z Z Gy, ; est finie et vaut — Z i E

k=1n=1
+oo +oo

On en déduit que Z Z an, i est également finie de méme somme, autrement dit Z Up,
n=1k=1 (n>1)

+oo 71_2
converge et Z Upy = —.
g n 12

n=1

3. (a) Soit ¢ € N fixé, alors la série Z b; ; est convergente car (b; ;);>i+1 est géométrique de

Jj=0
: 1
raison —, et
+oo
Z - 1+22J z:_1+22k:_1+1_0
7=0 j=i+1
“+o0
En conséquence la série de terme général Z b; ; est convergente car c’est la série nulle,
§=0
“+o00 400
et donc le nombre Z Z b;,; existe et est nul.
i=0 j=0

(b) Soit j € N fixé, alors la série Z b; ; est convergente car (b; ;)i>o0 est nulle & partir d’'un
i>0

+00 j—1 i
1 11— 1
Z,O”i»ﬂ‘ = ZO ST T S T

certain rang, et

+o00
Donc la série de terme général E b; ; est convergente car c’est une série géométrique
=0
1 +oo 400 +oo
de raison —, et donc le nombre E E b; ; existe et vaut E = -2.
7=0 =0
+o0o 400 +oo +oo
NN C . .
(c) D’apres ce qui précéde, les nombres E E b; ; et E E b; ; existent mais ne sont pas
i=0 j=0 j=0i=0

égaux.

4. (a) Comme précédemment, pour i € N fixé la série Z ci,; est convergente car géométrique
Jj=20

1
de raison 3 a partir d’un certain rang, et

ch—z—i- Z =i—2 Z i 1_2_22231@_2—% (11 )—i—2i;:0

j=i+1 j=i+1 3
400 400
et ainsi le nombre Z Z ci,; existe et est égal a 0.
i=0 j=0

(b) Soit j € N. La série Z ci,; est convergente car nulle & partir d'un certain rang, et

i>0
j—1 9 j—1
_ iQi—j S il
R N PO
=0 =0
j-1 :
. i ) —1 e s . .
Supposons j > 1, pour tout x > 1 on a Z;c =1 ce qui définit une fonction f
T —

=0
dérivable sur |1, 400 telle que

= jzd =Yz — 1) — (27 —
Vo > 1, f’(a:):ZixH:] ((mi)l)z( -
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j—1 il i
» 25371 = (37 =1
En particulier Zi?)’ =3f'(3)=3 J ( ) et ainsi
, 4
=0
i“ 22333 -1 | _+3(3J‘—1) 13 —1
Cii=jJ— — =j— L=
£ =) T 4 I Ty T2
+o00
ce résultat étant également valable pour 7 = 0 car dans ce cas Z cij =0.
i=0
= Lyt
Ainsi la série Z ¢;,; est convergente et Z Cij = 3
i>0 i=0
+oo 3 +oo
(¢) On remarque que Z Cij —+> 2 la série Z Z ci,; est donc grossiérement divergente.
; j—+oo ;
=0 §>0i=0
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