MPSI Corot Correction Devoir Surveillé 11 2024-2025

Le présent corrigé n’est pas a considérer comme une copie modéle mais comme un collection d’éléments

de correction, donnés pour vous aider & identifier vos erreurs. Dans le doute, interroger l’enseignant

est toujours pertinent.

¢ Exercice 1 : banque CCINP

1l s’agit du CCINP 6.

¢ Exercice 2 : autour de la trace d’'une matrice carrée

1. (a) Il s’agit du noyau d’une forme linéaire non nulle (car Tr(I,,) = n # 0).
(b) Comme Im(Tr) C K et que rg(Tr) = 1 par formule du rang, on a Im(Tr) = K.

2. Un calcul direct permet de vérifier que AUB C ker(Tr) donc par minimalité on a Vect(AUB) C ker(Tr).
Réciproquement, si M = (m; ;); ; € ker(Tr) alors on a :

n
mii1=—- E Mg
=2

et donc :

M = i imiﬁjEm = imm(Em - El,l) + i meEi,j S Vect(A U B) 5

i=1j=1 i=2 i=1 j#i

ce qui permet de conclure.

3. Soient (4, ) € [1,n]? et (k, £) € [1,n]?. Alorsil est possible de former le produit E; jx Ey. ; € .#,,(K)
et cette matrice admet pour coefficient en position (a,b) € [1,n]? :

> 6ia0j.c0e k0 = 0iadtp D Ojcek -

c=1 c=1

La somme de droite supra est non nulle & la seule condition que j = k, et égale & 1 dans ce
cas, entrainant que :

> " 6i.a0j.c0c k006 = 0i.a0e.005k

c=1

le produit des deux symboles de Kronecker de gauche étant reconnaissable (si, si) comme le
coefficient en position (a,b) de la matrice E; . On en déduit donc que :

Ei,j X Ek,g = 5j,kEi,l .
4. (a) Soit M, N € E et soit A € K; alors

FaA(M +AN) = Tr(A(M + AN)) = Te(AM + MAN) = fa(M) + Afa(N).

(b) Comme A = Z Zak,zEk,g, on a :
k=1 (=1

n n

AE; ; = z Z ag By oy 5 Z Z ak,e0i B = Z ak,iFj i
—10=1

k=1+¢=1 k=1 k=1

et donc
fa(BEiz) =Tr(Ai ) = aj;-
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5. On vérifie rapidement que f est linéaire : si A, Be Fet A€ Kon a :
VME,  faian(M) = Te((A+ AB)M) = fo(M) + Afp(M).

De plus, si A € ker(f) alors en particulier pour tout 4,5 € [1,n] on a fa(E;;) = 0 et donc
A est la matrice nulle d’aprés la question précédente. f est donc une application linéaire
injective de F dans Z(E,K) qui sont deux espaces de méme dimension finie : il s’agit bien
d’un isomorphisme.

6. (a) Il s’agit d’un calcul direct (le faire par blocs) : J.N est une matrice dont les seuls
coefficients non nuls sont une copie des r premiéres lignes de N.

(b) Comme H est un hyperplan de F il existe une forme linéaire p € Z(F) non nulle telle
que H = ker(y). D’aprés la question 5., il existe une matrice A € E telle que ¢ = f4.
En notant r = rg(A4), on a de plus l'existence de P et @ telle que A = PJ,.Q. On pose
alors = Q !NP ! etona

fa(M) =Tr (PJ,QQ 'NP™)
=Tr (J,NP'P)
=Tr (J.N)
=0
donc M € H. M est de plus inversible car N l'est (ses colonnes forment la base canonique
de K™), d’ou le résultat.
7. (a) ¢ admet un unique antécédent par la bijection f.
(b) Soit M € E; alors pour tout X € E :

Tr((AM — MA)X)
Tr(AMX) — Tr(MAX)
Tr(AMX) — Tr(AX M)
P(MX) — p(XM)

0

fam—nma(X)

donc fapr—ama = 0. Par injectivité de f, on a donc AM = M A.

(c) La matrice A commute avec tout E donc en particulier avec les E; ;; i.e pour tous
i,j € [1,n] ona:

AE; ; = E; ;A
soit, en notant A = (ag¢)ke :
n n n n
Z Z ag o By o By j = Z Z ak ol By 0.
k=1/=1 k=1/¢=1

Par un calcul similaire a celui déja mené a la question 4.(b), on obtient :

n n
g agiFjr = E aj B
=1 =1

La matrice de gauche n’a aucun coefficient non nul hors de la ligne j (qui contient la
ligne i de A), celle de droite aucun coefficient non nul hors de la ligne i (qui contient la
ligne j de A); on en déduit que si i # j alors a; ; = 0 et que tous les a;; sont égaux.
De fait, on a bien A = AI,, avec A = aq,;.

(d) On a ¢ = fa donc pour tout M € E
6(M) = Te((AL,)M) = XTx(M)

ergo ¢ = A\Tr.
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¢ Exercice 3 : matrices unipotentes (banque PT 2023)

1. (a) Ona
2 2 -4
L—A=|0 2 -2
2 2 -4

En notant C, Cs et C3 les colonnes de cette matrice, on a
I‘g(Ig — A) = I‘g(Ol, 027 03) = I‘g(Cl, 02) =2

car C1 + Co + C3 = 0 et car Cq, Cs sont deux colonnes non colinéaires. La formule du
rang donne alors dim ker(A — 1) = 1, de quoi on déduit que ker(A — I3) = Vect(1,1,1).

(b) On a
2 - —y 42z =1
A-L)X=1[2| -y +z =
2 —r -y +2z =1
1
:){x +y
z = 1 +y
1+y
— X = Y
T+y
d’ott le résultat :
2 1+y
(A-I3)X =(2]) <= 3JyeR, X = Y
2 1+y

(c) On a déja f (e1) =e1 < e1 € Eq donc on prend e; = (1,1,1).
Ensuite, on a f (e2) = 2e; + e3 < (f —idgrs)(e2) = (2,2,2), donc on prend pour ez un
vecteur de la forme (1 + y,y,1 + y). On peut par exemple choisir y = 0 ce qui donne

es = (1,0, 1).
Enfin, on a f (e3) = —2es+e3 < (f —idgs)(e3) = (—=2,0,—2). On résout alors le systéme
associé :

-9 - -y +2z =-1

A-I;)X=1|0 | -y 4z =
—2 - -y +2z =-1
1
z = y

On prend alors arbitrairement y = 0, ce qui donne ez = (1,0, 0).

(d) Par théoréme, deux matrices sont semblables si et seulement si ce sont les matrices d’un
méme endomorphisme dans deux bases différentes : il faut (et suffit de) trouver une base
B = (u,v,w) telle que
1 2 0
matgz(f) =10 1 -2
0 0 1

Cela équivaut & dire que 'on a f (u) =u, f(v) =2u+wv, et f(w) = —2v+w. Auvu
de la question précédente, il suffit donc de montrer que eq, es, e3 forment une base de
R3, et alors cette base conviendra. On fait cette vérification, qui est classique (montrer
qu’elle est libre et utiliser la dimension). Par formule de changement de base, il suffit
de prendre P égale a la matrice de la base # = (e, €2, e3) dans la base canonique, i.e

P =

=
— O

1
0
0
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2. (a) Sion note E; ; les matrices élémentaires de .#3(R) alors par construction :
</V = VECt(ELQ, E1737 Egyg) .

Cet ensemble est un s—e.v de .#3(R) par définition. De plus, la famille (Ej 2, E1 3, Ea3)
étant libre (comme sous—famille de la base canonique de .#5(R)) et génératrice de .4,
elle en constitue une base. De fait, dim(.4") = 3.

(b) Un calcul direct montre que si a,b,c,a’,b’, ¢ € R alors :

0 a b\ (0 d V 0 0 ac
0 0 c 0 0 d]=(00 0]en.
0 0 O 0 0 0 0 0 O
(c) Un calcul direct donne N* = 0.
3. (a) Non:0¢ %.
(b) Sia,b,c,a’, b, €R alors :
1 a b 1 ad ¥V 1 a+d V+ad+b
01 c¢c|x|lO0 1 ]=1]0 1 d+e cEw.
0 0 1 0 0 1 0 0 1

(¢) Les matrices de % sont triangulaires sans coefficient diagonal nul : elles sont donc
inversibles.

4. (a) On a directement
1 2a —2a(a-—1)

VaeR, B@=1[(0 1 —2a
0 0 1

(b) On a N € A4, or A est stable par produit et par combinaison linéaire, donc on a

aN + wzﬂ € . Cela prouve que U®) € % .
(c) Ona:

U@y® = <13 +aN + a(a;UN?) (Ig + BN + B(BQ_DN2>
— I+ (a+ BN + (a5+a(a2— 1) Jr5(52—1))N2+(...)i\?+(...)%r)iet
— L+ (a+B)N + <<a+'8)(05+6_1)>zv2
_ glats)

(v) Y (L +aN + @N%@

~

= I3+ BN’ + @N’?
=Is+a5N+ﬁa(a_1)N2+ﬁ(62_ D) (aN+a(O‘2_1)N2>2

2
Ba(a —1) N a?B(B—1)

ZIg-i-OzBN‘i‘( 5 5

) N2+ O3
=I3+aBN + %O‘(a —1+a(f—-1))N2=ys)
d’oul le résultat.
(d) On raisonne par récurrence sur n € N*.
— Enn=1, on aUb =14+ N = U, donc on a bien v =yt

— Pour I’hérédité, il suffit d’utiliser la propriété aux rang 1 et n, ce qui permet d’écrire :
U(nJrl) — U(n)U(l) — UnUl — Un+1.
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Par ailleurs le résultat reste vrai si n = 0, d’ou Vn € N, U™ = U™,

(e) Puisque I3N = NI3 = N la formule du binoéme s’applique, et considérant que N*¥ = 0
pour k > 3 on peut écrire pour tout n > 2 :

U" = (I + N)"

- Zn: (Z) I;7E Nk
k;o )

— k

=2 (k) N

(n—1)

=I;+nN+ 2 N

=y

Comme (Z) = 0si k > n, le calcul supra reste valable dans les cas n =0, 1.

(f) La question 4.(c) permet d’écrire YUY = yWyD = -1 = gO® = 15 d’ou le
résultat.

2
5. (a) Comme B € %, en utilisant la question 4.(c) on peut écrire : B = B = (B(%)> donc

1
_21 convient.
1

) 1
C =BG = 0
0

O = =

Cette matrice n’est pas unique car —C' convient également.
(b) Ona A= PBP~' = PC?P~! = (PCP~")? donc D = PCP~! convient.

¢ Exercice 4 : extrait Mines—Ponts MP/MPI 2023
1. (a) Au bout de deux IPP et d’'un peu' de douleur on trouve, pour n > 1 :

(2am +B)(=1)" - 8

n2

/7r (at® + Bt) cos(nt)dt =
0

1
et donc a = o et 8 = —1 conviennent.
T

(b) Soit t €]0,7] et n € N*; alors :

g L _ pint )
D cos(kt) = Re (Z 6““) =" 11 G
k=1 k=1

cos (7(";1”) sin (%)

sin ()

- 25113(5) (Sm (Qn; Dt) e (D)

en se rappelant que pour tout a,b € R on a 2cos(b) sin(a) = sin(b + a) — sin(b — a). In
fine, on a bien :

2n+1
E cos(kt) sm( tt)fl.
2sin (5) 2

1. Non contractuel.
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2. 1l s’agit du lemme de Riemann—Lebesgue. On fixe z > 0 et on effectue une intégration par

parties : /O,r (0 ot — [_ o(t) c;s(xt)]: N /O” ©'(t) (;COS(xt) it
et donc :
0 < /O”W)sm(xt) dt‘ . ’sa@r)c;s(m) ‘go;m N / ¢'(t) cos(at) ‘dt

IN

: (e + o+ [ 1oenar)

ce qui permet d’obtenir le résultat par théoréme d’existence par encadrement.

3. (a) La fonction ¢ est de classe €' sur ]0,7] en tant que fraction rationnelle en fonctions
usuelles et :

_ (2at+ p)sin (%) — 5 (at® + Bt) cos (%)
B 2sin? (%) ’

et donc par théoréme de limite de la dérivée, comme ¢ et ¢’ se prolongent par continuité
en 0, ¢ se prolonge en une fonction de classe € sur [0, 7].

b) Soit N > 1; alors d’aprés la question 1 on a :
(b) p q
N N .
Z 3= Z/ (at® + Bt) cos(nt)dt
n=1 n=
:/ atQ—i—ﬁt (ZCOS nt >
0
4 sin (2N+1t) 1
= +2 =2 7 _ =
/0 (a +6>< 2sin (1) 2

i 2N +1 T at? + Bt
:/ ga(t)sin( + t> dt—/ at” + 5t g
0 2 0 2

o1l B est le prolongement € de ¢ étudié a la question 3.(a). Or, par lemme de Riemann—
Lebesgue (question 2.) on a :

T (2N +1
/Oga(t)sm( 5 t> dt NHOOO

et donc par unicité de la limite :

=1 t2 + Bt 2
27:,/ ot +pt T
=n 2 6

en remplagant « et 8 par les valeurs trouvées a la question 1.(a).
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