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¢

Le présent corrigé n’est pas a considérer comme une copie modéle mais comme un collection d’éléments
de correction, donnés pour vous aider & identifier vos erreurs. Dans le doute, interroger l’enseignant

est toujours pertinent.

Exercice 1 : banque CCINP

1l s’agit du CCINP 62.

Exercice 2 : extrait de E3A MP 2023

1. f est continue sur R, donc F est de classe €' sur Ry et F'(z) = f(x) .

7.

. Soit & dans R’} , le changement de variable u = xt donne :

L W()(0) = / £(0)dt = £(0).

U est linéaire , d’apreés la linéarité de I'intégrale, et Vf € F on a ¥U(f) € E donc ¥(f) est un
endomorphisme de FE.

(a) h est continue sur RY par les théorémes généraux et lim+ h(z) = 0= h(0) , donc h est
z—0

continue en 0 et elle est continue sur R,.

h(z) — h(0 1
(b) On a M = sin ( qui n’admet pas de limite en 0 (contraposer la caractéri-
x x
sation séquentielle de la limite) , h n’est pas dérivable en 0 , donc elle n’est pas de classe
€' sur Ry

(c) Soit g € Im(¥) , il existe f € E telle que ¥(f) = g , donc g(x) = lF(x) siz > 0et
x
9(0) = £(0).

Ainsi zg(z) = F(z) pour tout z € R, , donc la fonction x + xg(z) est de classe €* sur
R, .

(d) h n’est pas de classe €* sur Ry donc h ¢ Im(¥) .

(e) Im(¥) # E donc ¥ n’est pas surjective .

1
. Soit f € ker ¥, on a pour = dans R} ,¥(f)(x) = —F(x) donc
x

F(x):/omf(t)dtzo Vr € R,

par dérivation on a f(z) = 0 pour tout 2 dans R’} , la continuité de f donne f(0) = 0 puis
f est nulle sur R,..
Donc ker ¥ = {0} et ¥ est injective.

(a) Soit u € R.Les solutions de (L) : y' + Ey =0 sur RY sont :
T

Y= Aexp(—/%da:) =Axz™" AeR

(b) Les solutions de (L) prolongeables par continuité sur R, sont :
y=Axz " siu<0 ouy=0 sipu>0

(c) Soit (A, f) un tel couple avec A # 0 et f non nulle.
Pour x € Ry on a

V(f)(@) = T F(x) = M)
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donc F est solution de I’équation différentielle :

ST
Y )\xy_

et il existe A € R tel que F(x) = Az,

1
F est continue sur Ry donc A > 0 , de plus F est €' sur R, alors X >1,s0it 1 <A,

Ainsi les \ possibles sont tous les éléments de |0, 1] associés aux fonctions x +— zx!

¢ Probléme : Autour des homothéties et du lemme de Schur

i

1. (a) On vérifie rapidement que A(F) est une partie de .Z(F) contenant x — 0. De plus, si f
et g sont des homothéties, il existe A\, u € K tels que f = Aidg et ¢ = pidg donc pour
tout v € K :

fH+rvg=A+vp)idg € A(E).

(b) A(FE) est une partie de .Z(FE) contenant idg. De plus, si f et g sont des homothéties, il
existe A\, p € K tels que f = Aidg et ¢ = pidg donc pour tout z € E :

fog(x) = uxz=go f(z)

donc fog e A(E) et est égal go f : on a bien un sous—anneau commutatif de Z(F).
2. On fixe dans cette question une homothétie u € A(E).

(a) Soient A et u deux rapports de u; alors comme il existe un vecteur « € F non nul, on

a:
0=flz)=fle)=(A—pa

et donc A = p car x # 0.

(b) Si le rapport de u est nul, u = 0 n’est pas bijectif. Sinon, en notant A\ ce rapport, on
vérifie que —idg est la réciproque de u, qui est donc un automorphisme. Notons que
cela entraine que A(F) est un corps.

3. Pour tout z non nul, la liaison de la famille (x, f(x)) permet d’écrire f(z) = A\, x avec A\, € K
unique. Soient z,y non nuls.

— Cas (z,y) liée : On peut écrire y = px avec u € K et alors

f(y) = pAex = Ay et fy) = Ay

donc A\, = A;.
— Cas (z,y) libre :
fle+y) = dary(@+y) = dow + Ay

donc A\, = A, par identification des scalaires facteurs dans une famille libre. On pose A
la valeur commune des ;. On a donc

Ve € E\{0g}, f(z) = Az

et cette relation vaut aussi pour z = 0g. On peut alors conclure f = Aidg.

—II —

1. 1l est clair que Aidg € ).
2. Soit u € @\ N GL(E). On a alors u? = Au et donc, en composant par v~ ! des deux cotés de
Pégalité u = Mdg. Si A = 0, cette égalité est impossible donc @, N GL(FE) est vide; sinon
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3. (a) Soit x € Im(u), alors il existe y € E tel que = = u(y) et donc
u(@) = u’(y) = u(y) = Az.

(b) Un élément x commun a Imwu et ker(u) vérifie u(x) = 0 et u(z) = Az d’apres la question
précédente. On a donc ker u NImu = {0}. De plus, tout vecteur = de F peut s’écrire

d’ou le résultat.

(¢) On a dans ce cas Im(u) C ker(u) par question 3.(a) et donc cela ne sera possible que si
u = 0.
4. (a) Le sens indirect est trivial. Inversement, en composant v ov +vowu = 0 par u & gauche
et & droite on obtient :

uwdovt+uovou=0 et wovou+twvouZ=0

et donc
Auvov4+uovou=0 et wovou+Avou=0.
En soustrayant ces deux égalités, on obtient (comme A # 0) uov = vou, d’ou le résultat.
(b) On a:

(u+v € ) <= ((u+v)* = ANu+v))

— (W +v*+uov+vou=\u+\v)

<~ (uov+vou=0)

< (uov=vou=0)
d’aprés la question précédente.

(¢) Supposons u+v € &. On a déja vu en TD que Im(u+v) C Im u+Imv. Pour inclusion
inverse, remarquons que si ¢ = u(y) € Imuw, alors x = —(u+v)(u(y)) € Im(u+v), donc
Imu C Im(u 4 v). De méme, Imv C Im(u + v), et donc Imu + Imv C Im(u + v).

On vérifie rapidement que ker(u) Nkerv C ker(u + v). Ensuite, remarquons que si
x € ker(u 4+ v), alors en composant & gauche par u, on a Au(z) = 0 et donc, puisque
A # 0, z € ker(u). De méme z € ker(v), donc ker(u + v) C ker(u) Nker(v).

(d) Comme uov =wvou, alors
(uov)  =uovouowv=u?ov?=\Nuw

donc uowv € &)2.

On a ensuite immeédiatement que Imuov C Imwu et Imwov C Im v( puisque uov = vou)
donc Imuov C ImunNImw.

Siz=wu(y) =v(z) € ImunImuv, alors Az = u(x) = u(v(z)). Puisque A # 0, z € Imuowv
et donc ImuNImov C Imwuow.

On a rapidement ker(v) C ker(uowv) et ker(u) C ker(uowv) (puisque uov =vou ), donc
ker(u) + ker(v) C ker(u o v).

Si z € ker(u o v), alors

et donc ker(u o v) C ker(u) + ker(v).
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1. (a) Soit F un s—e.vde E GL(E)-stable différent de {0} ; il existe alors un vecteur = € F tel
que x # 0. Soit y € E'\ {0} ; alors comme la famille (x) est libre il existe une application
u € GL(E) telle que u(x) = y (envoyer Vect(x) sur Vect(y) de fagon bijective et induire
l'identité ailleurs), donc y € F. In fine, F = E et donc GL(E) est irréductible.

(b) Si E est une droite, tout va bien. Sinon, F contient deux vecteurs non colinéaires = et
y et donc F' = Vect(x) est A(E)-stable sans étre égal & F ou {0}.

2. Comme f est non nulle, Im(f) # {0} et ker(f) # E. Or, pour tout v € %, on a, si x € ker(f):

flu(z)) =v(f(x)) =v(0) =0 et donc u(x) € ker(f)

ainsi que
Ve e B, u(f(z)) = f(w(z)) € Im(f).
On en déduit que ker(f) et Im(f) sont % —stables et donc nécessairement ker(f) = {0} et
Im(f) =E : on a bien f € GL(E).
3. Par hypotheése, il existe un scalaire A € K tel que f(z) = Ax. Ainsi, ker(f — Aidg) # {0} et
donc f — MNidg ¢ GL(E). Or,siu € % on a:
uo(f —Adg))=uof—Au=fou—Adu=(f—Aidg))ou

et donc par lemme de Schur, f — Midg =0 i.e f = Aidg € A(E).

4. Soit s € G et z € E\ {0} tes que p(s) stabilise Vect(z). Comme G est abélien alors, pour
tout v € p(G), comme il existe t € G tel que ¢(t) = v on a :

p(s)ov =p(s) o p(t) = (s 1) = p(t-s) = @(t) - p(s) = vop(s).

On peut donc appliquer la question précédente & ¢(s) et x, et obtenir que p(s) € A(E).
Ce résultat étant valable pour tout s € G, on en déduit que (G) C A(E). Comme ¢(G)
est irréductible et qu’il est clair que tout ensemble contenant une partie irréductible I'est
également, la question 1.(b) nous indique que E est une droite.
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