MPSI Corot Correction Devoir Surveillé 8 2024-2025

Le présent corrigé n’est pas a considérer comme une copie modéle mais comme un collection d’éléments

de correction, donnés pour vous aider & identifier vos erreurs. Dans le doute, interroger l’enseignant

est toujours pertinent.

¢ Exercice 1 : banque CCINP

1l s’agit du CCINP 1.

¢ Exercice 2 : banque CCINP (bis!)

1l s’agit du CCINP 4.

¢ Exercice 3 : racines imbriquées

1. Une récurrence immédiate démontre que la suite (uy), est bien définie et & termes positifs.
De fait, pour n > 1, u,, > /n et donc u, — oo par minoration.

2. (a) Démontrons tout d’abord par récurrence sur n > 1 que u, < n.
— n=1: trivial.

— Supposons la propriété vraie au rang n > 2. Alors :

Upp1 =V +1d+u, <V2n+1<vVn2+2n4+1=n+1

par hypothése de récurrence et croissance de la fonction racine carrée.

De fait, sin > 2, on a

et donc u,, = o(n).

(b) Au voisinage de l'infini, on a :

Un = /N + Up_1 = /N 1+u,;;1 =vny1+o(l) ~+/n.

(¢c) Soit n > 2; alors

2
U, — N Unp—1
Up — \/ﬁ = =

Up + /N Up+/M
De plus u, +v/n = 2¢/n + o(v/n) ~ 2/n d’aprés (b) ergo

vn—1 1

Un—1
tn = /n ovn | 2yn 2

1 1
d’olt uy, — /1 — 5 ce qui entraine que l’on a bien u,, = v/n + 3 + o(1).
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¢ Probléme : adapté de CCINP MP 2018

.

1. (a) Les polynomes P et R étant de degré 2, ils ne peuvent étre interpolateurs de sinus en 2
points par condition (PI-1). Le polynéme @ vérifiant les deux conditions voulue, il est

™
interpolateur de sinus en 0 et 5

(b) On vérifie que P =eX + (1 — X) convient.

2. (a) Si P et @ sont deux polyndmes interpolateurs de f aux points g, ..., 2, alors le po-
lynome R = P — @ est de degré au plus n (par différence) et s’annule en n + 1 points
distincts (les z;). Par condition de degré, R =0 et donc P = Q.

(b) Non : si on retire cette condition alors le polynéme R de la question 1.(a) interpole

0
également sinus en 0 et 3

n
3. (a) Il suffit de poser Q = H(X — ).
k=0
(b) Le polynome nul est 'unique polyndme interpolateur de @ aux points zq, ..., Zp.

—II -

1l s’agit de questions de cours.

—III -

1. Question de cours.

2. Soit x € Aj; alors f(x) — L,(f)(x) = 0 par condition (PI-2). De plus, ma(xz) = 0 donc

a+b .
Cr = — convient (par exemple).

3. Soit p € N* et soit ¢ : [a,b] — R est une fonction p fois dérivable qui s’annule p + 1 fois.

(a) — k =0. Trivial en remarquant que #©) = 0 par continuité.

— Supposons la propriété vraie au rang k € [0,p — 1]. Alors par hypothése de ré-
currence, (/ﬁ(k) s’annule en ¢ = p — k + 1 points z1,...,2¢. De fait, pour tout
j € 0,6 = 1], ¢ est continue sur [zj,zj11], dérivable sur ]z;, 241 et vérifie
(b(k)(zj) =0= gb(k)(sz) ; on a donc par théoréme de Rolle lexistence d’un point
t; €]z, zj1+1] tel que ¢k+1(tj) = 0. In fine, 1a fonction ¢+ s’annule en (—1 = p—k
points distincts (& savoir to,...,te—1).

(b) D’apreés la question (a) pour k = p, #®) gannule en un point ¢ € [a,b]. De plus, on a
vu que c était strictement compris entre deux racines de (;S(p -1 appartenant a ce méme
segment. In fine, ¢ €]a, bl.

4. On fixe x € [a,b] tel que x ¢ A et A € R.

(a) La fonction F est de classe €1 par combinaison linéaire. Soit ¢ € [a,b]; on a alors :

FrOD () = f D () — LD () = eV (1)

Le polynome L, étant de degré au plus n, on a L%”Jrl)

récurrence immeédiate (pour le calcul des dérivées de mp) :

= 0. Ainsi, on obtient par

Fr ) = oD () — A(n + 1)!.

(b) Le réel x étant fixé, on peut poser A =

car ¢ ¢ A.

, le dénominateur étant non nul
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(¢) La fonction F s’annule en x, xq, . . ., x, qui sont deux a deux distincts car ¢ A. D’aprés
la question 3.(b), comme la fonction F est de classe €™ et s’annule n + 2 fois, il existe
un point ¢, €la, b tel que F" Y (¢,) = 0. Ceci entraine d’aprés 4.(a) et 4.(b) que :

f(@) = Ln(f)(x)

F Y (ea) = A+ 1) = ma () 1
et donc on a bien : (nt1)
@) = L)@ = L),

IV -

1. Ces deux ensembles sont respectivement I'image du segment [a, b] par les fonctions continues
fOY et f—L, (f). Par théoréme des bornes atteintes, ils admettent tous deux un maximum.

2. Soit z € [a, b] ; alors

n

ma(@)| = [T le =2l < (b= a)"*
k=0

car ¢ et les xy sont des éléments de [a, b] et donc

f(n+1)(0m)
@) - L@ =|
(n+1)
< f (CI) (b o a)n+1
(n+1)!
ww(nﬂ)”m.
(n+1)!
Le membre de droite de l'inégalité étant indépendant de z, on peut passer au maximum et
obtenir : 0 )
—a n "
1f = Ln(Flloo € 7= 1|0 -

(n+1)!
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