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Toute réponse non justifiée sera considérée comme vide. A linverse, tout raisonnement, méme non
abouti, sera valorisé. Toute question mon traitée pourra étre admise pour usage ultérieur. L’usage de
calculatrice ou de tout document (hors du présent sujet) est interdit.

Ce sujet comporte 2 pages.

¢ Exercice CCINP

Soit @ un nombre complexe. On pose ug = u; = 1 et
Vn € Ny upyo = 20unt1 + 4(ia — Duy, .

Exprimer, pour tout entier naturel n, le nombre complexe u,, en fonction de n.
Indication : discuter suivant les valeurs de a.

¢ Probléme : théoréme de Weierstrass, version faible

L’objet de ce devoir est la démonstration du théoréme suivant, démontré en premier lieu par Karl WEIERS-
TRASS en 1885. Nous nous inspirons ici d’'une méthode constructive due a Sergel Natanovich BERNSTEIN !
et datant de 1912.

Théoréme 1 (Weierstrass (version faible)).

Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Alors il existe une suite (Pn)n de
fonctions polynomiales telle que :

Vz €[0,1], Pn(z) —— f(z).

n—r00

I On rappelle qu’une fonction polynomiale est une fonction de la forme

d
k 2 d
:c»—>§ arx” =ao+ a1x + a2z’ + ...+ aqx”, avec ag,...,aq € R.
k=0

Pour toute fonction f € €°([0,1]) on pose, pour n € N* et z € [0,1] :
S k n—
B =3 (1)1 (3) 0ot

Ceci signifie que B, (f) est la fonction qui a x € [0, 1] associe le réel B, (f)(z) défini ci-dessus. On pose
également, pour z € [0,1] et i € N, ¢;(z) = z".

% on manipule dans ce probléme différents types d’objets : fonctions, suites, nombres réels. 1l
est donc impératif de soigner la rédaction et de prendre garde a quantifier et homogénéiser les
expressions présentées. Tout manquement a cette régle sera lourdement sanctionné.

S -

1. Soit f € €°([0,1]) et n > 1; justifier que B,,(f) est une fonction polynomiale.
2. Soient a,b € R et f,g € €°([0,1]). Démontrer que 'on a, pour tout n € N* :
(a) Bp(af +bg) = aBn(f)+bBn(g);
(b) (f 20) = (Bn(f) = 0);

1. A ne pas confondre avec Feliz BERNSTEIN, mathématicien allemand et contemporain de l’autre.
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(c) (f z9) = (Bu(f) = Bn(9));
(d) [Ba(f)] < Bullf])-
3. Soit f € €°(]0,1]) et soit n > 1.
(a) Justifier que la fonction B, (f) est dérivable.
(b) Démontrer que si 'on pose g : © — zf(x) on a, pour tout = € [0,1] :
x(1—x)
n

B (f)'(x) = Bn(g)(x) — 2Bn(f)(2) .

4. Soit n € N*.
(a) Verifier que B, (¢o) = ¢o.
(b) Etablir que B, (¢1) = ¢1.
(¢) Démontrer que, pour tout x € [0,1] :
z(1—2)

Ba(02)(@) = a® +

—1I -

On fixe dans cette partie une fonction f € €°([0,1]) et un réel € € R%. On admettra qu’il existe un réel
6 > 0 tel que :
Yo,y € [0,1], (e -yl <6) = (If(z) - fy) <e).
1. Montrer que lensemble # = {|f(z)||z € [0,1]} admet un plus grand élément, que l'on
notera M.

2
2. On pose K = —-. Démontrer que, pour tous z,y € [0,1], on a :

)
flz) — fy)| < K(z —y)® +e

3. Fixons y € [0,1] et n € N*.

(a) Démontrer que, pour tout x € [0, 1]
[f(x) = f(y)do(@)] < K(d2(x) — 2yd1(2) + 5 Po(2)) + edo(x) -
(b) En déduire que, pour tout = € [0, 1]

| B (f) (@)= f(y) Ba(¢0) ()] < K(Bn(¢2)(x)—2yBn(61)(2)+y Ba(¢o) () +eBn(do) (@) -

(¢) Pour conclure, montrer que

4. Démontrer le théoréme 1.
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