MPSI Corot Correction Devoir Surveillé 4 2024-2025

Le présent corrigé n’est pas a considérer comme une copie modéle mais comme un collection d’éléments

de correction, donnés pour vous aider & identifier vos erreurs. Dans le doute, interroger l’enseignant

est toujours pertinent.

¢ Exercice 1 : diantre, qu’est—ce que cela ?

1l s’agit du CCINP 89.

¢ Exercice 2 : un peu de trigonométrie

1. (a) On vérifie aisément que f est m—périodique et impaire.

(b) — Sixze [0, %} alors 2z € [0, g] et donc f(z) = 2z;

— sz e [%’ g} alors 2z € [gﬂr}. Comme de plus f(z) = arcsin (sin (2(9& - g))
par périodicité, on a :

f(z) = —arcsin | sin | 2z — = =7 —2x.
——

2
2. (a) Soit x € R, alors comme (1 — z)? > 0, on a que Hixz € [-1,1]. De fait, g est définie
x
sur R et est impaire (calcul trivial).
2
(b) La fonction g est dérivable en tout z € R tel que ?232 €) — 1, 1], condition qui est
x
équivalente & = # £1. De fait, g est dérivable sur E =] — oo, —1[U] — 1, 1[U]1, +o0[ et
pour tout x € E on a :
(@) d 2z 1
x)=—
g de \ 1+ 22 2
1— 2z
()
B 2(1 —2?%)
(14 22)/(1 —22)?
2 . ]
_ m S1 |CE| <1 N
= 5 .
————  sinon.
1+ 22

(¢) Par primitive, il existe donc deux constantes A et B réelles telles que :

2arctan(x) + A siz €] —1,1];
gla) = _
—2arctan(z) + B sinon.
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Comme g est continue, ces deux expressions doivent avoir la méme limite en (par
exemple) z — 1, ce qui entraine que :

o) =2 +A=—

= B
5 +

vo] 3

et donc, comme g(1) = g on obtient A =0et B = .

La courbe représentative de g a donc l'allure infra.

SV

4\" |

¢ Exercice 3 : une homographie sur U

Soit o € C\U. Pour z € C tel que @z + 1 # 0, on pose

z+a
J(z) = az+1°
1. Soit z € U. Alors |az| = |&] # 1. On ne peut donc avoir &z = —1 sinon on aurait
|az| = | — 1] = 1. Ceci prouve que &z + 1 # 0 et donc que f est définie sur U.

2. On peut écrire les équivalences suivantes :

If(2) =1 |2+ af = |az +1|

|z +al? = |az + 1
z+a)(z+a)=(az+1)(az+1)

22+ o +az+az = o}z +az +az + 1
(1 Jaf?) |22 = 1 — af?

|z] =1 carl — |a|? #0.

rrreee

On a donc bien montré que z € U < f(z) € U.

3. Tout d’abord, d’aprés la question précédente, f(U) C U.
Soit Z € U et z € C tel que az + 1 # 0. On a les équivalences suivantes :

z+a
az+1
= Zaz+1)=z+«
— z(Za-1)=a-17

Z=f(z)<=17Z=

Puisque Z € U, on prouve comme & la premiére question que Za — 1 # 0. L’équation
f(2) = Z d’inconnue z admet une unique solution. De plus, si z est solution de cette équation,
f(z) =Z € U et d’apreés la question précédente z € U. Ceci prouve que g est une bijection
de U dans U.
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¢ Probléme : argument sinus hyperbolique

i

Traité en cours et TD.

—1I -

1. La fonction sh est continue et strictement monotone. De plus, sh(x) ——— +o0o et donc,
Tr—r 100
par théoréme de la bijection, on obtient le résultat souhaité.

2. D’aprés le théoréme de la bijection, argsh est de la méme monotonie que sh, donc strictement
croissante. De plus, si z € R, en posant y = argsh(z) on a :

argsh(—z) = argsh(—sh(y)) = —argsh(sh(y)) = —y = —argsh(z)

d’out 'imparité.

3. (a) Par réciprocité, argsh(0) = 0 et argsh(z) —— +o0.

r—Fo0
(b) Ca doit ressembler vaguement a cela.
sh arg SZ;.
i ek mvocha
mais pIsar (it

mﬂw';?fz .

4. On applique le théoréme de dérivation de la réciproque, pour z € R :

1
/ p—
argsh (z) = ch(argsh(z))
Or
ch(argsh(x))? = 1 + sh(argsh(z))? = 1 4 2?

et comme ch(z) > 0 on a in fine :

1
V1t a2

5. (a) Soit z,t € R tels que sh(t) = z, i.e 2z = e’ —e~*. En posant X = €', I'’équation étudiée
est alors équivalente a :

argsh’(z) =

1

i.e
X?—22X -1=0.
Ce trindme admet comme unique solution positive X = x + v/ 22 + 1 ce qui nous donne

finalement ¢ = In (x +4/1+ 502>.

(b) Soit x € R et soit t =In (x +V1+ xQ) ; alors

argsh(z) = argsh(sh(¢)) =t =In (gc +V1+ :c2) .
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—III -

1. Soit x € R; en posant ¢t = argsh(x) on a :

argsh(2xv/1 + 22) = argsh(2sh(¢)+/1 + sh(¢)?)
= argsh(2sh(¢)ch(t))
= argsh(sh(2t))
=2t
= 2argsh(z)

d’oul le résultat.

2. Posons f : x — argsh(2z+/1 + 22), définie et dérivable sur R comme composée de fonctions
usuelles. Pour z € R on a alors :

2 d
\/ﬁ = a(2argsh($)) .

De fait, par primitive, il existe A € R tel que :

flz) =

vz € R, f(x) = 2argsh(x) + A.

Enfin, en évaluant en x = 0, on trouve que A doit étre nulle.

3. Soit x € R; alors :

argsh(2zv/1+ 22) = In (Q:m/:ﬂ F14 /1 +422(1+ x2))
=In(22V2? +1+/(1+ 23;2)2)
—In 2mm+1+2x2)
—In ((m+ x2+1)2>

:21n<z+ 1:2—|—1>
= 2argsh(z).
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