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Le présent corrigé n’est pas a considérer comme une copie modéle mais comme un collection d’éléments

de correction, donnés pour vous aider & identifier vos erreurs. Dans le doute, interroger l’enseignant

est toujours pertinent.

¢ Exercice 1 : un calcul de somme

1. (a) Cf. cours.
(b) Cf. cours.
(¢) On remarque que :
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et donc, par changement d’indice,
999 1000
N =Y k(k+1)(k+2) = (k- 1)k(k+1) = 250499749500 .
k=1 k=2

2. (a) Récurrence immeédiate.
(b) On remarque que N = Niyggp.

¢ Exercice 2 : un autre calcul de somme
1. On obtient :
(IO:l CL1:1 a2:2 a3:5 a4:14
So=1 S3=2 S;=5 S3=14 S,=42.
On conjecture que S,, = a,41 pour n € {0,1,2,3}.
2. (a) Par changement d’indice k < n — k on obtient le résultat.
(b) On a:

n
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k=0 k=0

k=0

3. Soit n € N.

(n+2)ans1 = <
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4. (a) SoitneN.On a:
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Or pour tout k € N, (k + 2)ag+1 = 2(2k + 1)ay, ergo :

Sn+1 + Tn+1 = Qp+1 + 2 Z(Qk + 1)G/kanfk

k=0
n n
=Qpt1 +4 E kagan—p +2 E akOn—k
k=0 k=0

:an+1—|—4 Tn+2 Sn
Or2T, =nS, donc :
Sn+1 4+ Thy1 =ans1+2n Sp+28S, = Anp4+1 + 2(n + ].)Sn

et comme 2 T, 11 = (n+1)S,,41 on a:

n+1 n+3

Sn—i—l + Tn-{—l = S71,+1 + T Sn+1 e

2 Sn+1 .

On en déduit que

n+3
T S7L+1 = Gn+1 + 2(” + 1)Sn

(b) D’ aprés la question 1, Sy = a; = 1. Supposons maintenant que S,, = a,4+1 pour un

. . , n—+3
certain n € N. D’aprés la question précédente, 5 Snt1 = apy1+ 2(n+1)S,. Or on

a supposé que S, = a,+1 donc :

n+3
2

Spt1 = ani1 +2(n+ Dapyr = (2n+ 3)any1 -

De plus, (n 4+ 3)an+2 = 2(2n + 3)a,4+1 donc

n—+3 n—+3
9 Sn+1 = Tan+2
. . +3 .
puis S, 11 = an42 puisque 5 # 0. On a donc bien S,, = a,+1 pour tout n € N.
5. On sait que ag = 1 est un entier naturel. Supposons qu'’il existe n € N tels que ag, a1,...,a,

soient des entiers naturels. Alors S,, est également un entier naturel en tant que somme de
produits de ces derniers entiers naturels. Puisque a,4+1 = S,,a,+1 est également un entier
naturel. Par récurrence forte, a,, est donc un entier naturel pour tout n € N.

¢ Exercice 3 : damiers de Fibonacci

1. On trouve a; =1, ap =2 et ag = 3.

2. Pour placer n + 1 piéces, on a deux choix pour la position de la premiére : & ’horizontale,
auquel cas la deuxiéme piéce sera placée obligatoirement en dessous et il restera n a poser,
ou alors & la verticale en en placant ensuite n + 1. Le résultat en découle par disjonction de

Cas.
1+V5 1-5

3. (a) On trouve ¢ = 5 et ¢ = 5
(b) 1l s’agit d’une récurrence double déja traitée en cours.
- 1
4. Comme |¢| < 1, on vérifie que u,, — 7
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