MPSI Corot Correction Devoir Libre 12 2024-2025

Le présent corrigé n’est pas a considérer comme une copie modéle mais comme un collection d’éléments

de correction, donnés pour vous aider & identifier vos erreurs. Dans le doute, interroger l’enseignant

est toujours pertinent.

ENDOMORPHISMES NILPOTENTS

i

1. (a) Une application linéaire est totalement déterminée par I'image d’une base de son espace
de départ. De plus, on a e; € ker(f) \ {0} donc f n’est pas injectif.
(b) Pour tout k € [1,n], f%(ex) = 0 donc f? est nul par linéarite.
2. Notons que les trois conditions sont équivalentes car on considére des endomorphismes en
dimension finie.
Si on suppose f € GL(E) nilpotent, il existe n > 1 tel que f® = 0. En composant par
(f~H"~! a gauche (ou a droite selon les gotits), on obtient f = 0, ce qui est absurde.
3. (a) Posons
&={keN|fF=0}.
& est une partie de N non vide car f est nilpotent. Elle admet donc un plus petit
élément.
(b) Soit p € N*.

— Si p=ind(f), alors f? =0 et p— 1 ¢ & par minimalité, d’ou fP~! # 0.

— SifFt £ 0et fP=0,alorsp € & et p—1¢ &. Sion suppose qu'il existe k < p
dans & alors on a fP~! = fFo fP717% = 0, ce qui est absurde. De fait, on a bien
p=miné&.

4. (a) Soit h € {f,g}; si on pose p = ind(h), on a (fog)? = fPog? =0 et donc fog est
nilpotente et par minimalité p > ind(f o g). On a donc bien le résultat voulu.
(b) Posons N = ind(f) + ind(g). Alors, comme f et Ag commutent, on peut appliquer la
formule du binoéme :

N al N ky\N—k N-—k
(f + 2g) Z(k)fA g

k=0
ind(f) N
_ Z <N)fk:>\Nk:gNk:+ Z (N> fk: AN*ngfk
k=0 k k=ind k
= -0 =ind(f)+1 -0
=0

car si k < 1I(f), on a N —k > ind(g). On a donc bien la nilpotence de f + Ag avec
ind(f 4+ Ag) < ind(f) + ind(g).
5. Comme fP~! # 0, il existe un vecteur x ¢ ker(f?~*). Supposons alors trouvés g, ..., \p_1 € K

p—1
tels que Z Mef¥(z) = 0. Alors, en composant par P! & gauche cette égalité, on ob-

k=0
tient :

p—1
> fF T @) = 77 0)
k=0
soit, comme f? = 0 (et donc f/ = 0 pour tout j > p) :
)‘p—lfp_l(x) =0.

Comme fP~1(z) # 0, on a que Ap—1 = 0. En itérant ce procédé (on compose 1'égalité

initiale par fP~2, fP=3,..., f en éliminant successivement les \j, par ordre décroissant),
on obtient que les \j sont tous nuls, et donc que la famille (z, f(z),..., fF~!(x) est
libre.

Le cardinal d’une famille libre étant toujours inférieur & la dimension de ’espace auquel
ses vecteurs appartiennent, on a que n = dim(E) > p.
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(a) — II —

1. Fixons k € N.

(a)
(b)

2. (a)

Soit k € N; alors si x € ker(u*) on a u**1(2) = u(u*(2)) = u(0) = 0 donc ker(u*) C ker(u**1).

Si y € Im(u**1) alors il existe un = € E tel que y = u**1(2) = u* (u(z)) € Im(u*) donc
Im(u®) D Im(u®T1).

Fixons un tel entier p. Alors, si k > p, on a ker(u*) C ker(u*~') par la question
précédente. De plus, pour tout z € ker(u*) on a :

0 = uf(x) = WPt H(uF~P~1(2))

donc uf7P71(z) € ker(uPt!) = ker(uP). Ainsi :
0 = P (P 1(2)) = ub~ ()

et donc z € ker(uF~1). In fine, on a bien ker(u¥) = ker(u*~1) et donc par récurrence :
Vk >p, ker(u®) = ker(u?) .

D’apreés la question 1.(a), la suite des (di)x est une suite croissante bornée par n :
elle est donc convergente. Comme il s’agit d’une suite d’entiers, c’est un exercice clas-
sique de montrer qu’elle est stationnaire : il existe donc un entier p tel que Vk > p,
dim(ker(u*)) = dim(ker(u?)). Or ker(u?) C ker(u?™') donc par égalité dimensionnelle
(dp = dp+1) et inclusion on a :

ker(uPh) = ker(u?).

Pour tout k € N, on a par théoréme du rang rg(u®) = n — dj, d’out le résultat.
On a rapidement par récurrence que

Vk>p, Im(u®) C Im(uP)

et donc on peut conclure par égalité dimensionnelle et inclusion.
Soit x € ker(u?) NIm(u?). Alors il existe a € E tel que = uP(a). De fait :

u*(a) = uP (v (a)) = uP(z) = 0.
On a a € ker(u®) = ker(uf) car p < 2p; ainsi ¢ = u”(a) = 0. Ainsi, ker(u) et

Im(uP) sont en somme directe. De plus, par formule du rang on a n = rg(u?) +d,, d’ou
E = ker(v?) @ Im(u?).

—III -

1. Comme u? = uP™' = 0 on a bien ker(u?) = E = ker(u*!).

2. Par théoréme du rang, dim(Im(u)) = n — dimker(u) =n — 1.

3. (a)
(b)

On a dimker(u’) = dimker(idg) = 0 et dim ker(u) = 1 par hypothése.
i. Soit y € F; alors :

y € Im(v) <= Iz € ker(u*™1), y = u(x)

uf 1 (z) =0

— y € Im(u) et u(y)
= y € Im(u) Nker(u").
De plus, pour tout x € F on a :
z € ker(v) <= z € ker(u**1) et u(z) =0
— x € ker(u) Nker(u") = ker(u) .
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ii.

iii.

Par théoréme du rang :

dim ker(u**1) = rg(v) + dim ker(v)
= dim Im(u) Nker(u* ™) + dim ker(u) .

Or, par inclusion et hypothése de récurrence, dim Im(u) Nker(u*) < dimker(u*) = k
ergo :
dimker(u**1) < k + dimker(u) = k + 1.

Supposons par ’absurde que dim(ker(ukH) = k. Alors, par hypothése de récur-
rence, dim(ker(u”)) = dim(ker(u**1) et donc, comme ker(u*) C ker(u**') on a
ker(u®) = ker(u*t1).

D’aprés le résultat de la partie II, on a donc pour tout j > k, ker(u®) = ker(u’) ;
en particulier ker(u*) = ker(u™). Mais d’aprés la partie I, p < donc u™ = 0 et donc
ker(u®) = E et donc k = dim(E) = n, ce qui est absurde.

En conclusion dim(ker(u**1) est un entier de I'intervalle |k, k 4 1] : il s’agit néces-
sairement de k + 1. On a donc achevé notre démonstration par récurrence !

4. D’aprés ce qui précéde, ker(u" ') est de dimension n— 1 donc différent de E ; ainsi "~ # 0.
De fait, n — 1 < p < n, ce qui entraine que p = n.

5. L’application f € Z(K"™) donnée par :

convient.

fi(xr,2a, ..y xn) = (0,21, ..., Tp—q)
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