MPSI Corot Correction Devoir Libre 9 2024-2025

Le présent corrigé n’est pas a considérer comme une copie modéle mais comme un collection d’éléments

de correction, donnés pour vous aider & identifier vos erreurs. Dans le doute, interroger l’enseignant

est toujours pertinent.

PROJECTEURS

1. (a) Si(z,y,2) € NI, ilexiste A € Rtel que (z,y, z) = (A, 2X,3)); la condition z+y+2z =0
entraine immédiatement que (z,y, z) est le vecteur nul. On a donc # N 2 = {0}.

On remarque ensuite que (1,—1,0) et (0, —1,0) sont deux vecteurs (non colinéaires) de
P, et que si (z,y,2) € R, on a la décomposition :

(z,y,7) = (536_69—2) (1,-1,0) + (ﬁ_QW) (0, ~1,1) + (W) (1,2,3)

S €9

et donc R® € & + 2. In fine, on a bien R® = Z & 2.

oit (x,y,z) € R”; alors d’aprés ce qui précéde, 'image recherchée est la "composante
(b) Soit (z,y,2) € R?; alors d’aprés ce qui précede, I'image recherchée est la "composant
selon & de la décomposition supra, soit :

(5;5—63/—z> (1,-1,0) + (—55—2W> -(0,-1,1).

2. (a) — Sip+ q est un projecteur, alors (p + q)> = p + ¢, soit :
PP +pogtgop+a®=p+g
et donc, commep2:pet (12:(17 onpog=—qop.Or:
peg=popog=po(—qgop)=—(poglop=(gop)op=qop

donc pog=qop=0.

— Reéciproquement, si pog =gop =0 alors

(p+a9)?=p"+d*=p+g

donc p + ¢q est un projecteur.
(b) Cela signifie que Im(q) C ker(p) et Im(p) C ker(q) par un exercice classique.

3. Comme g est un projecteur, on a E = ker(g) @ Im(g). Soit = € E, que l'on peut donc écrire
sous la forme x = u 4+ v avec u € ker(g) et v € Im(g) s’écrivant lui-méme sous la forme
v=g(t) avec t € E. Alors :

z € ker(fog) <= f(g(x)) =0
= flg(u) +97(t) =0
< fog(t)=0
< v € ker(f).

Ainsi, x se décompose sous la forme x = u+ v avec u € ker(g) et v € ker(f) NIm(g). De plus
ker(g) N (ker(f) NIm(g)) subsetker(g) NIm(g) = {0} et donc la somme est directe, ce qui
permet de conclure.
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