MPSI Corot Correction Devoir Libre 7 2024-2025

Le présent corrigé n’est pas a considérer comme une copie modéle mais comme un collection d’éléments

de correction, donnés pour vous aider & identifier vos erreurs. Dans le doute, interroger l’enseignant

est toujours pertinent.

NOMBRES DE FUBINI
Extrait de Centrale TSI 2024.
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1. Par définition, F; = Z (k) Fy = (0> Fy;soit F =1,
k=0
L /9 2 2 2 /3 3 3 3
Fy = Z (k)Fk = <O)F0+(1>F1 =3 et Fy= Z (k>Fk = (O>Fo+(1>F1+(2>F2 =13

k=0 k=0

2. Les partitions ordonnées de {1,2, 3} sont :

({13425 81, ({13, {33, {2}), ({2}, {1}, {31), ({2}, {3}, {1}), ({3}, {1}, {2}), ({3}, {2}, {1})
({1}, {2,3}), (2,3}, {1}), ({2}, {1, 3}), ({1, 3}, {2}), ({3}, {1, 2}), ({1, 2}, {3})
({1,2,3})

Il y a donc ug = 13 partitions ordonnées de {1, 2, 3}.

3. Pour créer une partition d’un ensemble a n € N* éléments, on choisit une partie a k éléments,

n
avec k € [1,n] (il y a ( k) telles parties) et ensuite on choisit une partition de ’ensemble

n

n
restant & n — k éléments. On a donc bien u,, = Z (k

)unk. Ensuite, les suites (F3,),, oy et
k=1

(tn), ey, coincident pour les premiers termes :
UOZFozl ] U1:F1:1 ] UQ:F2=3 ; U3=F3:13

n—1
n
Montrons qu’elles vérifient la méme relation de récurrence. On rappelle que F,, = Z ( k> Fy,
k=0

=3 (D= &3 =S (D (7)) = (2)

k=1 i=n—kn—1 =0

et

Les suites (Fy),cy €t (un),cy coincident pour les premiers termes et vérifient la méme
relation de récurrence, donc sont égales.

4.
F 1
O—? =1let (20 = 1; donc Z(0) est vraie.
Supposons que pour n > 1 la propriété & (k) soit veérifiée pour tout k € [0,n — 1], & savoir
F 1
supposons que Vk € [0,n—1],0 < k—’: < O Pour démontrer que &?(n) est vraie, il suffit
! n

de démontrer cette inégalité pour F,,. Or

n—1 n n—1 ’I’L' Fk
F, = F. = R
Z(k) ¥ kz:;)(n—k)! k!

k=0

donc en sommant les n inégalités de I’hypothése de récurrence, on obtient :

1
L

n! 1
(n—Fk)!' (In2)k "

0<F, <

~
Il
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De fait :

rf

k=0

n

1
< <
0= 30 = oy

et donc par changement d’indice :

F, 1 & (In2)k
<2< .
0= n! = (In2)" kg:: k!

—

", (In2)*
k!

De plus, d’apres le résultat admis on a
k=1

1 n
] (In2)

<ldoud<=2< )
- douo_n!_(ln2)"

—k

F, 1
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