
























Chapitre XXVIII

Familles sommables

Nous fixons dans ce chapitre un ensemble I quelconque.

1.− Familles sommables de réels positifs

a) C’est quoi ?

Proposition XXVIII.1. Soit (ui)i∈I de réels positifs. Alors l’ensemble

S(u) =

{∑
i∈J

ui

∣∣∣∣∣ J ⊂ I fini

}

admet une borne supérieure dans R.

Démonstration. L’ensemble S(u) est une partie de R et donc admet une borne su-
périeure d’après la proposition III.9. Notons de plus que S(u) ⊂ R+, ce qui entraîne
que sup(S(u)) ∈ R+ ∪ {+∞}.

Notation. La quantité sup(S(u)) est appelée somme de la famille (ui)i∈I et est
notée

∑
i∈I
ui.

✌ Remarque XXVIII.1. Comme indiqué dans la démonstration supra, on a :∑
i∈I

ui ∈ R+ ∪ {+∞} .

Notons au passage que la somme d’une famille de réels positifs existe toujours (mais
peut être égale à +∞).

Définition XXVIII.1. Une famille (ui)i∈I est dite sommable si∑
i∈I

ui < +∞ .
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✌ Remarque XXVIII.2. Cela est équivalent à dire que la somme de la famille
appartient à R+. Notons que dans le cas présent, une famille est soit sommable,
soit de somme infinie, ce qui est fort pratique car l’on peut toujours "calculer" sa
somme.

➠ Exemple XXVIII.1.
— La famille u =

(
1
n

)
n∈N∗ n’est pas sommable. En effet, l’ensemble S(u) contient

les sommes

HN =
N∑

n=1

1

N

qui sont équivalentes à ln(N) lorsque N →∞ (cf. chapitre XXII) et donc ne
sont pas bornées. De fait, sup(S(u)) = +∞.

— Fixons x ∈ [0, 1[ et étudions le caractère sommable de la famille u = (x|n|)n∈Z ;
pour ce faire, fixons F ⊂ Z un ensemble fini et remarquons que :∑

n∈F

x|n| =
∑

n∈F∩N

xn︸ ︷︷ ︸
S1

+
∑

n∈F\N

x−n

︸ ︷︷ ︸
S2

.

Posons M = max{|n| |n ∈ F} ; alors on a :

S1 ≤
M∑
n=0

xn =
1− xM+1

1− x
≤ 1

1− x

et :

S2 ≤
−1∑

n=−M

x−n =
M∑
n=1

xn = x
1− xM

1− x
≤ x

1− x
.

In fine, on en déduit que :∑
n∈F

x|n| = S1 + S2 ≤
1 + x

1− x

et donc, comme ce majorant ne dépend pas de l’ensemble F , il majore l’en-
semble S(u). On en déduit que la borne supérieure de cet ensemble existe
dans R+ et donc que la famille u est sommable. Par ailleurs, remarquons que,
pour tout N ≥ 1 :

N∑
n=−N

x|n| =
N∑

n=0

xn +
−1∑

n=−N

x−n

=
N∑

n=0

xn +
N∑

n=1

xn

=
1− xN+1

1− x
+
x− xN+1

1− x

=
1 + x− 2xN+1

1− x

−−−→
N→∞

1 + x

1− x
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et donc, par caractérisation séquentielle de la borne supérieure (proposition
VII.22), on a : ∑

n∈Z

x|n| =
1 + x

1− x
.

Proposition XXVIII.2. Soit (ui)i∈I une famille de réels positifs et soit J ⊂ I.
Alors : ∑

i∈J

ui ≤
∑
i∈I

ui .

Démonstration. Alors, si on pose u′ = (ui)i∈J , a clairement S(u′) ⊂ S(u) et donc,
dans R, sup(S(u′)) ≤ sup(S(u)). La borne supérieure de S(u) étant finie, on obtient
le résultat voulu.

✌ Remarque XXVIII.3. En particulier, toutes les sous–familles d’une famille
sommable positive sont sommables.

➠ Exemple XXVIII.2. La famille (x2|n|+1)n∈Z est sommable pour x ∈]0, 1[ (consi-
dérer J = {k ∈ Z | |k| ≡ 1 [2]}.

Proposition XXVIII.3. Soient (ui)i∈I et (vi)i∈I deux familles de réels positifs
telles que ∀i ∈ I, ui ≤ vi. Alors : ∑

i∈I

ui ≤
∑
i∈I

vi .

Démonstration. Si F ⊂ I est un ensemble fini alors on a, par définition de borne
supérieure : ∑

i∈F

ui ≤
∑
i∈F

vi ≤
∑
i∈I

vi .

Ceci entraîne que
∑
i∈I
vi majore S(u) et donc que :

sup(S(u)) =
∑
i∈J

ui ≤
∑
i∈I

ui .

✌ Remarque XXVIII.4. On en déduit que la sommabilité de (vi)i (resp. la non
sommabilité de (ui)i) entraîne celle de (ui)i (resp. de (vi)i).
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b) Exemples fondamentaux

Proposition XXVIII.4. Si I = {i1, . . . , in} est un ensemble fini, toute famille
(ui)i∈I ∈ (R+)

I est sommable et :

∑
i∈I

ui =
n∑

k=1

uik .

Démonstration. Par positivité on a, pour tout F ⊂ I (automatiquement fini, donc) :

∑
i∈F

ui ≤
n∑

k=1

uik .

Ceci entraîne que sup(S(u)) est fini et majoré par
n∑

k=1

uik . Cette borne étant atteinte

en F = I, on obtient le résultat désiré.

✌ Remarque XXVIII.5. Ceci est plutôt rassurant, nous en convenons.

Proposition XXVIII.5. Soit (un)n une suite de réels positifs. Alors :
(i) la famille (un)n est sommable si et seulement si la série

∑
un converge ;

(ii) dans ce cas, on a : ∑
n∈N

un =
∞∑
n=0

un .

Démonstration. Soit F ⊂ N un ensemble fini ; on peut alors poser N = max(F ). Si
la série

∑
un converge, on a par positivité :

∑
n∈F

un ≤
N∑

n=0

un ≤
∞∑
n=0

un

et donc la famille (un)n est sommable, avec :

∑
n∈Nun

≤
∞∑
n=0

un .

Pour démontrer l’égalité, il ne nous reste qu’à remarquer que, pour F = [[0, N ]] :

∑
n∈F

un =
N∑

n=0

un −−−→
N→∞

∞∑
n=0

un

et à appliquer la caractérisation séquentielle de la borne supérieure (proposition
VII.22).
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Inversement, si la série
∑
un est divergente, alors on a, par positivité, que :

∀M ∈ R+, ∃N ∈ N,
N∑

n=0

un ≥M .

On en déduit que l’ensemble S(u) n’est pas majoré et donc que sa borne supérieure
dans R est égale à +∞.

c) Opérations sur les sommes

Proposition XXVIII.6 (Invariance par permutation). Soit (ui)i∈I une famille de
réels positifs et soit σ ∈ S(I). Alors :∑

i∈I

uσ(i) =
∑
i∈I

ui .

En particulier, la famille (uσ(i))i∈I est sommable si et seulement (ui)i∈I l’est.

Démonstration. Si F ⊂ I est un ensemble fini, alors G = σ(F ) est également une
partie finie de I (de même cardinal que F ) et l’on a :∑

i∈F

uσ(i) =
∑
j∈G

uj ≤
∑
i∈I

ui

et donc, par majoration : ∑
i∈I

uσ(i) ≤
∑
i∈I

ui .

Réciproquement, en posant H = σ−1(F ) :∑
i∈F

ui =
∑
i∈F

uσ(σ−1(i)) =
∑
j∈H

uσ(j) ≤
∑
i∈I

uσ(i)

ergo, par majoration : ∑
i∈I

ui ≤
∑
i∈I

uσ(i) ,

d’où le résultat.

✌ Remarque XXVIII.6. Un corollaire de ce résultat est que pour toute série∑
un à termes positifs et toute bijection σ ∈ S(N), la convergence de la série∑
uσ(n) équivaut à celle de

∑
un et on a, le cas échéant, l’égalité :

∞∑
n=0

uσ(n) =
∞∑
n=0

un .

Proposition XXVIII.7. Soient (ui)i∈I et (vi)i∈I deux familles de réels positifs et
soit µ ∈ R+. Alors : ∑

i∈I

ui + µvi =
∑
i∈I

ui + µ
∑
i∈I

vi .
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✖ Attention : nous avons supposé µ positif.

Démonstration. Soit F ⊂ I un ensemble fini. Alors :∑
i∈F

ui + µvi =
∑
F∈I

ui + µ
∑
F∈I

vi ≤
∑
i∈I

ui + µ
∑
i∈I

vi

et donc par majoration ∑
i∈I

ui + µvi ≤
∑
i∈I

ui + µ
∑
i∈I

vi .

De plus, par caracterisation séquentielle de la borne supérieure (proposition VII.22),
il existe des ensembles finis Fn, Gn ⊂ I tels que :∑

i∈Fn

ui −−−→
n→∞

∑
i∈I

ui et
∑
i∈Gn

vi −−−→
n→∞

∑
i∈I

vi .

De plus, notons que comme Fn ⊂ Fn ∪Gn on a, pour tout n ≥ 0 :∑
i∈Fn

ui ≤
∑

i∈Fn∪Gn

ui ≤
∑
i∈I

ui

et donc, par encadrement (théorème VII.11) on a :∑
i∈Fn∪Gn

ui −−−→
n→∞

∑
i∈I

ui .

Un raisonnement similaire pouvant être appliqué à Gn, on obtient in fine :∑
i∈Fn∪Gn

ui + µvi =
∑

F∈Fn∪Gn

ui + µ
∑

F∈Fn∪Gn

vi −−−→
n→∞

∑
i∈I

ui + µ
∑
i∈I

vi

d’où le résultat, une fois encore par caractérisation séquentielle.

d) Sommation par paquets

Théorème XXVIII.8 (Sommation par paquets).
On suppose ici qu’il existe une famille (Ij)j∈J d’ensembles deux à deux disjoints tels
que :

I =
⊔
j∈J

Ij

et on fixe (ui)i∈I une famille de réels positifs. Alors on a :

∑
i∈I

ui =
∑
j∈J

∑
i∈Ij

ui

 .

Démonstration. Admis.
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✌ Remarque XXVIII.7. On en déduit que la famille (ui)i∈I est sommable si et
seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) les familles (ui)i∈Ij sont sommables ;

(ii) la famille

(∑
i∈Ij

ui

)
j∈J

est sommable.

➠ Exemple XXVIII.3.
— On peut retrouver la somme de la famille (x|n|)n∈Z en observant que Z = N⊔{n ∈ Z |n < 0}

et en appliquant le théorème XXVIII.8.
— Une partition classique (dite diagonale) de N2 est la suivante :

N2 =
∞⊔
n=0

{(p, q) ∈ N2 | p+ q = n} =
∞⊔
n=0

{(k, n− k) | k ∈ [[0, n]]} .

On en déduit que :

∑
(p,q)∈N2

1

p!q!(p+ q + 1)
=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

1

k!(n− k)!(n+ 1)

)

=
∞∑
n=0

1

n+ 1

(
n∑

k=0

1

k!(n− k)!

)

=
∞∑
n=0

1

(n+ 1)!

(
n∑

k=0

(
n

k

))

=
∞∑
n=0

2n

(n+ 1)!

=
1

2

∞∑
n=1

2n

n!

=
e2 − 1

2
.

✍ Exercice XXVIII.1. Soit x ∈ [0, 1[ ; démontrer que :

x

1− x
=

∞∑
p=0

x2
p

1− x2p+1 .

➥ Correction : Commençons par remarquer que l’égalité

N∗ =
∞⊔
p=0

{(2q + 1)2p | q ∈ N}
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décrit une partition de N∗ (penser à la valuation 2–adique). De fait :

x

1− x
=

∞∑
n=1

xn

=
∞∑
p=0

∞∑
q=0

x(2q+1)2p

=
∞∑
p=0

x2
p

(
∞∑
q=0

x2
p2q

)

=
∞∑
p=0

x2
p

(
∞∑
q=0

(
x2

p+1
)q)

=
∞∑
p=0

x2
p

1− x2p+1 .

Un cas particulier absolument fondamental du théorème XXVIII.8 est celui où
l’ensemble I est un produit cartésien A×B. En effet, on a dans ce cas :

I =
⊔
a∈A

{a} ×B =
⊔
b∈B

A× {b} .

Ceci nous permet de démontrer le résultat suivant, souvent attribué au mathémati-
cien italien Guido Fubini (1879—1943), spécialiste du calcul intégral.

Corollaire XXVIII.8.a (Fubini). Soit (ua,b)(a,b)∈A×B une famille de réels positifs.
Alors : ∑

(a,b)∈A×B

ua,b =
∑
a∈A

(∑
b∈B

ua,b

)
=
∑
b∈B

(∑
a∈A

ua,b

)
.

➠ Exemple XXVIII.4. Soit x ∈ [0, 1[ ; alors par théorème de Fubini (corollaire
XXVIII.8.a) on a : ∑

(p,q)∈N2

xp+q =
∑
p∈N

(∑
q∈N

xpxq

)

=
∑
p∈N

xp

(∑
q∈N

xq

)

=
∑
p∈N

xp

(
∞∑
q=0

xq

)

=
∑
p∈N

xp
1

1− x

=
1

1− x
∑
p∈N

xp

=
1

(1− x)2
.
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✍ Exercice XXVIII.2. Soit x ∈ [0, e−1[ ; démontrer que :∑
(p,q)∈N2

xqqp

p!
=

1

1− xe
.

2.− Familles sommables numériques
L’objectif de ce paragraphe est de généraliser les notions que nous venons d’abor-

der au cas général de familles de nombres complexes. Notons que ceci va nous de-
mander bien plus de précautions et de vigilance quant aux hypothèses ; il serait
dommageable au lecteur d’envisager cette partie du cours comme une simple exten-
sion des résultats précédemment démontrés.

a) Notion de sommabilité

Définition XXVIII.2. Une famille de nombres complexes (ui)i∈I sera dite som-
mable si la famille de réels positifs (|ui|)i∈I l’est, i.e si l’on, dans R :∑

i∈I

|ui| <∞ .

Notation. L’ensemble des familles sommables indexées par I sera noté ℓ1(I).
➠ Exemple XXVIII.5. Si x ∈ C∗, on a pour tout n ∈ Z, |x|n|| = |x||n|. On
en déduit que la famille (x|n|)n∈Z est sommable lorsque |x| < 1 d’après un exemple
précédemment traité.

✌ Remarque XXVIII.8.
— Les familles de réels positifs sommables sont également sommable au sens de

la définition supra. Cela va sans dire, mais va mieux en le disant.
— Il découle de la proposition XXVIII.2 que toute sous–famille d’une famille

sommable est sommable.
— L’ensemble ℓ1(N) est, d’après la proposition XXVIII.5, égal à l’ensemble des

séries absolument convergentes.
✖ Attention : la sommabilité d’une famille numérique indexée par N n’est donc
pas équivalente à la convergence de la série associée : penser à

∑ (−1)n

n+1
. . .

➠ Exemple XXVIII.6. Soit θ ∈ R ; alors la famille
(
einθ

n2

)
n≥1

est sommable.

Proposition XXVIII.9. Soit (ui)i∈I une famille de nombres complexes et soit
(vi)i∈I une famille de nombres réels positifs. On suppose que :

1. la famille (vi)i∈I est sommable ;
2. ∀i ∈ I, |ui| ≤ vi.

Alors la famille (ui)i∈I est sommable.

Démonstration. Découle trivialement de la proposition XXVIII.3.
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b) Somme d’une famille sommable

Proposition/définition XXVIII.3. Une famille (ui)i∈I de nombres réels est som-
mable si et seulement si les familles de réels positifs (u+i )i∈I et (u−i )i∈I le sont. Dans
ce cas, on appelle somme de la famille (ui)i∈I la quantité∑

i∈I

ui =
∑
i∈I

u+i −
∑
i∈I

u−i ∈ R .

✌ Remarque XXVIII.9. Rappelons que pour x ∈ R, x± = max(0,±x) ; on a
alors x = x+ − x− et |x| = x+ + x−.

Démonstration. Si les familles (u+i )i∈I et (u−i )i∈I sont sommables, alors par linéarité
positive (proposition XXVIII.7), la famille (|ui|)i∈I l’est et donc (ui)i∈I est bien
sommable. Réciproquement, si (ui)i∈I est sommable alors les familles (u+i )i∈I et
(u−i )i∈I le sont également car l’inégalité ∀i ∈ I, u±i ≤ |ui| permet de leur appliquer
la proposition XXVIII.9.

➠ Exemple XXVIII.7. Soit x ∈] − 1, 0[ ; on a vu que la famille (x|n|)n∈Z était
sommable et l’on peut vérifier que :

(x|n|)+ =

{
x|n| si n est pair

0 sinon et (x|n|)− =

{
−x|n| si n est impair

0 sinon .

De fait, on a : ∑
n∈Z

x|n| =
∑
n∈Z

x2|n| −
∑
n∈Z

−x|2n+1| .

Proposition/définition XXVIII.4. Une famille (uj)j∈I de nombres complexes
est sommable si et seulement si les familles de réels (Re(uj))j∈I et (Im(uj))j∈I le
sont. Dans ce cas, on appelle somme de la famille (uj)j∈I la quantité∑

j∈I

uj =
∑
j∈I

Re(uj) + i
∑
j∈I

Im(uj) ∈ C .

Démonstration. Soit j ∈ I ; alors on sait que |Re(uj)| ≤ |uj| et |Im(uj)| ≤ |uj|.
Ceci entraîne le résultat par proposition XXVIII.9 (de façon directe dans un sens,
en contraposant dans l’autre).

✌ Remarque XXVIII.10.

— On déduit de ces deux définitions que la somme d’une famille numérique
sommable est invariante par permutation.

— Si (ui)i est une famille sommable numérique, on a :∣∣∣∣∣∑
i∈I

ui

∣∣∣∣∣ ≤∑
i∈I

|ui| .
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— On a par défintion que, si (uj)j∈I est sommable :

Re

(∑
j∈I

uj

)
=
∑
j∈I

Re(uj) et Im

(∑
j∈I

uj

)
=
∑
j∈I

Im(uj) .

Proposition XXVIII.10. Soit (ui)i∈I ∈ ℓ1(I) et soit ε > 0. Alors il existe un
ensemble fini F ⊂ I tel que : ∣∣∣∣∣∑

i∈I

ui −
∑
i∈F

ui

∣∣∣∣∣ ≤ ε .

Démonstration. Plaçons dans le cas où la famille (ui)i∈I est réelle. Alors, par som-
mabilité, les familles de réels positifs (u+i )i∈I et (u−i )i∈I sont sommables, de sommes
respectives S+, S− ∈ R+. Par définition de borne supérieure, il existe deux ensembles
finis F+ et F− inclus dans I tels que :∣∣∣∣∣∣

∑
i∈F+

u+i − S+

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
et

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈F−

u−i − S−

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
.

Ces inégalités restant vérifiées sur F = F+ ∪ F− (se référer à la démonstration de la
proposition XXVIII.7), on a :∣∣∣∣∣∑

i∈I

ui −
∑
i∈F

ui

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣(S+ − S−)−

(∑
i∈F

u+i −
∑
i∈F

u−i

)∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∑
i∈F

u+i − S+

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∑
i∈F

u−i − S−

∣∣∣∣∣
≤ ε

d’où le résultat. Le cas d’une famille complexe se traite en appliquant le raisonnement
supra à ses parties réelle et imaginaire.

✌ Remarque XXVIII.11. Ce résultat nous indique que l’on peut approcher la
somme d’une famille sommable par des sommes finies, ce qui est à penser comme un
analogue de la situation observée sur les séries numériques avec les sommes partielles.

✌ Remarque XXVIII.12. La somme de la famille sommable (ui)i∈I est l’unique
nombre complexe vérifiant cette propriété. En effet, à supposer qu’il existe deux tels
complexes z, z′ on aurait pour tout ε > 0 l’existence d’un ensemble fini F ⊂ I tel
que :

|z − z′| =

∣∣∣∣∣z −∑
i∈F

ui +
∑
i∈F

ui − z′
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣z −∑
i∈F

ui

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∑
i∈F

ui − z′
∣∣∣∣∣ ≤ 2ε

ce qui entraîne que z = z′.
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Proposition XXVIII.11. Soient (ui)i∈I , (vi)i∈I ∈ ℓ1(I) et soit λ ∈ C. Alors :
(i) la famille (ui + λvi)i∈I est sommable ;
(ii) ∑

i∈I

ui + λvi =
∑
i∈I

ui + λ
∑
i∈I

vi .

Démonstration. La sommabilité est une conséquence triviale de l’inégalité triangu-
laire et de la linéarité positive (proposition XXVIII.7). Fixons ensuite ε > 0 ; alors
d’après la proposition XXVIII.10 et quitte à prendre la réunion de deux ensembles
ad–hoc, il existe un ensemble fini F ⊂ I tel que :∣∣∣∣∣∑

i∈F

ui −
∑
i∈I

ui

∣∣∣∣∣ ≤ ε

1 + |λ|
et

∣∣∣∣∣∑
i∈F

vi −
∑
i∈I

vi

∣∣∣∣∣ ≤ ε

1 + |λ|
.

On a donc :∣∣∣∣∣∑
i∈F

ui + λvi −

(∑
i∈I

ui + λ
∑
i∈I

vi

)∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∑
i∈F

ui −
∑
i∈I

ui

∣∣∣∣∣+ |λ|
∣∣∣∣∣∑
i∈F

vi −
∑
i∈I

vi

∣∣∣∣∣
≤ ε

d’où le résultat par unicité de la somme (remarque XXVIII.12).

Corollaire XXVIII.11.a. L’ensemble ℓ1(I) est un C–e.v.

Démonstration. Il s’agit d’un s–e.v de CI .

Proposition XXVIII.12 (Invariance par permutation). Soit (ui)i∈I ∈ ℓ1(I) et soit
σ ∈ S(I). Alors :

(i) la famille (uσ(i))i∈I est sommable ;
(ii) ∑

i∈I

uσ(i) =
∑
i∈I

ui .

✖ Attention : ce résultat ne s’applique pas au séries qui ne convergent pas
absolument ; nous citons infra un résultat hors programme mais édifiant.

Théorème XXVIII.13 (Théorème de réarrangement de Riemann).
Soit

∑
un une série réelle convergente mais non absolument convergente et soit

M ∈ R un réel quelconque. Alors il existe une bijection σ ∈ S(N) telle que la série∑
uσ(n) converge et que

∞∑
n=0

uσ(n) =M .
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c) Sommation par paquets, le retour

Théorème XXVIII.14 (Sommation par paquets, cas général).
On suppose ici qu’il existe une famille (Ij)j∈J d’ensembles disjoints tels que :

I =
⊔
j∈J

Ij

et on fixe (ui)i∈I une famille sommable. Alors :
(i) pour tout j ∈ J , la famille (ui)i∈Ij est sommable ;

(ii) la famille

(∑
i∈Ij

ui

)
j∈J

est sommable ;

(iii) ∑
i∈I

ui =
∑
j∈J

∑
i∈Ij

ui

 .

Démonstration. Admis.

✖ Attention : contrairement au cas positif, il n’y a pas équivalence entre les
propriétés (i) et (ii) et la sommabilité de (ui)i∈I . Pour un contre–exemple, posons
I = N et, pour j ∈ N, Ij = {2j, 2j + 1} ; si l’on pose ui = (−1)i pour i ∈ N, la
famille (ui)i∈Ij est sommable (de somme nulle) pour tout entier j et donc la famille(∑

i∈Ij
ui

)
j∈J

est sommable de somme nulle. Pourtant, la famille (ui)i∈N n’est pas

sommable car la série
∑

(−1)i diverge grossièrement.

✌ Remarque XXVIII.13. Cependant, il découle du théorème de Fubini "positif"
(corollaire XXVIII.8.a) que la famille (ui)i∈I est sommable si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

(i) les familles (ui)i∈Ij sont sommables ;

(ii) la famille

(∑
i∈Ij
|ui|

)
j∈J

est sommable.

✍ Exercice XXVIII.3. Soit r ∈ [0, 1[ et θ ∈ R. On pose, pour n ∈ Z, an = r|n|einθ.
Étudier la sommabilité et, le cas échéant, calculer la somme de la famille (an)n∈Z.

➥ Correction : On a, pour n ∈ Z, :

|an| =
∣∣r|n|einθ∣∣ = r|n|

donc la famille (an)n∈Z par comparaison avec une famille déjà étudiée. Posons en-
suite A = N et B = {n ∈ Z |n < 0} ; on a alors Z = A ⊔B. Alors, par théorème de

cpge.webgirand.eu 495



MPSI Corot CHAPITRE XXVIII. FAMILLES SOMMABLES

sommation par paquets (XXVIII.14) on a l’existence des sommes infra et l’égalité :∑
n∈Z

an =
∑
n∈A

an +
∑
n∈B

an

=
∞∑
n=0

rneinθ +
∞∑
n=1

rne−inθ

=
1

1− reiθ
+

re−iθ

1− re−iθ

=
1− r2

1− 2r cos(θ) + r2
.

Corollaire XXVIII.14.a (Fubini). Soit (ua,b)(a,b)∈A×B une famille sommable de
nombres complexes. Alors :

(i) pour tout a ∈ A, les famille (ua,b)b∈B et (ua,b)a∈A sont sommables ;

(ii) les familles
(∑

b∈B
ua,b

)
a∈A

et
(∑

a∈A
ua,b

)
b∈B

sont sommables ;

(iii) ∑
(a,b)∈A×B

ua,b =
∑
a∈A

(∑
b∈B

ua,b

)
=
∑
b∈B

(∑
a∈A

ua,b

)
.

✌ Remarque XXVIII.14. On peut étendre ce résultat à des familles à plus de
deux indices, sans modification de l’hypothèse.

✍ Exercice XXVIII.4. On fixe x ∈ C tel que |x| < 1.
1. Démontrer que la famille (xmn)m,n∈N∗ est sommable.
2. Exprimer la somme de cette famille comme somme d’une série numérique.

➥ Correction :
1. D’après le théorème de Fubini "positif" (corollaire XXVIII.8.a), on a :∑

m,n∈N∗

|xmn| =
∑
m∈N∗

∑
n∈N∗

(|x|m)n =
∑
m∈N∗

|x|m

1− |x|m

Or, on a l’équivalent
|x|m

1− |x|m
∼ |x|m et donc, par théorème sur les séries à

termes positifs (proposition XXII.9), comme la série
∑

(n≥1)

|x|m converge, on

a la converge de la série
∑

(n≥1)

|x|m

1− |x|m
et donc la sommabilité de la famille

(xmn)m,n∈N∗.
2. Comme la famille (xmn)m,n∈N∗ est sommable, on a, d’après le théorème de

Fubini (corollaire XXVIII.14.a) :∑
m,n∈N∗

xmn =
∑
m∈N∗

∑
n∈N∗

(xm)n =
∑
m∈N∗

xm

1− xm
,
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qui est bien la somme d’une série numérique, dont la convergence absolue
découle du point (ii) du théorème précité.

d) Produit de Cauchy

L’objectif de ce paragraphe est de développer, à l’aide de la variante du théo-
rème de Fubini infra, un outil de sommation sur les produits de séries absolument
convergentes.

Proposition XXVIII.15. Soient A,B deux ensembles, (ua)a∈A ∈ ℓ1(A) et
(vb)b∈B ∈ ℓ1(B). Alors :

(i) la famille (uavb)(a,b)∈A×B est sommable ;
(ii) ∑

(a,b)∈A×B

uavb =

(∑
a∈A

ua

)(∑
b∈B

vb

)
.

Démonstration. Posons, pour (a, b) ∈ A×B, wa,b = uavb.
(i) On sait que la famille (wa,b)b∈B est sommable pour tout a ∈ A car la famille

(vb)b∈B l’est. De plus, pour tout a ∈ A on a :∑
b∈B

|wa,b| =
∑
b∈B

|ua||vb| = |ua|
∑
b∈B

|vb|

qui est le terme général d’une famille sommable car (ua)a∈A l’est. On a donc
la sommabilité de la famille (wa,b)a,b par remarque XXVIII.13.

(ii) D’après le théorème de Fubini (corollaire XXVIII.14.a) appliqué à la famille
(wa,b)a,b, on a : ∑

(a,b)∈A×B

uavb =
∑

(a,b)∈A×B

wa,b

=
∑
a∈A

(∑
b∈B

uavb

)

=

(∑
a∈A

ua

)(∑
b∈B

vb

)
ce qui conclut la démonstration.

✌ Remarque XXVIII.15. Ce résultat se généralise rapidement à un produit fini
de familles sommables.

➠ Exemple XXVIII.8. Ce résultat permet de retrouver très rapidement la
somme de la famille (xp+q)p,q∈N pour x ∈ C tel que |x| < 1. En effet, toutes somma-
bilités bues, on a :∑

p,q∈N

xp+q =
∑
p,q∈N

xpxq =

(∑
p∈N

xp

)(∑
q∈N

xq

)
=

1

(1− x)2
.
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Définition XXVIII.5. Soient
∑
un et

∑
wn deux séries numériques. On appelle

produit de Cauchy de ces deux séries la série
∑
wn, où :

∀n ∈ N, wn =
n∑

k=0

ukvn−k .

✌ Remarque XXVIII.16. Toute ressemblance avec l’expression des coefficients
du produit de polynômes est remarquablement non fortuite.

Proposition XXVIII.16. Soient
∑
un et

∑
vn deux séries numériques absolu-

ment convergentes. Alors :
(i) le produit de Cauchy

∑
wn de ces deux séries converge absolument ;

(ii)
∞∑
n=0

wn =

(
∞∑
n=0

un

)(
∞∑
n=0

vn

)
.

✌ Remarque XXVIII.17. Le point (ii) se traduit par la formule suivante :(
∞∑
n=0

un

)(
∞∑
n=0

vn

)
=

∞∑
n=0

n∑
k=0

ukvn−k .

Démonstration. Pour n,m ∈ N, posons µm,n = unvm ; alors, d’après la proposition
XXVIII.15, la famille (µm,n)m,n∈N est sommable et :

∑
n,m∈N

µm,n =

(
∞∑
n=0

un

)(
∞∑
n=0

vn

)
.

Posons ensuite, pour n ∈ N :

In = {(k, ℓ) ∈ N2 | k + ℓ = n} .

Les In sont deux à deux disjoints de réunion égale à N2 (exercice) et donc, d’après
le théorème de sommation par paquets (XXVIII.14) on a :∑

n,m∈N

µm,n =
∑
n∈N

∑
(k,ℓ)∈In

ukvℓ

=
∑
n∈N

n∑
k=0

ukvn−k

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

ukvn−k .

➠ Exemple XXVIII.9.
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— Fixons a, b ∈ C tels que a ̸= b et |a|, |b| < 1 ; on sait alors que :

an+1 − bn+1

a− b
=

n∑
k=0

akbn−k .

Ceci signifie que l’on a le produit de Cauchy suivant (les séries concernées
étant absolument convergentes) :

∞∑
n=0

an+1 − bn+1

a− b
=

(
∞∑
n=0

an

)(
∞∑
n=0

bn

)
=

1

(1− a)(1− b)
,

avec convergence absolue de la série
∑

an+1−bn+1

a−b
.

— Nous avons (proposition XXII.5) que, pour tout z ∈ C :

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
,

la série concernée convergeant absolument. Ainsi, si l’on fixe z, z′ ∈ C on a,
par produit de Cauchy :

ezez
′
=

(
∞∑
n=0

zn

n!

)(
∞∑
n=0

(z′)n

n!

)

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

zk

k!

(z′)n−k

(n− k)!

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

n!

(
n

k

)
zn(z′)n−k

=
∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
zn(z′)n−k

=
∞∑
n=0

(z + z′)n

n!

= ez+z′ ,

formule qui (nous l’espérons !) sera familière au lecteur. . .

Addendum : ensembles dénombrables
Ce qui suit relève du programme de MP mais fournit un complément intéressant

aux notions que nous venons de développer.

Dénombrabilité

Définition XXVIII.6. Un ensemble E est dit dénombrable si il existe une bi-
jection f : N→ E.
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✌ Remarque XXVIII.18. Un tel ensemble est nécessairement infini : en effet, si
on suppose E fini de cardinal n alors il ne peut exister une injection de [[1, n + 1]]
dans E et a fortiori de N dans E.

➠ Exemple XXVIII.10.
— N est dénombrable ;
— N∗ est dénombrable (poser fn 7→ n+ 1) ;
— 2N est dénombrable (poser fn 7→ 2n) ;
— Z est dénombrable : il suffit de poser f : N→ Z qui a tout entier pair associe

n

2
et à tout entier impair associe

1− n
2

(quelle est sa réciproque ?) ;
— N2 est dénombrable : en effet tout entier n ∈ N∗ peut s’écrire de façon unique

sous la forme n = 2a(2b+ 1) (a est alors la valuation dyadique de n) et donc
n 7→ (a, b) réalise une bijection de N∗ dans N2.

Proposition XXVIII.17. Tout produit cartésien fini d’ensembles dénombrables
est dénombrable.

Démonstration. Si E1 et E2 sont deux ensembles dénombrables et que f1 : N→ E1

et f2 : N → E2 sont bijectives alors f : (x, y) 7→ (f1(x), f2(y)) réalise une bijection
de N2 dans E1×E2. Comme N2 est dénombrable, il existe une bijection σ : N→ N2

et donc f ◦ σ : N → E1 × E2 est bijective par composition : E1 × E2 est donc
dénombrable. On termine par récurrence.

Proposition XXVIII.18. toute réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou
dénombrables est finie ou dénombrable.

Démonstration. Dans le cas d’une réunion d’ensembles (An)n dénombrables, on peut
poser :

f : N2 −→
⋃
n∈N

An

(i, k) 7→ fi(k)

où les fi sont des bijections de N dans Ai. On vérifie rapidement que cette applica-
tion est bijective, et on conclut par dénombrabilité de N2. Il est ensuite assez aisé
d’adapter cette démonstration au cas d’une réunion finie et/ou d’ensembles finis.

✍ Exercice XXVIII.5. On fixe une bijection η : N→ Z×N∗. Pour tout n ∈ N, on
note η(n) = (an, bn) l’image de l’entier n par cette application. On procède ensuite
selon l’algorithme suivant :

— on pose q0 =
a0
b0

;

— pour tout n ∈ N, on détermine kn = min

{
k ∈ N

∣∣∣∣∀i ∈ [[0, n]],
ak
bk
̸= qi

}
et

on pose
qn+1 =

akn
bkn

.
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1. Justifier que kn est bien défini pour tout n ∈ N et que pour tout n ∈ N, kn < kn+1.
2. Démontrer que pour tous n,m ∈ N on a l’implication (qn = qm) ⇒ (n = m).

Indication : on pourra commencer par démontrer que (qn = qm)⇒ (kn = km).

3. Soit x ∈ Q ; on rappelle que l’on peut alors écrire x =
p

q
avec (p, q) ∈ Z× N∗.

(a) Justifier qu’il existe n ∈ N tel que (p, q) = (an, bn).
(b) En déduire qu’il existe n0 ∈ N tel que x = qn0 .

4. En déduire que Q est dénombrable en utilisant l’application

ζ : N→ Q
n 7→ qn .

On pourrait à ce rythme être tenté de penser que tout ensemble est dénombrable.
Ceci est faux, et la fête s’arrête rapidement 1 après l’ensemble des rationnels.

Théorème XXVIII.19.
R n’est pas dénombrable.

Démonstration. Admis.

✌ Remarque XXVIII.19. Ceci implique que R \ Q n’est pas dénombrable, car
sinon R serait réunion finie d’ensembles dénombrables, donc dénombrable.

Lien à la sommabilité

L’objet de notre digression tient dans le résultat suivant, plutôt sympathique au
demeurant.

Proposition XXVIII.20. Soit (ui)i∈I une famille sommable. Alors l’ensemble

{i ∈ I |ui ̸= 0}

est fini ou dénombrable.

Démonstration. Soit n ≥ 1 ; comme la famille (ui)i∈I est sommable alors par propo-
sition XXVIII.10 il existe un ensemble fini Fn ⊂ I tel que :∣∣∣∣∣∑

i∈I

ui −
∑
i∈Fn

ui

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n
.

De fait, par différence (passer par les parties positives et négatives dans le cas réel,
réelles et imaginaires dans le cas complexe), si on pose :

En =

{
i ∈ I

∣∣∣∣ |ui| > 1

n

}
1. Tout est relatif
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on a En ⊂ Fn et donc l’ensemble En est fini. Or, on a :

{i ∈ I |ui ̸= 0} =
⋃
n≥1

En

et donc l’ensemble de gauche est dénombrable comme réunion dénombrable d’en-
sembles finis.

✌ Remarque XXVIII.20. On a obtenu dans la démonstration supra un analogue
à la condition nécessaire de convergence des séries numériques (proposition XXII.1) :
si (ui)i∈I est sommable, alors pour tout ε > 0 l’ensemble {i ∈ I | |ui| > ε} est fini.
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