Chapitre XXIII

Groupe symétrique, déterminant

’On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C.

1.7 Permutations d’un ensemble fini

a) Rappels et compléments

Nous avons eu l'occasion d’évoquer le groupe symétrique (S,,,0) (aussi noté
Syn), pour n > 1, dans le chapitre VIII. Rappelons ici qu'il s’agit du groupe &([1, n], [1, n])
des bijections de I'ensemble [1, n] vers lui-méme (appelées permutations). Il s’agit
d’un groupe fini possédant n! éléments.

Notation. Soit ¢ € &, ; nous utiliserons (temporairement) pour ¢ la notation

"raccourcie" suivante :
o 1 2 o n
~\o(1) o(2) ... o(n)) "

> Exemple XXIII.1.

— G5 est constitué des permutations L2 et L2 .
1 2 2 1
s . s ) 1 2 1 2
— De son coté, &3 contient exactement 6 éléments, qui sont 1 92 3)\1 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 ‘ 1 2 3
21 3)\32 1) \312)%\23 1)
Notation. Pour alléger les calculs, nous nous autoriserons a noter, pour o,7 € S,
la composition o o 7 simplement o7.

> FExemple XXIII.2.

12 3\ (/1 2 3\ (1 2 3
2 1.3/J\1 3 2) \23 1)"

¥ ATTENTION : attention & I’ordre ; une composition se lit de droite a gauche.
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b) Cycles

Vocabulaire. Soit ¢ € &,, et soit a € [1,n]; on appelle orbite de a selon o
I’ensemble :

{o*(a) |k € Z}

ou o” désigne la composée g o...o0.
—
k fois

> Exemple XXIII.3. L’orbite d’un point est donc l’ensemble des points attei-

gnables en partant de ce dernier via itérations de la permutation o. Nous représen-
12345 6)

31 25 46

v
(TR @)

N D

tons ci—dessous les différentes orbites de la permutation o = (

& Remarque XXIII.1. Les orbites disjointes selon une permutation ¢ € &,
partitionnent I'ensemble [1,n] : il s’agit donc de classes d’équivalences.

Notation. La remarque supra nous autorise a envisager de noter une permutation
comme la liste de ses orbites. Pour calculer I'image d’un point, il nous "suffira"
alors de "retracer son chemin" parmi ces derniéres. Par exemple, la permutation

(123456 Cora
= 3 1 2 5 4 6 S€ notera -
o =(132)(45)(6).

Il est aussi conventionnel d’éliminer les orbites triviales de cette notation pour gagner
en place et en efficacité. Dans le cas présent, nous noterions :

o=(132)(45).

$ Exemple XXIII.4. (132)(32)=(13).

Définition XXIII.1. On appelle cycle toute permutation admettant une unique
orbite non triviale. Cette orbite est alors appelée support du cycle et son cardinal
longueur de celui—ci.
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"® Exemple XXIIL.5. Le cycle (13 4) € G5 est en fait la permutation

1 2 3 45
3241 5)°
& Remarque XXIII.2.

— Cette notation est ...cyclique; par exemple (123) =(231) =(312).
— Si 0 est un cycle de longueur k£ dans &,, et que a est dans le support de o,
on a:

o= (ac(a) c*(a) ... " a)).

Proposition XXIII.1. Deux cycles de supports disjoints commutent. I

Démonstration. Ces deux cycles agissent (non trivialement) sur des ensembles dis-
joints : 'ordre de composition ne revét donc aucune importance. O

Théoréme XXIII.2.
Toute permutation différente de I'identité peut s’écrire de fagon unique (a l'ordre
prés des facteurs) comme produit de cycles de supports disjoints.

Démonstration. Ce résultat est admis. O

> Exemple XXIII.6. Pour déterminer la décomposition d’une permutation, il
suffit de recopier ses orbites "dans 'ordre". Par exemple :

(2213 -ua0n

c) Signature

’Déﬁnition XXIII.2. On appelle transposition tout cycle de longueur 2.

¥ Remarque XXIII.3.

— Les permutations sont donc exactement les (i j) € &,, avec ¢ < j.
Sid,j € [L,n], alors (i)~ = (1) = (i ).

Proposition XXIII.3. Toute permutation de &,, peut s’écrire sous la forme d'un
produit de transpositions.

Démonstration. Faisons le par récurrence sur n > 1.
— Pour n = 1, c’est trivial : tout élément de &; est produit d’exactement 0
transposition(s). Oui, nous en sommes toujours la aprés 395 pages de cours. . .
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— Supposons la propriété vérifiée au rang n et soit o € &,,; alors on a :
=(n+1lon+1))

avec 0’ € G,,. Ne reste alors qu’a appliquer ’hypothése de récurrence.
]

® ATTENTION : il n'y a pas unicité. En effet, (12 3) = (12)(23) = (23)(3 1).
La parité du nombre de facteurs reste, par contre, constante pour une permutation
donnée (cela est aisé a démontrer par I’absurde).

® Exemple XXIIL.7. Siay,...a; € [1,n], on a :

(a1 ag ... ag) = (a1 az)(ag as) ... (ax_1 ag).

¥ ATTENTION : si les orbites se lisent de gauche a droite, la composée, elle, se lit
toujours de droite a gauche.

Théoréme XXIII.4.
Il existe une unique application ¢ : &,, — {—1,1} telle que :

(i) pour toute transposition 7, e(7) = —1;

(ii) € est un morphisme de groupes de (&, 0) vers ({—1, 1}, x).

Ce morphisme est appelé signature sur G,,.

Démonstration. Admis. O]

1 2
1

> Exemple XXIII.8. Pour calculer la signature de o = <2

décompose sous forme de produit de transpositions :

& Remarque XXIII.4. Le noyau de ¢ est appele groupe alterné et noté 2,,. Il

s’agit d'un sous-groupe de &,, de cardinal 5 sin > 2.

2.7  Formes multilinéaires alternées

a) Lalus géométrique et définition

Etant donné deux vecteurs 4 et ¥ dans R?, nous pouvons considérer ’aire algé-
brique (i, ¥) du parallélogramme engendré par ceux—ci.
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Sid = (a,b) et ¥ = (c,d), nous avons la formule &7 (i, ¥) = ad —be. Les propriétés
suivantes sont de plus vérifiées :
(i) (0, 1) = =/ (4,0);
(ii) pour tout A € R, &7 (i, \t) = 0;

(iii) pour tous vecteurs v; et v3, on a

o (U, 01 + 03) = o (U, 07) + o (U, 03) .

Nous pouvons développer la méme théorie dans R? via la notion de volume
algébrique engendré par trois vecteurs. La définition suivante a pour but de proposer
une généralisation de ces objets en dimension (éventuellement infinie) quelconque.

Définition XXIII.3. Soient £ un K-e.v; on appelle forme n—linéaire sur ces

espaces toute application f : E™ — K telle que pour tout i € [1,...,n], pour tout
(T1, . oy T, Tig1, - -, Tp) € E™, application
u = f(xlw <y L1, Uy T 15 - - - 7$n)

est une forme linéaire sur F.
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& Remarque XXIII.5. Une forme n-linéaire est donc linéaire selon chacune des
coordonnées (au sens du produit cartésien) des vecteurs de son ensemble de départ.

Iy Exemple XXIII.9.

— (z,y) = oy € HKK);

— le produit scalaire (au sens vu en physique) est une forme 2-linéaire (on dit
bilinéaire) sur R?, R?;

— Taire et le volume algébriques évoqués dans le laius géométrique supra sont
des formes bilinéaire et trilinéaire respectivement.

Définition XXIII.4. Soit F un K—e.v et soit f une forme n—linéaire sur £. On dit
que f est alternée si pour tout (x1,...,z,) € E" et tout couple (i,7) € [1,n] tel
que 7 # jon a:

(i =) = (f(z1,...,2,) =0).

b) Quelques propriétés élémentaires

Proposition XXIIL.5. Soit £ un K-e.v et soit f une forme n-linéaire alternée.
Alors pour tout (zy,...,2z,) € E" et tout couple (i,7) € [1,n] tel quei # j on a :

fley, ooy oo, @ oo, xn) = —f(21,.0, T oo, T, D).
~ ~~ ~~ ~

i j i J

Démonstration. Pour tout xq,...,x, € F et i # j dans [1,n] on a :
0= f(zr,...,¢i+xy,..., 2 +2j,...,2,)
i J
=fler, ooy @ oo+ xy, )+ (R, X Xy, Ty)
j i j
=flor, ooy @ oo, @)+ fon, o @, x Ty
7 ki 7 j
+ (@, ey Ty T ) F f(T, e, T, T, Ty)
i j i j
=flor, ooy @ oo, my oo my)F f(Xn, o T, T Ty
7 7 [ J

par alternance, d’ol le résultat.

& Remarque XXIII.6. La réciproque est vraie : en effet, pour tout z¢,...,z, € £
et ¢ # j dans [1,n] on a :

flr, ooy x o, @ oo @) =—f(21,.0, T oo, T ., Ty)
% j i J
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ce qui entraine que si x; = x;
flzy,..o xn) = —fxg, ..., 2p)
et donc f(x1,...,2,) = 0.

Notation. On notera A,(E) 'ensemble des formes n-linéaires alternées/antisymeé-
triques sur F.

& Remarque XXIIL7. On peut vérifier que A,(E) est un K—e.v.

Proposition XXIII.6. Soit £ un K-e.v et soit f € A,(F). Alors, pour toute
famille liée (xq,...,z,) € E" on a f(z1,...,x,) = 0.

Démonstration. Sila famille est liée, cela signifie que, quitte a modifier 'ordre des x;

(ce qui changera éventuellement le signe de f(xy,...,x,)) il existe Ay,..., A\,—1 € K
tels que
n—1
Tp = Z Ak T
k=1
et donc :

n—1
flze,... ) = f (xl, . ,xn_l,ZAkxk>
k=1

n—

—_

)\kf<xla R PR 7xn—17xk)

(]

1

I
=T

]

Proposition XXIIIL.7. Soit F un K—e.v et soit f € A, (F). Alors, pour tout o € &,
et tous x1,...,x, € E,on a:

f(@oy, - Tomy)) = (@) fl@1, ..., 20)

Démonstration. Ecrire o sous forme de produit de transpositions et développer. [

3.7 Déterminant

On fixe dans ce paragraphe un K—e.v de dimension finie £ de dimension n > 1 et
une base & = (ey, ..., e,) de celui—ci.
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a) Déterminant d’une famille de vecteurs

Théoréme XXIII.8.
Il existe une unique forme f € A, (E) telle que f(#) = 1.

Démonstration. La démonstration de 'existence n’est pas exigible. Pour 'unicité,

fixons f € A, (E) et zy,...,x, € E. Alors, il existe une unique famille (1 1,..., 2,1, %12 .., Tnn)

de scalaires telle que pour tout j € [1,n] on ait

n
Ij: E xi,j6i~
i=1

et alors :

n n
f(xl, Ce ,I‘n) = f (Z Li1€iy -y Zx@nei) .
=1 =1

Pour obtenir une intuition du résultat de cette horreur, plagons nous temporairement
dans le casn =2 :

f(x1,22) = f(x11€1 + T21€2, T1 261 + T 2€2)
=x11f(e1,T1061 + Ta0€2) + 21 f (€2, 1261 + T22€2)
=x11212(fer,e1) + x1az22f (€1, €2) + 22121 2f (€2, 1) + x21T22f (€2, €2)

= ($1,1$1,2 - I2,1$1,2)f<€17 62) .

En développant l'expression multilinéaire de f(xy,...,x,)), nous "intuitons" que
tous les termes contenant l'image d’une famille liée seront annulés : ceci entraine
que chaque terme sera de la forme :

H Toyif (€a(1)s - - -1 Co(n))
=1

pour un certain ¢ € &,,. Nous démontrons donc, par récurrence sur n € N*, que :

flag, ... 2n) = Z Hwo(i),if(ea(l)w"760(n))

oeB, 1=1
= ( Z e(o) ng(i),i) fler, ... en)
oeG, i=1

la derniére égalité provenant de la proposition XXIII.7. Ceci entraine le résultat
voulu. O

Définition XXIIL.5. L’unique forme f € A,(FE) telle que f(#) = 1 est appelée
déterminant dans la base 4.

Notation. detyz
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& Remarque XXIII.8. On a donc, pour tout xy,...,x, € £ :

detg(zq,...,2,) = Z (o) H%(i),i

avec les décompositions initales

n
T = Z T j€;
i=1
pour j € [1,n]. De plus, il est immédiat que :
detg(er, ... e,) =1
par définition.

W Exemple XXIII.10. Si z = (z,23) et y = (y1,¥2) sont deux vecteurs de R?
alors leur déterminant dans la bases canonique est :

det(z,y) = T1y2 — T2y ,
ce qui correspond a la quantité o7 (x,y) décrite au début de ce chapitre.

#1) Exercice XXIII.1. Donner une expression du déterminant dans la base cano-
nique de trois vecteurs de R3. Interprétation géométrique ?

& Remarque XXIII.9. La déterminant est une somme de n! produits, dont exac-
tement la moitié sont porteurs d’une signature négative.

Proposition XXIII.9. Soit f € A,(F). Alors il existe un unique A € K tel que
£ = Adet.

Démonstration. Cela découle du calcul mené dans la démonstration du théoréme
XXIIL8. Le scalaire A est en fait égal a f(eq,...,e,). O

& Remarque XXIII.10. Cela signifie que I'espace vectoriel A, (E) est de dimen-
sion 1 : il s’agit d’une droite.

Proposition XXIII.10. Soit .# = (x1,. .., z,) une famille de vecteurs de F. Alors :

Z est une base de E
=

Démonstration.
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({}) Supposons que .Z est une base de E. Dans ce cas, on a dety,detz € A, (E).
Ce dernier ensemble étant une droite, il existe A € K tel que dety = Adet #.
Ainsi :

det%z(y) = )\detgz(ﬂ\) =\
De plus, A # 0 car dety(A) = 1 = Adet #(A).

(ft) Supposons désormais que la famille .# ne soit pas une base de E. Comme
card(.:#) = dim(F), elle ne peut donc pas étre libre et donc detz(.#) = 0 par
la proposition XXIII.6.

]

& Remarque XXIII.11. En "bonus", nous tirons de la démonstration supra que
pour toute base %’ de F on a :

dety = detgg(%/)det%/
et

, 1

b) Déterminant d’une matrice carrée

Définition XXIII.6. Soit M € .#,(K). On appelle déterminant de M le déter-
minant de la famille de ses colonnes dans la base canonique de K”.

Notation. Le déterminant d’une matrice M = (m;;);; sera noté det(M) ou

& Remarque XXIII.12. Cette définition entraine que si A = (a;j)ij € Mn(K)

on a :
n

det(A) = Y (o) [ [ ao.i -

ceG, =1

Il en découle, entre autres, que det est une application n—linéaire par rapport aux
colonnes de la matrice concernée.

> Exemple XXIII.11.

— det(1,) =1;

— sia,b,c,d e K, on a:
a b
c d

’:ad—bc.

#1 Exercice XXIII.2. Déterminer une formule explicite pour le déterminant sur

My(K).
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Proposition XXIII.11. Soit A, B € #,(K) et soit A € K. Alors :

(i) det(AT) = det(A);

(i) A€ GL,(K) < det(A) #0;

(iii) det(AB) = det(A)det(B) et pour tout p € N, det(AP) = det(A)?;
) det(AA) = \'det(A).

(iv

Démonstration.

(1)

= Z e(o) Hag(z‘),afl(cr(i))
= Z E(O')Haj,crfl(j)

ceG, Jj=1

via le changement d’indice j = o~!(i) dans les produits. De plus, &,, étant un
groupe, on a :
{c7'0ceB,}=6,.
Enfin, comme ¢ est un morphisme de groupes a valeurs dans {—1, 1} on obtient
I'egalité :
Vo €6,, o) =clo) ! =¢0).

et donc :

det(A) = > é(U)H%om

oeG,

= det(A").

(ii) Une matrice est inversible si et seulement si la famille de ses colonnes forme
une base de K”. Ce fait est équivalent a la non—nullité du déterminant de cette
famille dans la base mentionnée, d’ou le résultat.

(iii) L’application

¢ My(K) — K
M+ det(AM)

vue comme fonction des colonnes de M, est une forme n-linéaire alternée. De
fait, elle est multiple du déterminant dans la base canonique, i.¢e il existe A € K
tel que :

VM € #,(K), det(AM) = Adet(M)

En évaluant en M = I,,, on trouve que A = det(A), d’ou le résultat. On gére
le cas de AP par récurrence.
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(iv) L’application det, vue comme fonction des colonnes de la matrice concernée,
est n-linéaire.

]

& Remarque XXIII.13. — Le déterminant réalise donc un morphisme de
groupes de GL,(K) vers K*.
— Le point (i) implique que, pour tout n > 0 :

An1(K) NG Ly 11 (K) = 0.

1
det(A

Corollaire XXIII.11.a. Soit A € GL,(K). Alors det(A™!) = 7

Corollaire XXIII.11.b. Le déterminant est un invariant de similitude. '

c) Déterminant d’'un endomorphisme

Proposition/définition XXIII.7. Soit f € Z(FE). Alors la quantité det(matz(f))
ne dépend pas du choix de la base 4 et est appelé déterminant de ’endomorphisme

f.

Notation. det(f)

Démonstration. Soit %’ une base de E. Alors, en posant P = Pg' on a
mat g (f) = P 'matg(f)P
ergo

det(matz (f)) = det(P 'matz(f)P)
= det(P~")det(matz(f))det(P)
1

= Jor(p) et (mats(f))det(P)

= det(matx(f)).

Proposition XXIII.12. Soient f,g € Z(E) et A € K. Alors :

(i) det(go f) = det(g)det(f);
(i) det(Af) = A"det(f);

(i) f € GL(E) & det(f) # 0.
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Démonstration. 11 s’agit d’'un analogue de la proposition XXIII.11. m

& Remarque XXIII.14. Le déterminant réalise ici un morphisme de groupes de
GL(FE) vers K*.

4.7 Calculs

Savoir définir un déterminant, c¢’est bien. Savoir le calculer, c’est. . .mieux ? Nous
laissons le lecteur juge de ce fait.

a) Matrices triangulaires

Proposition XXIII.13. Soit A = (a;;)i; € #,(K) une matrice triangulaire.
Alors :

Démonstration. Supposons, pour fixer les idées, que A € T,f(K). Soit o € &,, diffé-
rente de 'identité. Alors, il existe nécessairement i € [1,n] tel que o(i) > i et donc
aq(i),; = 0, ce qui entraine que :

n

det(A) = Z (o) Haa(i),i

ceS, i=1
——
=0 si o#id

n
= | | Qi -
=1

> Exemple XXIII.12.
— pour tous dy, ...,d, € K, det(diag(dy,...,d,)) =dy...dy;

1 2 51 22 —nm
02 3 6 0
00 -1 0 2]|=16.
00 0 -1 42
o0 0 0 8

& Remarque XXIII.15. Ceci se généralise aux matrices triangulaires par blocs
carrés : si A, B, C sont des matrices alors

det ((%%)) — det(A)det(C)

et méme chose avec les matrices triangulaires par blocs admettant un plus grand
nombre de blocs.
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b) Impact des opérations élémentaires

Nous avions listé dans le chapitre XII une liste d’opérations élémentaires sur les
lignes et colonnes des matrices. Appliquer celles—ci aux colonnes d’un déterminant
modifie celui—ci de la fagon suivante :

(A) échanger la position de deux colonnes (C; <+ C;) multiplie le déterminant par
—1 (antisymétrie) ;

(B) multiplier une colonne par un scalaire non nul (C; < AC;) multiplie le déter-
minant par ce dernier (n—linéarité) ;

(C) ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres (C’i — Ci4 > ) C'j)
J#i

ne modifie pas le déterminant (caractére alterné).

Il est également possible d’agir sur les lignes d’un déterminant de la méme fagon
et avec les mémes effets. Appliquer I'algorithme du pivot de Gauss (cf. chapitre XII)
pour obtenir un déterminant triangulaire est généralement une bonne idée.

#1 Exercice XXIIIL.3. Soit z € C. Calculer le déterminant suivant :

z 1 ... 1
Dy(z)=| " 1
1 1 =«

w Correction : Commencgons par effectuer l'opération Cy < C1 + ...+ C,, ; on

obtient
z+n—1 1 ... ... 1
r+n—1 =z '
Dy (z) = :
: o1
r+n—1 1 1 =z
11 1
1 =z
=(@+n-1): 1
|
11 ... 1 =z

Nous appliquons ensuite, pour tout v > 2, L; < L; — Ly, ce qui donne :

1 1 1
0O z—1 0 ... 0
Dy(z)=(x+n—-1)|: P :
SO

0 0 0 z-1
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c) Développement suivant une ligne ou une colonne

Définition XXIII.8. Soit A € #,(K) et soient ¢, j € [1,n]. On appelle :
— mineur d’indices ¢ et j le déterminant de la matrice Min; ;(A) extraite de A

suivant ’ensemble ([1,n] \ {i}) x ([1,»] \ {4 });
— cofacteur d’indices i et j la quantité Cof; ;(A) = (—1)"*Min, ;(A).

& Remarque XXIII.16. Le mineur d’indices ¢ et j est donc la matrice obtenue
en "rayant" la ligne 7 et la colonne j de la matrice A.

W Exemple XXIII.13. Soit A = (Z Z

sont donnés par le tableau récapitulatif infra.

) € M>(K). Ses mineurs et cofacteurs

i | j | Min; ;(A) | Cof;;(A)
1)1 d d
12 c -C
211 b -b
212 a a

#1 Exercice XXIII.4. Lister les mineurs et les cofacteurs de la matrice

~ &~
co Ot N
O O W

o Petit calcul sympathique

Soit A = (a;;)ij € M,(K) et soient Ay, ..., A, € K" ses colonnes (on aura donc
A = (Ay]...]A,)). On notera également & = (ey,...,e,) la base canonique de
K™, de fagon a avoir, pour tout j € [1,n]

n

Aj: E am-ei.

i=1
De fait, a j € [1,n] fixé, on a :

det(A) = det@(Al, PN ,Aj_l, Aj, Aj—i-lv ce 7An>

= det@ <A1, .. 7Aj—17 Z Qa; €4, Aj+17 ce 7An)

=1

n
= Z ai,jdete% (Al, Ce 7Aj—17 €, Aj+1, . ,An>
=1

par n—linéarité du déterminant dans la base 4. Dit autrement, cela signifie que nous
avons
aii1 ... Q1n n

= ai;Di;

pi .. Gpp i=1
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avec
aii ... a1,5—-1 0 arj+1 - -- a1 n
ai—1j-1 0
D'i,j =\ .- Q51 1 Qi 541 - Qi n
0
. Ap—1,n
Ap1 - Qp,j—1 0 Apj+1 - Apon

la colonne "modifiée" étant en j—iéme position.
Tout ceci est bien sympathique, mais sommes nous seulement capables de calculer
les D; ; 7 Bien entendu, mais rien n’est gratuit...Calculons (avec entrain)! Quitte a

effecteurs les opérations C; <+ Cjyq, ..., Cy_q <> C, (dans cet ordre), on a :
arl .- a1,5-1 aij+1 .- a1.n 0
' Aj—1,5-1 : 0
n—
D;; = (_1) Tain ... @ij—1  Qij41 ... Qip 1
X i 0
Ap—1,n
Cl,n71 Ce an,j—l an7j+1 Ce anm 0

Nous opérons ensuite les échanges (ordonnés) suivants : L; <> L1, Liy1 <> Liyo,
ey Ly_1 4> L. On a in fine :

ari ... ay,—1 a1,j+1 e Q1p 0
: A5—1,5-1 : 0
2n—(i+j) _ i+
D;; = (-1 = (-1 : : ;
= (D) SR D a0
Qp1 - Qp,j—1 A, 541 ceo Qpn 0
079 Qi 51 A 541 N ) 1

Ce déterminant étant triangulaire par blocs, on a immédiatement :

D, = (—1)i+jdet(Mini7j (A)) = COfi’j(A) .

,J

Nous déduisons de cette plongée dans le stupre calculatoire, la proposition sui-
vante, fort utile en pratique.

Proposition XXIII.14. Soit A € .#,,(K) et soit j € [1,n]. Alors :

n

det(A) = Z CLZ'JCOfZ"j(A) .

i=1
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& Remarque XXIII.17. Ce procédé, appelé développement selon une co-
lonne de A admet un pendant relatif aux lignes de celles ci, dont la démonstration

est analogue :
n

Vi € [1,n], det(A) = Zai7jCofi7j(A) :

Jj=1

> Exemple XXIII.14. On retrouve aisément de cette facon la formule, pour

a,b,c,d € K, (“ b
c d

pour obtenir une formule explicite pour le déterminant dans .#3(K).

= ad — bc. Le lecteur audacieux pourra également s’en servir

#1 Exercice XXIIL.5. Soit 2 € C et n > 0. Calculer le déterminant :

14+ 22 x 0o ... ... 0
x 1422 =z 0 ... 0
0 x : : :
Dn: . .
0
: . .. . T
0 . .0 142

w Correction : Soit n > 2 ; on commence par opérer un développement par rapport
a la premiere colonne, qui donne :

Dn = (]_ + ZL'Q)Dn_l — I’An_l

ol
T 0 0 0
x 1+22 = 0 0
A T
n—1 — 0
0 ... 0 x 1422

En développant A,,_1 par rapport a sa premiére ligne, on trouve :
AN,_1=xD,_9
ce qui permet in fine d’écrire :
D, =(1+2*)D,_1 —2°D,_5.

On reconnait une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 (cf. chapitre VII). Plus
précisément, on a :

Dn - anl - x2<Dn71 - Dn72)

= IQ(n_l) (D1 — Do)
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avec Dy =1 et Dy = 1 + 22 (en prenant la convention qu’un produit sans terme est
égal a 1). Nous terminons donc avec :

Dy, = Dy_1+ 172“

1.e

n
D, = E 2"
k=0

n+1sx==x1
— 1_1,2(71-&-1)

SINOon.
1 — 22

¢ Déterminant de Vandermonde

Le déterminant suivant est appelé déterminant de Vandermonde (en ’hon-
neur d’Alexandre-Théophile Vandermonde, mathématicien, économiste, musicien et
chimiste frangais, 1735—1796).

Proposition XXIII.15. Soit n > 2 et soient ag,...,a,_1 € K. Alors :

n—1k—1

det((a));jeqom—11) = [ [ [ (e — ;).

k=1 j=0

Démonstration. Posons :

Valag, ... an_1) = det<<ag)i,j€[[0,n—1]]))

1 a a ... ay’!
1 aq CL% ce a?il

2 n—1
1 apy a;_y ... a,_;

Pour calculer ce déterminant, nous effectuons, dans ’ordre décroissant de l'indice
k € [2,n], Popération Cy, < Cy — a,_1Cj_1, ce qui donne :

1 ag—ap_ aog(ag — ap_1) coab 2 (ag — ap_1)

1 a; —ap_ aj(a; — ap_1) cooay ar — any)
Volag, ... an_1) = : :

1 ng—Gno1 Gpo(Gpg — an_1) ... @ 5(Gn_o — Qp_1)

1 0 0 . 0

Ce déterminant se développe relativement a sa derniére ligne, livrant :

ap — Qp—1 ag(ag — an_1) v (ag — an1)
n—2
V, ((ZO a ) — ( 1)n+1 a; — An—1 al(al - an—l) Ce aq (al — an—l)
n yeeeyOp_1) = (— . ‘ |
Ap—2 — Qp—1 an72<an72 - anl) e a;l:g(an72 _ an71>
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puis, nous pouvons factoriser, pour tout k € [1,n — 1], ax—1 — a,—1 dans la ligne k,
ce qui donne :

1 a ag‘_Q
n—2 n—2
1 a ay
Vn(a(b s 7an—1) = (_1)71-1—1 H(a'k: - an—l) .
k=0 n—2
1 ap—o ... a,_5
n—2
= (=1)"! H(ak — ap_1)Va_1(ag, ... ,a,_2)
k=0
n—2
= H(anq - ak)an(Go, e 7an72) .
k=0
On obtient donc, par récurrence que :
n—1k—1
Vilag, ..y an_1) = H I_I(a;C —a;).
k=1 j=0

& Remarque XXIII.18.
— On a donc :
Valag, ..., an—1) #0
=
les a; sont deux & deux distincts.
— On peut établir un paralléle entre la matrice associée au determinant de Van-

dermonde et I'interpolation polynomiale. En effet, si g, ..., x,_1 et yo, ..., Yn_1
n—1
sont des scalaires, trouver un polynome P = > a; X* € K,,_1[X] vérifiant,
k=0
pour tout k € [0,n — 1], P(x) = yx revient a trouver ay,...,a,—; € K tels
que :
1 x xd ... ng ao Yo
1 = x% ooy ay Y1
1 zpy 22, ... 273 Q-1 Yn—1
Ce systéme linéaire est de Cramer si et seulement si V,(zg,...,2,-1) # 0,

i.e si et seulement si les x; sont deux a deux distincts. Toute ressemblance
avec la proposition XIV.22 et les polynomes interpolateurs de Lagrange est
non fortuite. . .

d) Inversion de matrices

Définition XXIIIL.9. Soit A € .#,(K). On appelle comatrice de A la matrice de
M,(K) dont le coefficient en position (4, j) € [1,n]? est le cofacteur Cof; ;(A).
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Notation. Com(A)

Vocabulaire. La transposée de la comatrice de A est appelée transcomatrice de
A. On la note Com(A)" ou A.

> Exemple XXIII.15. Soit A = (CCL 2) € M-(K). Alors :
Com(A)T = (d _b) |
—c a

Proposition XXIII.16. Soit A € .#,,(K). Alors :

ACom(A)" = Com(A)" A = det(A)I, .

Démonstration. Notons a; ; les coefficients de A et b;; ceux de sa transcomatrice.
Alors, pour i € [1,n], le coefficient en position (4,i) de la matrice ACom(A)" est :

Z i bk, = Z a; Cof; 1 (A)
k=1 k=1
= det(A)

via développement selon la ligne 4. Si on fixe & présent j # i, le coefficient en position

(i,7) de ACom(A)T est :

Z a@kbk,j = Z CLLkCij,]{;(A)
k=1 k=1

Il s’agit du déterminant de la matrice B définie comme suit : les lignes de B sont
identigues a celles de A, a ’exception de la ligne j que 'on fixe égale a la ligne i de
A. Cette matrice ayant deux lignes identiques, elle ne peut étre inversible. De fait :

d’out le résultat, quitte a raisonner similairement pour Com(A)" A. O

& Remarque XXIII.19. Si A ¢ GL,(K), alors ACom(A)T = 0. Ceci n'est pas
trés intéressant cependant car si rg(A) < n — 1, la comatrice de A est nulle. ..

Corollaire XXIII.16.a. Soit A € GL,,(K). Alors :
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i Exemple XXIII.16. Soit A = (‘CL 2

1 d —b
A7l = :
ad — bc <—C a )

& Remarque XXIII.20. Calculer I'inverse d'une matrice n x n de cette fagon
demande de calculer n? déterminants de taille (n —1) x (n — 1), soit n x n! multipli-
cations. Ceci est déraisonnable : le calcul d’un inverse 20 x 20 demanderait plus de
150 ans sur une machine décente. De son coté, une application de 'algorithme du
pivot de Gauss a un systéme de rang r nécessitera r étapes d’élimination. Dans cha-
cune d’entre elles, nous devons normaliser une ligne (/ ¢ divisions) et la soustraire
a au plus p autres (= ¢ multiplications & chaque fois). Dans le cas d’un systéme
de Cramer, avec A € GL,(K), nous avons affaire & un nombre d’opérations en
O'(n?). Ceci est bien plus efficace : nous donnons, a titre d’illustration, quelques
exemples de temps de calcul approximatifs sur une machine effectuant grosso modo
10'° opérations par seconde (ce qui est raisonnable).

) € GLy(K). Alors :

n H Comatrice ‘ Gauss
3 2.107 % 5.107%s
5 7.107% | 2.107%s
10 41073 | 2.1077s
S
S
S

20 160 ans 2.107°
25 10 ans | 3.107°
100 || 3.10"% ans | 2.1074
1000 || 10?3 ans 0,2s
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