Chapitre XXII

Séries numériques

’On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C.

1. Qu’est—ce?

a) Notion de série

Définition XXII.1. Soit u € K. On appelle série de terme général u, la suite

().

Pour N € N fixé, on appelle somme partielle de rang N de la série la quantité

& Remarque XXII.1. La somme partielle de rang N d’une série est donc le
N-ieme terme de la suite sous—jacente a celle—ci.

Notation. On note > u,, la série de terme général u,,. Ceci n’est PAS une somme,
mais une suite de sommes.

& Remarque XXII.2. Il est possible de considérer des séries dont le terme général

n'est défini qu’a partir d'un rang ny € N. On noter alors > u,. Les résultats
(n>no)
énoncés dans ce chapitre se généralisent aisément a ce type de séries.

W Exemple XXII.1. Y cos(n) est une série définie & partir du rang 0; > L est
(n>1)

définie a partir du rang 1.

¢ Exemples fondamentaux

Définition XXII.2. Soit ¢ € C. On appelle série géométrique de raison ¢ la
série Y ™.
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& Remarque XXII.3. 1l est aisé de déterminer les sommes partielles d'une série
géométrique; si N € Net g€ Con a:

N 1_qN+1 )

n — i 1
D 0= l—q 7
n=0 N + 1 sinon.

Définition XXII.3. Soit a € C. On appelle série de Riemann de paramétre
o la série Y =
(n=1)

" Exemple XXII.2. La série de Riemann de paramétre 1 est la série > % On
(n=1)
I’appelle série harmonique.

b) Somme, restes

Définition XXII.4. Une série > u,, est dite convergente si la suite de ses sommes
partielles converge. Dans le cas contraire, on dit que la série est divergente.

Notation. SI la série Y u,, est convergente, on pose :

00 N

U, = lim g Uy, -
Z " N—o0 "
n=0 n=0

Cette quantité, que 'on appelle somme de la série ) u,, n’est toujours pas une
somme : il s’agit de la limite d’une suite de sommes ...

> Exemple XXII.3.
— La série > n diverge; en effet, pour N >0 :

.
2 N—oo

al N(N +1
;n: ( )

— A l'inverse, la série (Z; m converge. En effet, pour N > 1 on a :
n>

N -
Zn(n—i—l)_zﬁ_n—i—l

n=1 n=1
nzln n:1n+1
_i\f:l_N 1l
n:ln n:Qn
1
-1
N+1
— 1
N—oo
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et donc
= 1
PO i
“—~n(n+1)
> (_1)*
%1 Exercice XXII.1. Montrer Iexistence de et calculer Y (=1 .
n=1 n

w Correction : Commengons par remarquer que, pour tout n > 1 :

1
1
/ At =~
0 n
N
y e
n

1
(—1)"/ "t dt
n=1 n=1 0

- /01 > (—t)rdt
17— (—t)N

1
:_/ D7
o L+t

1 dt 1/ \N
z_/—_/&dt.
o 1+t Jy 14t

1(_¢)N 1 1
/ dtg/tthz——m
0 1+t 0 N+1 N—oo

donc la suite des sommes partielles de la série étudiée converge et

= (=1)" Lodt
Z(n> :—/Ol—H:—ln@).

n=1

et donc, pour tout N > 1 on a :

NE

Or :

Proposition XXII.1. Soit ) u, une série convergente. Alors la suite (uy),
converge vers 0.

Démonstration. 11 suffit de remarque que, si on note (Sy)y la suite des sommes
partielles de > u,, on a, pour tout N > 1 :

uy = Sy — Sn-1
(e.) o]
Sorvad) LI B
N—oo
n=0 n=0
=0

d’ou le résultat. O
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¥ ArTENTION : la réciproque est FAUSSE. Pour un contre-exemple, considérer la

série Y v/n+ 1 — +/n : on vérifie (faire un DL) que v/n + 1 — y/n — 0 et pourtant,

pour tout N >0 on a :
N
Z\/n—i- —vVn=vN+1-— 0.
n=0

& Remarque XXII.4. Ce résultat sera toutefois fort utile pour démontrer la
divergence d’une série : si la suite (u,,), ne converge pas vers 0, alors la suite Y u,
diverge automatiquement : on parle alors de divergence grossiére.

" Exemple XXII.4. Les séries Y cos(n) et Y. n? + n%l divergent grossiérement.

#1 Exercice XXII.2. Déterminer pour quelles valeurs de x la série > (71)#
(n>1)

est convergente et établir que dans ce cas :

(e} n.n

Z%z—ln(l—h@).

n=1

w Correction : Pour obtenir la somme, utiliser linégalité de Taylor-Lagrange
(proposition XX.20) en s’inspirant du développement limité de In(1 + z) en 0.

Proposition XXII.2. Soient ) u, et > v, deux séries convergentes et soit
A € K. Alors :

(i) la série Y u, + Av, converge;

(i)

iunjt)\vn = iu,ﬁ—Aivm
n=0 n=0 n=0

Démonstration. Appliquer les opérations sur les limites vues dans le chapitre VII
aux sommes partielles. O

¥ ATTENTION : ce type d’opérations ne saurait étre effectué que lorsque les deux
séries considérées convergent.

Définition XXII.5. Soit > u, une série convergente de somme S. Pour N € N|
on appelle reste d’ordre N de la série Y u, la quantité Ry =S — Sy, ot Sy est
la somme partielle de rang N de celle—ci.

Notation. Le reste d’ordre N de ) u,, est noté
RN = Z Up, -
n=N+1
& Remarque XXII.5. Il est aisé de vérifier que, comme »  u,, converge, Ry N—> 0.
—00

W FExemple XXII.5. Soit ¢ € C tel que |g| < 1 et soit N € N. Alors :

> . qN+1
Z q :1—q'

n=N-+1
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c) Lien suite—série

Proposition XXII.3. Soit u € K. Alors :

la suite (u,), converge
<
la série Y un41 — u, est convergente.

Dans ce cas, on a de plus :

g Upi1 — Up = limu, — ug .

Démonstration. Soit N € N. Alors :

N N N
§ Up+1 — Un = E Up+1 — E Up,
n=0 n=0 n=0

N+1 N
=D =) un
n=1 n=0
= UN+1 — Uo
d’ou le résultat. O

Vocabulaire. Les séries du type Y u,11 — u, sont appelées séries télescopiques.

1

® Exemple XXII.6. Lasérie > In <n i ) diverge. En effet, son terme général
(n>1) "

est égal, pour n > 1, a ln(n + 1) — In(n) et In(n) — oo.

& Remarque XXII.6. Ce résultat implique que toute suite qui tend vers 0 peut
étre interprétée comme la suite des restes d’une série convergente.

d) Exemples fondamentaux

o Séries géométriques

Proposition XXII.4. Soit ¢ € C. Alors :

la série géométrique > ¢ converge
<~
lq) < 1.

Dans ce cas, on a de plus :

I
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Démonstration. Cas 1 : |¢q| < 1. Comme nous le savons, si N >0 on a :

"=
n=0 1__q

1

Il est alors clair que la suite des sommes partielles de > ¢" converge vers 1

Cas 2 : |¢| > 1. La suite (¢™), ne convergeant pas vers 0, on a divergence grossiére
(proposition XXII.1) de la série > ¢".
O

o Séries exponentielles

Proposition XXII.5. Soit z € C. Alors :

n
(i) la série > % converge ;

(i)

Démonstration. Soit z € C; on pose alors, pour tout ¢t € R, :
f.(t) = e,
La fonction f, est de classe € sur R et on démontre aisément par récurrence que
VkeN, VteR, fR(t)=_zke.

L’inégalité de Taylor-Lagrange (proposition XX.20) entre 0 et 1 nous permet alors
d’écrire que :

avec

1
|R,| < ——— max [2"T1e*|.
(n+ 1)! z€fo.1]

On démontre (utiliser la formule de Stirling) que R, —— 0, ce qui implique que
n—oo

I'on a convergence de la série de Taylor associée & f,(1) et

n

o) jén)O 0
e

n=0

I\

ce qui nous livre bien

o0
4 zn
e = E —_— .
n!
n=0
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& Remarque XXII.7. On déduit de ce résultat que, pour tout z € R, on a les
formules suivantes :

cos(z) = 3 (- >n<§—7:)!;
sin(z) :2(_ ) 2n+ 1)’
hia) =3 ook

<; x2n+1
shiz) = Z; @n+ 1)l

¢ Séries alternées

Proposition XXII.6. [Critére spécial des séries alternées| Soit (uy,), une suite
décroissante de nombres réels positifs. Alors :

(i) la série Y (—1)"u, converge si et seulement si u,, — 0;

(ii) dans ce cas on a, pour tout N >0 :

Sont1 < Z(—l)"un < SNy et 0<|Ry| <uni
n=0

si (Sy)n (resp. (Rx)n) est la suite des sommes partielles (resp. des restes) de
la série Y (—1)"u,. Ry est par ailleurs du signe du terme de (—1)

N+1

Démonstration. Notons tout d’abord que si u,, /4 0, la série > (—1)"u,, diverge gros-
siérement. Inversement, si u,, — 0, posons, pour N € N, Ay = Son et By = Soni1;
on a alors, pour tout N >0 :

2(N+1) 2N
Anyr — An = Z (_1)nun - Z(—l)"un
n=0 n=0

= UaN+2 — U2N41
<0 par décroissance de (uy)p.

La suite (Ay), est donc décroissante; on vérifie de fagon similaire que (By) est
croissante. De plus :

2N 2N+1
VN eN, Ay - By = Z(—l)”un - Z (=1)"up = uon 41 N—>—<>o) 0
n=0 n=0

et donc les suites (Ayx)n et (By)n sont adjacentes et donc convergent vers une méme
limite ¢ (cf. proposition VII.16) vérifiant :

VN >0, Sony1 <€ < Son.
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Les suites (San)n et (Sanyi1)ny convergeant toutes les deux vers ¢, on a par la pro-
position VII.14 que la suite (Sy)x converge vers £. On a donc bien convergence de
la série > (—1)"u,, et I'inégalité voulue sur les sommes partielles. Il suffit ensuite de
remarquer que pour si on soustrait Son a cette derniére on obtient :

—uany1 < Ron < 0.

On a donc bien |Ryn| < ugy41 €t :

o0
0 < Rongr = Z(—l)”un — Sont+1 < Sonto — Sant1 = Uan+2
n=0
o0
car Soni1 < D (=1)"u, < Sonyo, dout le résultat. O

n=0

" Exemple XXII.7. Les séries de Riemann alternées > (:il)n convergent pour
(n>1)

aeRi.

2.7 Séries a termes positifs

On s’intéresse dans ce paragraphe & une famille particuliére de séries, en I'occur-
rence celles dont le terme général ne prend que des valeurs réelles positives.

Définition XXII.6. Une série & termes positifs est une série > u, telle que :

Vn >0, u, € R, .

a) Critére de convergence

Proposition XXII.7. Une série a termes positifs converge si et seulement si la
suite de ses sommes partielles est majorée.

Démonstration. Ceci est immédiat car la suite des sommes partielles d'une série a
termes positifs est une suite réelle croissante. O

¥ ATTENTION : ce résultat est bien entendu faux lorsque la série n’est pas a termes
q P

positifs. La suite > (—1)" diverge grossiérement et pourtant ses sommes partielles

sont comprises entre 0 et 1.

& Remarque XXII.8. Si > u, est une série & termes positives divergente alors
on a

N

Sy = E U, — +00.
0 N—o00

n—=
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b) Comparaison des séries a termes positifs

Proposition XXII.8. Soient > u, et Y _ v, deux séries & termes positifs telles que,
AN eN, Vn>N, 0<u, <wv,. Alors :

(i) la convergence de Y v, implique celle de > u, ;

(i) la divergence de > w, implique celle de > v,.

& Remarque XXII.9. Par passage a la limite dans le cas (i), on a également, si
I'inégalité u, < v, est vérifiée pour tout n :

oo oo
g Uy < g Uy, -
n=0 n=0

Démonstration. Ceci découle du critére de convergence des séries a termes positifs
(proposition XXIL.6). O

De fait, ce résultat nous permet de déduire la convergence (ou divergence) de
nombreuses séries a termes positifs en les comparant a des exemples connus (comme
les séries géométriques de ce type) : nous nous constituons ainsi un "catalogue" de
séries a termes positifs "témoins" pour établir la nature de leurs consceurs.

—n!
> Exemple XXII.8. La sériec de terme général e2n

avec Y 5.

converge par comparaison

Proposition XXII.9. Soient ) u, et Y v, deux séries a termes positifs telles que
Up, ~ U, Alors > u, et > v, sont de méme nature.

Démonstration. Par équivalence, il existe une suite (h,), convergeant vers 1 et un
entier N > 0 tel que :

VYn > N, u, = h,v, .

On obtient 'existence d’un entier N’ > 0 tel que pour n > N’, h,, < 7 et donc, pour
tout n > max(N,N’) u, < mv,. Ceci entraine que, par comparaison (proposition
XXIL.8) que la convergence de ) v, entraine celle de > u,,. On conclut en observant
que les roles de (uy), et (v,), sont symétriques. O

> Exemple XXII.Q.nLa série ) 3’;221126*” est convergente car son terme général
1/1

est équivalent a 3 (—) , ce dernier étant le terme général d’une série géométrique
e

convergente (& facteur multiplicatif pres).

® ArTENTION : il n’y a pas en général égalité des sommes dans le cas convergent.
Des résultats de sommation plus précis seront étudiés en MP.
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c) Critére de d’Alembert

Proposition XXII.10 (Critere de d’Alembert). Soit > u, une série a termes po-
sitifs telle que :
Vn >0, u, >0.

Un+1

—— (€ [0,400]. Alors :

n—o0

On suppose que

(i) sif < 1, la série > u, converge;

(ii) si € > 1, la série ) u, diverge grossiérement ;

(iii) si ¢ =1, on ne peut conclure.

Démonstration.
(i) Si ¢ < 1 alors si on prend ¢ €]0,1[ on a :

Un+1

dN e N, Vn> N,

<q

n

et donc, pour n > N :

Upt+1 < QUy,

S q2un—1

et donc, par comparaison (proposition XXII.8) avec la série géométrique > ¢",
la série Y u, converge.

(ii) Si ¢ > 1, la suite (u,), est strictement croissante et donc ne peut converger

vers 0, d’oul le résultat.

(ili) Dans le cas £ = 1, considérer les séries Y31 et > £ — —Lo pour mesurer la

(n>1)
futilité de la chose.

]

> FExemple XXII.10. La série a termes positifs % converge car :
(n+n» [ n \"
nl(n+1)nt  \n+1

e (o1 1))

1
— < 1.

n—oo €

d) Comparaison série—intégrale

Considérons une fonction f : R, — R, continue par morceaux et décroissante.
Alors, on vérifie par méthode des rectangles que :

Wn > 1, f(n)g/n F(#)dt.
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Ceci nous permet, pour M, N € N tels que M < N de vérifier que :

o fm)y=fM)+ > fn)

<M+ D f(t)dt

n=M+1 n—1
N
=0+ [ far.

Ce résultat nous laisse entrevoir un encadrement possible des sommes partielles de
la série ) f(n) par des intégrales, que nous formalisons infra.

Proposition XXII.11 (Comparaison série-intégrale). Soit f € €pm (R, ) une fonc-
tion décroissante a valeurs positives. Alors, pour tout M, N € N tels que M < N

on a .

/ ' FO)yde < Y f(n) < F(M)+ [ f(t)dt.

M n=M

Démonstration. Nous avons déja démontré 'inégalité de droite. Pour celle de gauche,
appliquer une heuristique analogue en remarquant que, pour n € N :

n+1
mm/ F(t)dt.
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Ce résultat a de nombreuses conséquences, dont nous étudierons certaines dans
la suite de ce paragraphe. Dans un premier temps, intéressons nous aux séries de
Riemann de paramétre réel.

Proposition XXII.12. Soit a € R. Alors :

(i) sia <0, lasérie Y -5 diverge grossiérement
(n>1)
(ii) si o €]0,1], la série > & diverge;
(n>1)

. L. 1
(iii) si @ > 1, la série ), - converge.
(n=1)

Démonstration. Commengons par remarquer que, pour « € R, la fonction f : x +— 7%
est continue sur RY.

(i) Trivial.

(ii) Cas 1 : 0 < o < 1. Dans ce cas, une primitive de f est :

1,1—04

T —
11—«

et donc, par comparaison série-intégrale (proposition XXII.11), on a pour
N>1:

(N + 1)t 1
11—« 11—«

— X
N—oo

d’ou le résultat.

Cas 2 : a = 1. Une primitive de f: z — % est :
x +— In(x)

et donc, par comparaison série-intégrale, on a pour N > 1 :

N 1 /N+1 dt

St

—n 1 t
=In(N +1)
—
N—oo

ce qui entraine la divergence annoncée.

(iii) Dans ce cas, une primitive de f est donnée par

. e 1
x =— :
11—« (v — 1)xo—t
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De fait, par comparaison série-intégrale :

N N
1 dt

S !
7 a-1 (a—1)Ne!

<1
= +a—1

et donc, par critére de convergence des séries a termes positifs (proposition

XXIL6), la série > - converge.
(n>1)

O

#1 Exercice XXI1.3. Donner un équivalent du reste de la série > %
(n>1)

w Correction : On applique une comparaison série—intégrale (proposition XXI11.11)
pour M, N > 1 tels que M < N, obtenant :

Mg 11 Nq
< < i
f, —,;4n2—M2+/M E

1.e:

N
1 1 1 1 1 1
i < <
_an_M2+M N

et donc, en faisant tendre N vers +o0 on obtient :

[ B
i VRV

Une application du théoréeme d’encadrement des limites (théoréeme VII.11) permet

1
ensuite aisément de déduire que Ry; ~ W

o Etude asymptotique de la série harmonique
Nous avons démontré plus haut que la série harmonique > I diverge. Mais
(n=1) "
encore 7 Nous nous attachons dans ce paragraphe a offrir & notre lecteur une vision
plus raffinée de la situation. Commencgons par poser, pour N > 1 :

i
Sy = —
et remarquer que, par comparaison série-intégrale (proposition XXII.11)

In(NV+1) < Sy <1+1In(N)

ce qui permet de démontrer, via le théoréme d’encadrement des limites (théoréme
VIL11) que :
S N Y ID(N ) .
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Ce premier résultat étant acquis, affinons cette approximation. Pour ce faire,
posons, pour n > 1, u, =S, — In(n). Alors :

n+1 n

un+1—un:Z——lnn+1 Z%—I—ln(n)

=1 k=1

1 <n+1>
= —1In
n+1 n
1 1

—_
+
3=

Il
S|l 3= 3|

| e
—_

3t\vl’_‘ |
+ S|
°  +
7 N )
31\3|}_‘/\
~ 3|~
N—
~

eci nous permet de conclure que u, — Upp1 ~ e nec, par comparaison
Ceci no t de concl n et t donc, co 0

2n?
des séries a termes positifs avec la série de Riemann convergente > 5, la sé-
(n>1)
rie Y u, — u,q1 converge. Par lien suite-série (proposition XXII.3), la suite (u,),

(n>1)
converge vers un réel v, appelée constante d’Euler—Mascheroni (le second, de son
prénom Lorenzo, ayant été un mathématicien et abbé cisalpin ; 1750—1800). Obtenir
une valeur approchée de cette constante est aisé a 1'aide de (par exemple) python.
On obtient, en un temps raisonnable, v = 0, 5772156649.

from numpy import log

def approx_gamma (N):
S=-log(N)
for i in range(N):
S+=1/(i+1)
return S

On obtient donc, in fine, le développement asymptotique suivant :

N) 4+ o(1). (E :XXIL1)

WE
:|H
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3.7 Convergence absolue

a) What?

Définition XXII.7. On dit qu'une série >  u, converge absolument si la série a
termes positifs Y |u,| est convergente.

> Exemple XXII.11.

— éries 3 iti Y Y ..
Les séries 4 termes positifs convergentes sont absolument convergentes
L —1)m
— Lasérie Y ¢ nQ) converge absolument.
(n>1)
P n
— La série ) %7 est absolument convergente.

— Soit a = a+1ib € C et soit n > 1. Alors :

1 _ 1
nel Inan®)|
1
- na|6ibln(n)|
_ 1
T ne

On en déduit que la série de Riemann )’ n% converge absolument si
(n=1)
et seulement si Re(a) > 1.

b) Lien a la convergence

Dans le chapitre VII, nous avons démontré que la convergence d’une suite (uy,)y,
entrainait celle de (|u,|), avec réciproque fausse. Ce résultat ne se généralise pas
aux séries, comme nous le démontrons avec le contre-exemple suivant.

(_l)n
n

Intéressons nous a la série harmonique alternée , dont nous savons

(n>1)
qu’elle converge par le critére spécial des séries alternées (propostion XXII.6). Or, elle
ne converge pas absolument : la série de ses valeurs absolues est la série harmonique.
Convergence n’implique donc pas PAS convergence absolue pour les séries.

Histoire de compliquer un peu plus les choses, la réciproque est, quant a elle,
vraie. . .

Proposition XXII.13. Toute série absolument convergente est convergente. I

Avant de démontrer ce résultat, introduisons une notion dont nous ferons égale-
ment usage au chapitre XXVIII.
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Définition XXII.8. Soit x € R. On appelle :
— partie positive de x le réel

3] *
S sizeR,
0 sinon ’

— partie négative de x le réel

_ {—a: siz e R*

0 sinon

® Exemple XXII.12. 2+ =2, (—15)" = 15.

& Remarque XXIL.10. Si z € R, alors # = 27 — 2~ et lo| =2t + 2.

Démonstration. Dans le cas réel, nous avons, pour tout n € N, |u,| = u} + u,
et u, = ul —u, . De fait, les séries Y u} et Y u, sont a termes positifs et, pour
tout n > 0, ur < |u,| : par comparaison des séries a termes positifs (proposition
XXIL.8), ces deux séries convergent si »  u,, converge absolument, ce qui entraine la
convergence de cette derniére par linéarité.

Dans le cas complexe, on procéde de fagon similaire avec les séries des parties
réelles et imaginaires. O

® Exemple XXII.13. Si a € C est tel que Re(a) > 1, alors la série de Riemann

> n% converge. Ceci permet de définir la fonction zéta de Riemann :
(n=1)

(:{z€C|Re(z) > 1} — C
=1
n:ln

Proposition XXII.14. Soit > u, une série absolument convergente. Alors :

[o.¢] oo
Dt <D Jual
n=0 n=0

Démonstration. Passer a la limite dans I'inégalité triangulaire appliquée aux sommes
partielles. n

Proposition XXII.15. Soit u € CN et soit v € (R, )Y telles que :
— Up = ﬁ(“?t) )
— Y v, converge.

Alors > u, converge absolument.
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Démonstration. Par domination, il existe une suite (h,,),, positive, bornée par M € R,
telle que :
AN eN, Vn > N, |u,| < hyv,

et donc, pour n > N, |u,| < Muv,. Par comparaison des séries a termes positifs
(proposition XXII.8), on obtient la convergence annoncée. O

"® Fxemple XXII.14. La série > S”TIL# converge absolument.
(n>1)
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