Chapitre XIV

Polynémes

’ On fixe dans tout ce chapitre un corps K égal a R ou C.

1.~ L’algébre K[X]

a) Polyndomes a une indéterminée

Définition XIV.1. On appelle polyndme & une indéterminé toute suite
(an)n € KN telle que :
ddeN, Vn>d, a,=0.

Les termes de cette suite sont appelés coefficients du polynome.

Vocabulaire. Une suite vérifiant la propriété supra est dite presque nulle : seul
un nombre fini de ses termes sont en effet différents de 0.

Notation.
— L’ensemble des polynomes a une indéterminée sur K est noté K[X].
— Le polynoéme correspondant a la suite nulle sera noté 0.
— Le polynome correspondant a la suite (1,0,...) est noté 1 ou X°.
— De facon générale, le polynoéme correspondant a la suite (dx,,), pour k > 0
est noté X*, ot Ok,n est le symbole de Kronecker valant 0 si k # n et 1
sinon.

Proposition XIV.1. (K[X], +) est un sous—groupe de (KY, +). 1l s’agit donc d’un
groupe abélien de neutre (0),,.

Démonstration. Trivial. O
"® Exemple XIV.1. 1 + X est le polynéme correspondant & la suite (1,1,0...).

Remarquons ensuite que si A € K et P = (a,), est un polynéme, nous pouvons
définir (de fagon compatible avec 1'addition des suites) le polynéme

AP = (Aay), € K[X].
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In fine, nous avons donc additionner les polynémes entre eux et les multiplier
par des éléments de K (nous parlerons plus tard de scalaires, cf. chapitre XVIII).
De plus, nous pouvons avec ces conventions écrire, pour P = (a,), € K[X] que :

P:a0X0+a1X—i—a2X2+...
soit

P= i ap X" .
k=0

¥ ATTENTION : cette somme n'est PAS réellement infinie, étant donné que seul
un nombre fini des termes a; sont non nuls.

Définition XIV.2. Soit P € K[X]. On appelle degré de P la quantité

max{N € N|a 0}si P#0
deg(P):{_oo{SjP:(‘)N#} 7£

Un polynome de degré nul ou —oo est dit constant.

& Remarque XIV.1. Le degré est bien défini car toute partie de N non vide et
majorée admet un plus grand élément (proposition 1.7).

W Fxemple XIV.2. deg(1) =0, deg(X'7 — X) = 17.

Notation. Pour d € NU {—oc}, on note K;[X| 'ensemble des polynomes de degré
inférieur ou égal & d. Rappelons que par convention sur la droite réelle achevée, —oco
est strictement inférieur a tout entier naturel.

Par conséquent, si P = (a,), € K[X] est de degré d > 0, nous pouvons écrire :

d
P = Z ap X" .
k=0

& Remarque XIV.2. Il découle de tout ceci que si P = (4, )n, @ = (bn)n € KK[X]
alors :

P =@

—
(deg(P) = deg(Q)) A (VEk < deg(P), ax = bi) -

Définition XIV.3. Soit P € K[X]\ {0}. On appelle coefficient dominant de P
son coefficient non nul d’indice le plus élevé. Si le coefficient dominant de P est égal
a 1, le polynéme est dit unitaire.

Notation. cd(P)

& Remarque XIV.3. Si P est non nul de degré d, cd(P) est le coefficient placé
devant X? dans I'écriture de P en tant que somme.
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Convention. c¢d(0) = 0 (et il s’agit donc du seul polynéme de coefficient dominant
nul).

W Exemple XIV.3. cd(1+ X2+ 2X4) = 2.

Proposition XIV.2. Soient P,Q € K[X]| et A € K*. Alors :
(i) deg(AP) = deg(P);
(i) deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q) avec égalité si deg(P) # deg(Q).

Démonstration.

(i) Trivial.

d '
(i) Posons P = > ax X* et Q = > b X* avec (d,d’) = (deg(P), deg(Q)). Alors :
k=0 k=0
— si d # d', par exemple d < d" P + @ admet by et son degré est clairement
d.
— si d = d' alors pour tout k£ > d on a a; + b, = 0 ce qui entraine le résultat.

Pour un contre exemple & I'égalité dans le cas ou les degrés sont égaux, addi-
tionner 1 et —1.

]

b) Produit de polyndémes

Proposition/définition XIV.4. Soient P, Q) € K[X], de coefficients respectifs (a;);
et (b;);. Alors :

(i) la suite de terme général (pour & > 0)

k
E ajbk,j
=0

est un polynome, appelé produit de P et () et noté PQ);
(i) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

k
& Remarque XIV.4. On vérifie par récurrence que, pour tout k € N*, [T X = X%,
i=1
ce qui est rassurant.

Démonstration. Si P ou ) est le polynome nul, inutile de trop se fatiguer. Dans le
cas contraire, posons d = deg(P) et d' = deg(Q). Alors, pour tout k > d+d on a :

k
Rk = Zajbk_j =0
7=0
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carsij > d, a; =0etsij <dalors k—j > d et donc b,_; = 0. Le produit P(Q) est
donc bien un polynéme (suite presque nulle) et

deg(PQ) <d+d .
Pour obtenir 1’égalité des degrés, il nous suffit de constater que

Rd+d’ = adbd/ 7é 0.

& Remarque XIV.5. On a de fait la formule suivante :

(Zd: Wf’“) (ki; ka’“> - df: (i ajbkj> X

k=0 k=0 7=0

Corollaire XIV.2.a. (K[X], +, x) est un anneau intégre (et donc commutatif) de
neutres 0 et 1 = X°.

Démonstration. Tout a déja été fait sauf la simplification par un élément non nul,
qui découle de la formule du degré d’un produit. O

Proposition XIV.3. Les inversibles de K[X] sont les polynémes constants non
nuls.

Démonstration. Si P € K[X]*, alors il existe @ € K[X] tel que PQ = 1. En passant
au degré, on obtient que deg(P) + deg(Q)) = 0, d’ou le résultat. ]

c) Composition

d

Définition XIV.5. Soient P,Q € K[X], avec P = _ a, X*. On appelle composée
k=0

de P par @ le polynome :

d
PoQ=> aQ".
k=0

& Remarque XIV.6. Il s’agit bien d’un polynéme par structure d’anneau sur
K[X].

W Exemple XIV.4. X?0 (X +1) = (X +1)%
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Proposition XIV.4. Soient P, Q € K[X] avec () non constant. Alors :

deg(P o Q) = deg(P) deg(Q) -

¥ ATTENTION : cela est faux si deg(Q) = 0; en effet, la composée de X — 1 par
1 est de degré —oo.

d
Démonstration. Posons d = deg(P) et P =Y a;X*. Alors
k=0

d
PoQ=7 aQ"
k=0

donc, par somme et comme tous les deg(QF) sont distincts car ) est non constant,
deg(P o Q) = max deg(arQ"), ce dernier étant égal a deg(Q?) car aq # 0. O

Proposition XIV.5. La composition des polyndémes est associative, non commu-
tative, admet X pour neutre et est distributive & droite par rapport a ’addition.

Démonstration. Hastur, Hastur, Hastur. O

En résumé, il convient de retenir que :
— X200 (X+1)=(X+12A(X+1)oX?2=X2+1;
— siP,Q,H e K[X|ona Po(QoH) = (PoQ)oH et (P+Q)oH = PoQ+QoH
mais, comme vu supra, Po (Q+ H)# Po@Q + Po H.

2.7 Arithmétique des polynomes

a) Multiples, diviseurs

Définition XIV.6. Soient A, B € K[X]. On dira que A divise B, ou que B est un
multiple de A, si il existe C' € K[X] tel que B = AC.

Notation.
— A|B .
— On notera Z(A) l'ensemble des diviseurs de A et AK[X] I'’ensemble de ses
multiples.

& Remarque XIV.7T.
— Comme sur Z, 0 est divisible par tout polynoéme et A|B < BK[X] C AK[X].
— Soit P € K[X] et soit A € K*. Alors P = (AP) x 1 et donc A|P.
— Par degré d'un produit, si A|B alors deg(A) < deg(B) lorsque B # 0.

#1 Exercice XIV.1. Soient a,b,c,r € C tels que a £ 0. A quelle condition sur
a,b,cet rat-on (X —r)|aX?+bX +c?
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Proposition XIV.6. La relation "|" est réflexive et transitive. De plus, pour tous
A, BeK[X]ona:

(AlB) A (B|A)
&
dx e K*, A= )\B.

On dit alors que les polynémes A et B sont associés.

Démonstration. Le premier point se traite de facon analogue & ce que nous avons
vu au chapitre X. Pour le second, le sens "bas vers haut" est trivial et si A, B sont
tels que (A|B) A (B|A) alors il existe P, Q) € K[X] tels que A = PB et B = AQ et
donc A = PQA, i.e A(1 — PQ) =0, ce qui entraine que soit A = 0 (et dans ce cas
B =0) soit PQ =1 ce qui n’est possible que si P, Q € K[X]|* = K*. O

Théoréme XIV.7 (Division euclidienne).
Soient A, B € K[X] tels que B # 0. Alors il existe un unique couple (@, R) € K[X]?
tel que :

— A=BQ+R;

— deg(R) < deg(B).

Vocabulaire. Comme dans le cas entier, on parle de quotient, reste, diviseur et
dividende.

W Exemple XIV.5. X2+ X +1= X(X + 1)+ 1 est une division euclidienne.

Démonstration.

Existence. Si deg(A) < deg(B) ou A = 0 alors Q = 0 et R = A conviennent.
Dans le cas contraire, démontrons 'existence du couple (@, R) par récurrence
forte sur d = deg(A). Attention a la formulation de ’hypothése de
récurrence : nous voulons montrer que, pour tout d > 0, pour tous polynémes
A, B tels que d = deg(A) > deg(B) il existe un couple (@, R) vérifiant les
conclusions du théoréme.

— Sid =0, alors A et B sont inversibles (deg(B) < deg(A)) et donc A = Bx 4+0.

— Si on suppose I’hypothése vérifice jusqu’a un certain rang d > 0 et que
d+1 &

I'on se donne A = Y ap X* et B = > b X* deux polynomes tels que
k=0 k=0

d+1=deg(A) >d - deg(B) alors :

A= A— %Xd—i-l—d’B
b

est un polynéme de degré au plus d. Par hypothése de récurrence (ou,
au pire, car deg(B) > deg(4’)), il existe donc (Q, R) € K[X]? tels que
A" = BQ + R et deg(R) < deg(B). Ceci entraine que :

A=DB (%Xd“‘d/ + Q) +R
d/

d’otu le résultat.

cpge.webgirand.eu 232



MPSI Corot CHAPITRE XIV. POLYNOMES

Unicité. Si il existe deux couples (@, R) et (@', R') vérifiant les conclusions du
théoréeme alors B(Q — Q') = R’ — R et donc

deg(B) + deg(Q — Q') = deg(R' — R) < deg(B)

d’ott deg(Q — Q') = —o0 et le résultat.
[

& Remarque XIV.8. La démonstration du théoréme XIV.7 nous livre un algo-
rithme récursif implémentable en pratique.

b) PGCD

Proposition/définition XIV.7. Soient A, B € K[X] tels que B # 0. On appelle
plus grand commun diviseur de A et B tout élément de degré maximal de

2(A)N 2(B).

Démonstration. Un tel élément existe car {deg(P) | P € Z(A)NZ(B)} est une partie
de N (car B # 0 donc Z(B) ne contient pas —oo) non vide (il contient 0 car les
constantes non nulles divisent tout polynéme) et majorée par max(deg(A), deg(B)).

]

¥ ATTENTION : il 0’y a pas unicité : X2 et X2 + X admettent (entre autres) X
et —X comme PGCD. En fait, c’est méme bien pire que cela : si D est un PGCD
de A et B alors AD l'est également pour tout A € K* ...

Proposition XIV.8. Soient A, B € K[X] tels que B # 0 et soit A € K[X]. Alors :

A est un PGCD de A et B<= Z2(A)N2(B) = 2(A).

Démonstration. Analogue au cas entier vu dans le chapitre X. O]

Corollaire XIV.8.a. Soient A, B € K[X] tels que B # 0 et soient A, A" deux
PGCD de A et B. Alors A et A’ sont associés.

& Remarque XIV.9. Par conséquent, si A est un PGCD de A et B alors l'en-
semble des PGCD de ces deux polynémes est

{MAX €K ).

Cet ensemble contient donc un unique polynoéme unitaire.

Définition XIV.8. On appelle PGCD de deux polynémes leur unique PGCD uni-
taire.
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Notation. AN B

Ceci nous permet d’énoncer une caractérisation du PGCD de A, B € K[X] ana-
logue a celle vue au chapitre X :

A:AAB¢¢{C

& Remarque XIV.10. Si A#0alors ANl =1et ANA= Cd?A).

A la question "comment trouver le PGCD de deux polynémes ?", nous donnerons
la réponse suivante : il faut commencer par suivre ’algorithme d’Euclide vu dans le
chapitre X puis ensuite diviser le dernier reste non nul par son coefficient dominant.
Il est essentiel de ne pas omettre cette derniére étape.

> Exemple XIV.6.
— (X243X +1)A (X +1)=1;
— (X2 =3X+2)A(X?-2X?2+ X -2)=X —2.

& Remarque XIV.11. Comme dans le cas entier, I'algorithme d’Euclide étendu
permet d’obtenir un couple U,V tel que AU + BV = AA B.

c) Bézout et Gauss

Définition XIV.9. Deux polynéomes A et B sont dits premiers entre eux si
ANB=1.

Le théoréeme qui suit est, contrairement au théoreme X.10, réellement du a
Etienne Bézout(francais, 1730—1783).

Théoréme XIV.9 (Bézout).
Soient A, B € K[X] tels que B # 0. Alors :

A et B sont premiers entre eux
<~
U,V e K[X], AU + BV = 1.

Démonstration. Analogue au cas entier. O

De la méme fagon, le lemme de Gauss vu au chapitre X se généralise au cas
d’anneaux de polyndémes.

Théoréme XIV.10 (Lemme de Gauss).

Soient A, B, C' € K[X] tels que B # 0. On suppose que :
— A|BC';
— ANB=1.

Alors A divise C.
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Démonstration. Analogue au cas entier. ]

#1 Exercice XIV.2. Résoudre dans K[X] 'équation (X?—1)U+(X%+1)V = 2X?2,

w Correction : Il s’agit d’adapter la méthode vue lors de ’étude des équations
diophantiennes. Comme X3 — 1 et X? + 1 sont premiers entre euz, on trouve par
Fuclide étendu que :

(XP-DX-D+(1+X-X)(X*+1)=2

et donc on trouve une solution particuliere Uy = X*(X — 1), Vo = X?(1 + X — X?)
et on démontre a laide du lemme de Gauss que les seules solutions sont alors de la

forme (Up + (X2 4+ 1)C,Vp — (X? — 1)C), avec C € K[X].

d) PPCM et généralisations

De la méme facon, on définit le PPCM de deux polynémes A et B comme 'unique
polynome unitaire AV B tel que AK[X]NBK[X] = (AVB)K[X]. Il s’agit de 'unique
élément unitaire de degré minimal de AK[X| N BK[X]. On retrouve alors I’égalité :

AB

(ANB)AVB) = e

De plus, on peut définir le PGCD (resp. le PPCM) d’une famille de polynoémes de
la méme fagon que pour les entiers. On généralise également 'existence de relations
de Bézout aux familles de n polynémes premiers entre eux dans leur ensemble.

3.7 Fonctions polynomiales

a) C’est quoi?

d

Définition XIV.10. Soit P = Y a3 X* € K[X]. On appelle fonction polyno-
k=0

miale associée a P 'application

fK—K

d

k

T — E apx” .
k=0

Notation. On note K[z| 'ensemble des fonctions polynomiales sur K.

8 ATTENTION : si P € K[X] et a € K, la quantité "P(a)" n’a a priori aucun sens.
Si f est la fonction polynomiale associée a P, f(a) est par contre bien défini. On
parle malgré tout d’évaluation du polynéme P en a.

"® Exemple XIV.7. La fonction polynomiale associée & X? est (normalement)
bien connue du lecteur.
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& Remarque XIV.12.
— On montre aisément que (K[z],+, X) est un sous-anneau de K¥.
— De plus, si )\ € Ket f € K[z] alors A\f € K[z].

— Soit P = Z ap X" un polynome de degré d > 0. On appelle forme de
kf

Horner (nommeée en 'honneur William George Horner, mathématicien bri-

tannique, 1786—1837, bien que l'on en retrouve des traces dans des écrits

chinois et perses des siécles plus tot) de P Iécriture
P=ap+ X(a; + X(azs+ X(... X(ag—1 + agX))) .

Par exemple, la forme de Horner de X3+3X?+ X +7 est 7+ X (1+X (3+X)).
Cette forme est intéressante car elle permet d’évaluer un polynéme de degré
n a 'aide de n multiplications et n additions, ce qui est la complexité algo-
rithmique optimale d’une telle opération.

¢ Lien a la choucroute

On considére désormais I'application suivante, que 1’on sait surjective par construc-
tion :

v K[ X] — K|z]

d d
Zaka > (m — Zakxk> .
k=0

k=0

Ceci signifie, rappelons le, que toute fonction polynéme correspond a (au moins) un
polynéme. Cool. Mais encore ? Eh bien on peut vérifier que, pour tous P, Q € K[X]
et AeKona:

P(P+AQ) = p(P) + Ap(Q) et ¢(PQ) = ¢(P)p(Q) .

L’application ¢ est donc un morphisme d’anneaux (et une application linéaire, cf.
chapitre XVIII).

La question qui nous briile les lévres a ce stade est naturellement la suivante : ¢
est—elle injective ? A savoir, étant donné deux polynomes P, @ tels que o(P) = »(Q),
a—t—on P = ()7 La réponse devra hélas attendre quelques temps . ..

b) Racines

Définition XIV.11. Soit P € K[X] et soit f = ¢(P). On appelle racine (ou zéro)
de P tout scalaire a € K vérifiant f(a) = 0.

Notation. On notera Rac(P) I'ensemble des racines de P. Il sera souvent utile de
spécifier le corps sur lequel nous travaillons ; on notera alors Racg(P).

> Exemple XIV.8.
— Race(X?+1) = {i, —i};
— Racg(X%2+1)=0;
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— Race(X™ — 1) = U, pour tout n > 1.

Proposition XIV.11. Soit P € K[X] et soit a € K. Alors :

a € Rac(P)
<~
X — a divise P.

Démonstration.

(1) Immédiat : si P = (X —a)Q avec Q € K[X] alors p(P) =2 — (z—a)p(Q)(x).
() Supposons que a € Rac(p). Par division euclidienne, il existe un unique couple
(@, R) de polynomes tels que
P=(X—-a)Q+R

et deg(R) < 1. De fait, R est constant et comme ¢(P)(a) = 0ona p(R)(a) = 0.
Ainsi, R = 0 (car il est constant).

]

Corollaire XIV.11.a. Soit P € K[X] et soient ay,...a, € Rac(P) deux a deux
distincts. Alors [ (X — ag) divise P.
k=1

Démonstration. Par récurrence a 'aide du lemme de Gauss (théoréme XIV.10). O

On déduit de tout ceci la proposition fondamentale suivante, qui sera centrale a
I’étude des racines de polynomes.

Proposition XIV.12. Soit P € K[X] de degré n > 0. Alors Rac(P) contient au
plus n éléments.

Démonstration. Si aq,...,a; sont des racines deux a deux distinctes de P on a que

k
[(x = a) divise P

i=1
et donc

k = deg (H(X - ai)> < deg(P) =n,

i=1

d’ou le résultat. ]

& Remarque XIV.13. On déduit de ceci le résultat suivant, fort utile en pratique :
tout polynéme admettant plus de racines que son degré est nul.
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Théoréme XIV.13.
L’application ¢ est bijective.

Démonstration. 11 ne reste qu’a montrer que ¢ est injective. Si on suppose trouvé
P € K[X] tel que P € Ker(yp), alors ¢(P) = 0 et donc

Va €K, ¢(P)(a)=0.

Ceci entraine, comme le corps K est infini, que P admet une infinité de racines. Il
s’agit donc du polynéme nul, ergo P = 0. O]

& Remarque XIV.14. Il nous sera donc possible d’identifier (comme vous le faisiez
probablement depuis un bon moment) fonctions polynomiales et polynoémes. Ceci
entraine qu’il est désormais permis d’écrire des choses sulfureuses comme "P(a)" en
toute impunité.

Définition XIV.12. Soit P € K[X] \ {0} et soit a € K. On appelle multiplicité
de a relativement a P la quantité

pp(a) = max{k € N| (X — a)*|P}.

Vocabulaire. Si pup(a) = 1, on parle de racine simple; si pp(a) > 2, on parle de
racine multiple (double, triple,...).

& Remarque XIV.15. Il apparait clairement que a € Rac(P) < pp(a) # 0.

> Exemple XIV.9. On pourra faire le paralléle avec le cours de premiére et les
racines simples, doubles, des trindmes du second degré.

Définition XIV.13. Un polynéome P € K[X] \ {0} est dit scindé sur K si la
relation suivante est vérifiée :

Y npla) =deg(P).

a€Racg (P)

> Exemple XIV.10. Tout polynome de degré 2 est scindé sur C.

¥ ATTENTION : le caractére scindé dépend lui aussi du corps : comparer X2 4 1
vu comme polyndme & coefficients complexes et son jumeau maléfique dans R[X]. ..

Proposition XIV.14. Soit P € K[X]\ {0}. Alors :

P est scindé

a€Rac(P)
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Démonstration.
(ft) Trivial.

(I}) Par définition de la multiplicité, pour tout a € Rac(P), (X — a)**@ divise P;
ces polynomes étant premiers entre eux on a, par lemme de Gauss :

H (X —a)r@ | P,

a€Rac(P)

De plus, le degré de ces deux polynémes sont, comme P est scindé, égaux. On
en déduit que leur quotient est de degré 0. Ce dernier est alors obligatoirement
égal a cd(P) par identification des coefficients dominants.

]

c) Relations coefficients—racines

Autorisons nous a présent une (relativement) bréve digression ; si P = a X?+b0X +c € K[ X]
est un trindme du second degré (avec donc a # 0), et que son discriminant est
A = b? — 4ac, il admet deux racine(s) (éventuellement égale(s)) donnée(s) par la
formule

—b+td
T 2a
avec 02 = A. On en déduit que :
Ty +r_ =——
R-A ¢
R VR

ce qui entraine que :
9 5 b c
aX“+bX+c=al|l X" +-X+ -
a a
=a(X?— (ry +7r )X +ror)
=aX—r ) (X —r_).
Ces relations entre coefficients et racines sont appelées, dans un élan d’originalité a
faire palir un scénariste de chez Marvel, des relations coefficients—racines.
En dégré 3, on voit apparaitre des choses similaires ; en effet, si P = (X —z1)(X —x2) (X —x3)
est un polynome scindé de degré 3, on obtient, en développant :
P = (X — xl)(X —IQ)(X — .leg)
=X +aX?+bX +c
avec
a = —(371 + X2 +.’L’3)
b= T1To + T1T3 + ToXs
C = —T1X2Xx3
De fagon plus générale, si n,k € N* sont tels que k& < n, on appelle k—iéme
fonction symétrique élémentaire 4 n variables 'application
Oy - K" — K"

(X1, .., Tp) = Z Tiy oo Ty,

1<i <..<ip<n
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En particulier, pour tout (zy,...,z,) € K", on a:

n
O'1<I'1, o 7£Un) — in7
i=1

n n
oo(T1, ... Ty) = Z Z L%

i=1 j=i+1
et

n
On(T1,y .., Tp) = Hxl .
i=1

Ces fonctions ont un lien fort avec les relations que nous venons de voir pour
les degrés 2 et 3. Celles—ci se généralisent via le théoréme suivant (sont exigibles les
formules pour oy et o, ; les autres doivent "pouvoir étre retrouvées rapidement").

Théoréme XIV.15 (Relations coefficients-racines).

n
Soit P = Y axX* un polynoéme scindé de degré n dont les racines (comptées avec
k=1
multiplicité) sont notées r1,...,r,. Alors :

Vk € [Lnl, ou(r,....m) = (1)L

#1 Exercice XIV.3. Résoudre :

r+y+z = 2
1, 1,1 _ 5
Ty Tz T 6
TYZz = —6

w Correction : En multipliant la ligne 2 par la ligne 3, on arrive au systéme :

r+y+z = 2
yz+xz+xy = —5H
TYZ = —6

Les solutions sont donc les racines du polynéme X3—2X?—5X+6 = (X—1)(X%2—-X—6).

4.7 Dérivation

a) Dérivée formelle d’un polynéme

d
Définition XIV.14. Soit P = > a; X* € K[X]. On appelle dérivée (formelle) de
k=0
P le polynome

d
P'=> kayX*.
k=1
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"® Exemple XIV.11. (X®+ X + 1) =3X2+1.

& Remarque XIV.16.

— On définit par récurrence les dérivées formelles d’ordre supérieur d’un poly-
nome.

— On vérifie aisément que la fonction polynomiale (lorsque K = R) associée a
la dérivée formelle d’'un polynoéme est la dérivée de la fonction polynomiale
associée a ce méme polyndme. En particulier, les fonctions polynomiales sont
de classe €°(R).

— Il découle du point précédent que les formules usuelles de dérivation se gé-
néralisent a la dérivée formelle, quitte dans la cas complexe a travailler sur
la restriction de la fonction polynomiale & R. On peut également vérifier ces
résultats par le calcul.

Proposition XIV.16. Soit P € K[X] un polynéme non constant. Alors
deg(P’') = deg(P) — 1.

Démonstration. Immédiat par définition. ]

#1 Exercice XIV.4. Soit P € R[X] un polynome de degré n > 2 admettant
2 < k < n racines réelles distinctes. Que dire des racines de P’'?

b) Formule de Taylor polynomiale

Proposition XIV.17. Soit P € K[X] et soit a € K. Alors

P= i P(’“)( ).

k=0

& Remarque XIV.17.
— La notation "P®(a)" est abusive, mais nous sommes entre gens de bonne
compagnie.
— Comme de coutume, la somme apparaissant dans la formule est en faite finie,
car (par décroissance du degré), 3N € N, Vn > N, P™ = 0.
— On peut donc déduire des valeurs successives des dérivées d’un polynéme en
un point 'expression générale de celui—ci.
— Un conséquence de cette formule est que si 'on note (ag)x les coefficients de
Pona:
p(k)(o)
k!

Démonstration. Vous I'aurez deving, c’est reparti pour une récurrence sur le n = deg(P)

VkeN, ap=

— Si P est constant, tout va bien.
— Sinon, yaka appliquer I'hypothése de récurrence & P’ et "primitiver", puis
étre content.
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]

> Exemple XIV.12. La formule de Taylor permet de déterminer I'unique poly-
nome P de degré inférieur ou égal a deux vérifiant P(0) = 0, P'(0) = 2 et P'(0) = 3.

Nous verrons dans le chapitre XVII que la formule de Taylor permet d’approximer
des fonctions a l’aide de polyndmes.

Corollaire XIV.17.a. Soit a € K, k € N et P € K[X]. Alors :

pp(a) =k < { P(a)=P'(a)=...= P*(a) =0

Démonstration.

(<) Cela découle de la formule de Taylor : P est divisible par (X — a), (X — a)?,

.o, (X — a)*! mais pas par (X — a)*.

(=) Par définition, il existe un polynoéme Q tel que Q(a) # 0 et P = (X — a)*Q.
Par formule de Taylor, il existe qq, ..., q, € K avec gy non nul tels que :

Q= Z (X — a)’
i=0
et donc :
En admettant (temporairement, cf. chapitre XVIII) que I'on peut identifier les

coefficients entre deux polynémes de Taylor égaux, on obtient le résultat en
appliquant la formule de Taylor a P.

]

5.7 Irréductibilité

a) C’est quoi?

Définition XIV.15. Un polynome P € K[X] est dit irréductible si :
— P est non constant ;
— si P = QR avec Q, R € K[X] alors () ou R est constant.

> Exemple XIV.13. Les polynomes de degré 1 sont constants sur R ou C et les
polynomes de degré deux de discriminant négatif sur R.

¥ ATTENTION : l'irréductibilité dépend du corps sur lequel on travaille : X241 = (X —1)(X+1)
sur C.
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Théoréme XIV.18.
Tout polynéme non constant s’écrit de fagon unique (a l'ordre prés des facteurs et
a constante multiplicative prés) comme produit de polynémes irréductibles.

& Remarque XIV.18. Ce résultat est analogue a la proposition X.14 (décompo-
sition en produits de facteurs premiers sur Z). Ceci n’est pas une coincidence.

" Exemple XIV.14. X3 -1 = (X -1)(X —j))(X -3 = (X - 1)(X?+ X +1);
on remarque que la décomposition dépend (sans surprise) du corps sur lequel on
travaille.

Démonstration. Existence. Youpi, une récurrence forte sur le degré! Attention a
la formulation de I'hypothese. . ..
— d = 1. C’est plié.
— Supposons la propriété vérifiée pour tout k € [1,n] avec n > 1 fixé.
Si P est irréductible, ¢’est fini. Sinon, il existe deux polynémes @, R € K[X]
non constants tels que P = QQR. Nous pouvons appliquer I'’hypothése de
récurrence a ceux—ci et voila, c’est plié.

Unicité. Nous en parlerons plus tard. La, j’ai water—poney.
m

" Exemple XIV.15. Le polynéme X" — 1 (pour n > 1) admet exactement n
racines sur C : les éléments de U,,. Ceci entraine la factorisation suivante (sur C) :

xr—1=J]x-¢.

£ely

b) C’est qui (édition complexe) ?

Le théoréme central de ce paragraphe est le suivant, parfois appelé théoréme
fondamental de ’algeébre. Son histoire est complexe (ah ah) et intrinséquement lié
a celle du corps C dont on peut considérer qu’il est la motivation premiére pour
I'étude. On trouve des traces de ce résultat chez Frangois Viéte (frangais, 1540—
1603), Albert Girard (frangais, 1595—1632) et Renée Descartes, que ’on ne présente
plus (1596—1650), entre autres.

Une premiére démonstration de ce résultat est esquissée par Jean le Rond d’Alem-
bert (frangais, 1717—1783). Celle—ci est incompléte, malgré quelques ajouts ulté-
rieurs par Jean-Robert Agrand (amateur suisse, 1768—1822). Une démonstration
compléte n’apparaitra que suite aux efforts (indépendants) de Lagrange, Euler et
Gauss, qui en produit la premiére démonstration compléte (et fort analytique) en
1816.

Théoréme XIV.19 (D’Alembert—Gauss ).
Tout polyndéme non constant de C[X| admet une racine.

Démonstration. Admis. O
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Corollaire XIV.19.a. Les polynomes irréductibles de C sont les polyndmes de
degré un.

Démonstration. 11 est clair que les polynéomes de degré un sont irréductibles. Ré-
ciproquement, si P € C[X] est irréductible, il admet une racine a € C d’apres le
théoréme XIV.19 et donc est divisible par X — a. Par irréductibilité, P est de la
forme A\(X — a) avec A € K. O

& Remarque XIV.19. La décomposition apparaissant dans le théoréme XIV.18
est donc unique car déterminée par les racines. Plus précisément, si P € C[X], on
a:

P=cd(P) [] (X—a)y=®.

a€cRacc(P)

Proposition XIV.20. Soient P,Q € C[X]. Alors :

{ Racc(P) C Race(Q)
Va € C, pp(a) < pg(a)

P|Q <—

Démonstration. Ceci découle de la décomposition énoncée supra. O]

"# Exemple XIV.16. Comparer les racines de X2 + X + 1 et (X3 —1)2,

& Remarque XIV.20. Ceci entraine que si P,Q € C[X]\ {0} on a :

PAQ = H (X — Oé)miﬂ(up(a)vucg(a))
a€cRacc(P)NRacc(Q)
et
PVQ = H (X — a)maX(uP(a)#Q(a)) )
acRacc(P)URacc(Q)

Corollaire XIV.20.a. Deux polynomes de C[X] non constants sont premiers entre
eux si et seulement si ils n’ont pas de racine commune.

c) C’est qui (retour au(x) réel(s)) ?

Les choses se compliquent : il est temps de dégainer les lemmes . . .
Lemme XIV.1. Soit P € R[X]. Alors, pour tout a € C :

(o € Race(P)) = (a € Race(P)) .

cpge.webgirand.eu 244



MPSI Corot CHAPITRE XIV. POLYNOMES

d
Démonstration. Si P = a; X", on a:
k=0

0= P(a)

= E apok
k=0

= E akak
k=0

= P(a)
d’ou le résultat. ]

Lemme XIV.2. Soit P € R[X] de degré supérieur ou égal a 3. Alors P est réductible
sur R.

Démonstration. Si P admet une racine réelle, Bob’s your uncle. Sinon, d’aprés le
théoréme de d’Alembert Gauss (XIV.19), il existe a € Race(P) (avec a ¢ R) et @
est également une racine de P (distincte de « ). De fait, il existe @ € C[X] tel que :

P=(X-a)X-a)Q.

Or (X —a)(X —a@) = X2 —2Re(a)X +|a|* € R[X] donc, par unicité dans la division
euclidienne (théoreme XIV.7), @ € R[X]. Ce polynéme est de plus non constant car
deg(P) > 3, d’ou le résultat. O

Théoréme XIV.21.
Les polynomes irréductibles de R sont les polyndémes de degré 1 et les polyndémes de
degré 2 de discriminant négatif.

Démonstration. Les polyndmes cités sont clairement irréductibles. Réciproquement,
si P est irréductible de degré 2, son discriminant est négatif (sans quoi il admet des
racines réelles et donc une factorisation). Le cas du degré 3 et supérieur a été traité
dans le lemme précédent. O

& Remarque XIV.21. La décomposition apparaissant dans le théoréme XIV.18
est unique : cela découle du fait que la décomposition complexe est unique. On a de
plus la formule suivante, pour tout P € R[X] :

P=cd(P) [[ (X—apyr® [T  (X*—2Re(B)X + By,

acRacr(P) BERace (P)\Racg (P)
tel que Im(8)>0

la condition sur Im(/3) nous permettant de nous assurer qu’aucune racine complexe
ne soit comptée "en double". Notons que ceci entraine que deux racines complexes
conjuguées d'un polyndéme a coefficients réels sont de méme multiplicité.

> Exemple XIV.17.

X1 = (X —1)(X +1)(X —i)(X +1)
= (X —D(X+1)(X*+1).
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6.~ Interpolation de Lagrange
Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la question suivante : étant donné
(0,%0), - - - (T, yn) € K2, comment trouver un polynéme P € K[X] tel que :
VEk € [0,n], P(ag) =y ? (E :XIV.1)

Pour n = 0, le polyndéme constant égal a yq fera 'affaire. Pour n = 1, nous avons
deux points a relier ; une droite (et donc un polynéme de degré 1) conviendra. Dans
ces deux cas, la solution au probléme semble unique.

Proposition XIV.22. Soit n > 0 et soient zg,...x, € K deux & deux distincts.
Alors, pour toute famille yo,...,y, € K, il existe un unique polynéme P € K,[X]
tel que :

Vk € [[O,n]], P(.Tk) = Yk -

Démonstration. Unicité. Si deux tels polynémes existent, leur différence admet
n + 1 racines (les z) et est donc nulle par argument de degré.

Existence. Posons, pour k € [0,n] :

LkZH(X_xj)-

e (@ =

On a alors I'égalité Ly(x;) = 6y ; pour tous k, j € [0,n] et donc

P = Z YLy
5—=0

convient.

]

& Remarque XIV.22. L’unicité n’est plus garantie si la condition de degré est
supprimeée ; il existe méme une infinité de solutions possibles a ’équation E :XIV.1.

" Exemple XIV.18. X+1 interpole les couples (0, 1) et (1,2). Mais (X+1)+X (X —1)
aussi . ..

& Remarque XIV.23. Tout ceci se code trés bien en python. Une instabilité
numérique est présente si n est trés grand, car le polynéme "cherche" toujours a
s’annuler autant de fois que son degré. La fonction suivante prend en argument les
listes X et Y contenant respectivement les xj, et les y.

def lagrange(X,Y,a):
def L(k,X,a):
p=1
for i in range(len(X)):
if 1 '= k:
px=(a-X[i])/(X[k]-X[i])

return p
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if len(X) !'= len(Y):
raise ValueError("Tailles incompatibles")
n = len (X)
res=0

for k in range(n):
res+=Y[k]*L(k,X,a)

return res
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